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PROLEG

Aquest text docent recull una collecci6 d’exercicis resolts de teoria de grups, que forma part
del temari de I'assignatura Estructures Algebraiques del Grau de Matematiques de la Facul-
tat de Matematiques i Informatica de la Universitat de Barcelona.

El programa actual de I'assignatura compren tres hores de teoria, una de problemes i
una de laboratoris per setmana, al llarg d'un semestre. Les classes de problemes i laborato-
ris tenen la finalitat principal d’ajudar a comprendre la teoria aplicant-la a la resoluci6 de
problemes. El professor dona a la classe de teoria una serie d’explicacions conceptuals i me-
todologiques que 'estudiant ha de posar en practica posteriorment mitjancant la resoluci6é
d’exercicis, tant a ’aula com, sobretot, en forma de treball individual. L'objectiu d’aquest
text docent és proporcionar a l'estudiant una eina de consulta i de treball que li permeti
completar de manera autdonoma els exercicis. Alguns dels problemes proposats es correspo-
nen amb els mateixos que es treballen a les classes practiques. També s’incorporen exercicis
d’examens i exercicis que amplien el focus a resultats que estenen els propis de 1'assigna-
tura, aixi com la teoria de I'assignatura en forma d’exercicis guiats. Tots aquests exercicis es
resolen de manera detallada.

La collecci6 de problemes cobreix i amplia el temari de I'assignatura i pressuposa que
I'estudiant té coneixements d’algebra lineal i de geometria lineal. Unes excellents referenci-
es de la teoria de 'assignatura sén els apunts Estructures Algebraiques 20-21 de Teresa Cres-
po, Estructures Algebraiques 20-21 d’Artur Travesa, i el llibre Abstract Algebra de D.S. Dummit
i R.M. Foote.

Molts dels membres de la Facultat de Matematiques i Informatica han collaborat al
llarg del temps en la docéncia de I'assignatura i han participat tant en el desenvolupament
dels programes en el context dels diferents plans d’estudis com en la preparacié de les llistes
d’exercicis. A tots ells, vull fer-los arribar el meu agraiment.

Santa Coloma de Queralt, 2022

kPROLEG



Capitol 1

LLISTA D’EXERCICIS

1.1. Grups. Subgrups

Definicié 1.1. Un grup és un conjunt G no buit amb una operacié binaria interna

GxG — G
(x»J’) — Xy

que compleix:

a) Propietat associativa: (x y)z = x(y z), per a qualssevol x, y,z € G.
b) Element neutre: existeix e € G talque ex = xe = x, peratot x € G.
c) Element simetric: per a tot x € G, existeix x’ € G talque x'x = xx'=e.

Direm que G és un grup abelia si, a més, 'operacié compleix la propietat commutativa, és
adir, xy = yx, peraqualssevol x, y € G.

Aquesta operaci6 a G es pot escriure amb simbols diferents: xy, x +y, xxy, xoy,
etcetera. Si 'operacié de G és un producte, 'element neutre s’escriu 1 i '’element simetric
de x es diu I'invers de x i s’escriu x7!. Si 'operaci6 de G és una suma, 'element neutre
s’escriu 0il’element simetric de x es diu l'oposat de x i s’escriu —x.

Exercici 1.1. Sigui G un grup. Proveu que:

a) Lelement neutre és tnic.
b) El simetric d’'un element és tnic.

Exercici 1.2. Sigui G un conjunt dotat d'una operaci6 binaria interna (x, y) — xy associa-
tiva que compleix:

a) Existeix e € G talque ex = x, peratot x € G.
b) Peratot x € G, existeix x’ € G tal que x’x =e.

Proveu que G amb aquesta operacié és grup, el seu element neutre és e i el simeétric de x
4 /
és x’.

Definici6 1.2. Un anell (commutatiu amb unitat) és unaterna (A, +,-), on A# () és un conjunt
dotat de dues operacions binaries internes: (x, y) — x + y, anomenada suma, i(x, y)— xy,
anomenada producte, de manera que (4, +) és un grup commutatiu, (4, -) satisfa la propietat
associativa, la propietat commutativa i 1 € A és el neutre, i es compleix la propietat distribu-
tiva del producte respecte de la suma: x(y + z) = xy + xz. Exemples d’anells sén Z, Z/ mZ,
per a qualsevol enter m, i A[X,..., X,,], per a qualsevol anell A i indeterminades Xj,..., X,,.

Un anell commutatiu amb unitat en que tot element no zero té invers es diu cos. Exem-
ples de cossos s6n Q, R, CiF, =Z/pZ, per a un primer p.

Notarem indistintament Z/nZiZ,, per a n > 1 enter. Si p és un nombre primer, nota-
rem F,, quan pensem en Z/pZ com a cos.
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Exercici 1.3. Determineus si els conjunts segiients amb les operacions que s'indiquen s6n
grups o no.

a) El conjunt dels nombres naturals N amb la suma.

b) El conjunt dels nombres enters Z amb la suma; el mateix conjunt, perd amb el producte.

c¢) El conjunt dels nombres racionals Q amb la suma; el mateix conjunt, perdo amb el pro-
ducte.

d) El conjunt Q* =Q\ {0} amb el producte.

e) El conjunt S' ={z € C:|z|=1} amb el producte en C.

f) El conjunt dels polinomis P, = {p(x) € R[x] : gr(p(x)) < n} amb la suma habitual; el
mateix conjunt, perd amb el producte habitual.

g) Elconjunt dels endomorfismes End(E)={f : E — E aplicacions lineals} amb la suma; el
mateix conjunt, perd amb la composici6, on E és un espai vectorial sobre un cos K.

h) El conjunt dels automorfismes de E, és a dir, dels endomorfismes bijectius de E, que
denotarem per Aut(E), amb la composici6, on E # 0 és un espai vectorial sobre un cos K.

i) El conjunt M(n, K) de matrius quadrades d’ordre n amb coeficients en un cos K amb la
suma; el mateix conjunt, perd amb el producte.

j) El conjunt GL(n, K)={A€M(n, K): det(A) # 0} de matrius quadrades d’ordre n inverti-
bles amb coeficients en un cos K amb el producte de matrius.

Exercici 1.4. Sigui (4,-) un conjunt amb una operacié interna que compleix la propietat as-
sociativa i té un element neutre e. Sigui A* el subconjunt de A format pels elements de A que
tenen invers. Proveu que (A*,-) és un grup.

Exercici 1.5. A (Z,+) definim |'operacié binaria segiient: x x y = x + y + 1. Proveu que (Z, %)
és un grup abelia. Penseu com es pot generalitzar aquesta operacio.

Exercici 1.6. Demostreu que si es compleix x? = e per a tots els elements x d'un grup G,
aleshores G és un grup abelia.

Exercici 1.7. Siguin X un conjunti P(X)={A: A C X} el conjunt de les seves parts. Donats
A, B € P(X), definim la diferencia simetricade Ai B com:

A+ B:=(A\B)U(B\A)

Proveu que (P(X),+) és un grup abelia. Aquest grup s’anomena el grup de Boole de X i es
denota per B(X).

Definici6 1.3. Siguin G un grup i H un subconjunt no buit de G. Diem que H és un subgrup
de G si H és un grup amb I'operacié6 de G.

Exercici 1.8. Siguin G un grup i H un subconjunt no buit de G. Proveu que s6n equivalents:
a) H ésun subgrup de G.
b) H compleix les propietats segiients:
i) e€eH,
ii) Per a qualssevol x,y € H, es compleixque xy € H,
iii) Per a qualsevol x € H, es compleix que x~' € H.

c¢) Per a qualssevol x, y € H, es compleixque xy~' € H.
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Exercici 1.9. Sigui H un subconjunt finitino buit d’'un grup G. Proveu que H és subgrup de
G si,inoméssi, xy € H, peratot x, y € H. Es cert 'enunciat si H no és finit?

Exercici 1.10. Sigui G un grup. Proveu que:

a) Gi{e}sénsubgrupsdeG.
b) Si Hy, H, s6n subgrups de G, aleshores H; N H, és un subgrup de G.
¢) Si{H;};es és una familia de subgrups de G, aleshores [ ),.; H; és un subgrup de G.

Exercici 1.11. Proveu que:

a) Peracada m €Z, mZ:={mn :n €Z} ésun subgrup de (Z,+).
b) Si H ésun subgrup de (Z,+), aleshores H = mZ, per a un cert m € Z.

Exercici 1.12. Sigui K un cos. Considerem:

GL(n,K):={M eM(n,K): det(M)#0} grup lineal

SL(n,K) :={M €GL(n,K): det(M)=1} grup especial lineal
O(n,K) :={M eGL(n,K): M'M =1d} grup ortogonal
SO(n,K):={M €0(n,K): det(M)=1}  grup especial ortogonal

a) Demostreu que GL(n, K) és un grup amb la multiplicacié de matrius.
b) Demostreu que SL(n, K)iO(n, K) sén subgrups del grup GL(n, K).
¢) Demostreu que SO(n, K) és un subgrup de O(n, K).

Exercici 1.13.

GL(n,A):={M € M(n,A): det(M) € A*} grup lineal

SL(n,A) :={M €GL(n,A): det(M)=1} grup especial lineal
O(n,A) :={M eGL(n,A): M'M =1d}  grup ortogonal
SO(n,A):={M €0(n,A): det(M)=1}  grup especial ortogonal

a) Demostreu que GL(n, A) és un grup amb la multiplicacié de matrius.
b) Demostreu que SL(n, A)i O(n, A) s6n subgrups del grup GL(n, A).
c) Demostreu que SO(n, A) és un subgrup de O(n, A).

Exercici 1.14. Considerem el grup G := GL(2,F,). Escriviu els elements de G i la taula del
producte de G. Es G abelia?

Exercici 1.15. Demostreu que, donat un cos K, el grup SO(2, K) és abelia. Demostreu que,
en canvi, el grup SO(n, K), pera n > 3, no ho és.

Exercici 1.16. Demostreu que, per a n > 2, el subconjunt de GL(n, Z) format per les matrius
simetriques no és un subgrup de GL(n, Z). El subconjunt de M(n, Z) format per les matrius
simetriques és un subgrup de M(n, Z)?

Exercici 1.17. Siguin H i K subgrups d'un grup G. Definim el producte de H i K com el

conjunt HK = {hk : h € H,k € K}. Demostreu que HK és subgrup de G si, i només si,
HK=KH.

1

k 1. LLISTA D’EXERCICIS



Exercici 1.18. Siguin H, K, I subgrups d'un grup G tals que I € H K. Proveu que aleshores
I € HKNKH.Doneu una condici6 necessaria i suficient perque el conjunt H K N K H sigui
subgrup del grup G.

Exercici 1.19. Siguin H i K subgrups finits d'un grup G. Proveu que el cardinal de HK és:

_ HIIK]

|[HK|=
|[HNK]|

Exercici 1.20. (Regla de Dedekind) Siguin G un grupi H, K, F subgrupsde G talsque F C K.
Aleshores(HNK)F=HFNK.

Definici6 1.4. Sigui G un grup. Diem que G és finit si el seu cardinal és finit i, en aquest cas,
es defineix I'ordre de G, que indiquem per |G|, com el nombre d’elements de G.

Definici6 1.5. Siguin G un grup i x € G un element. Per a un enter n € Z, escrivim:

Xoeereee X si n>0
X = e si n=0

n .
x o x1 sin<0

Escrivim (x) := {x" : n € Z}. Definim I'ordre de x, ord(x), com ord(x) := |(x)|. Un grup G
s’anomena ciclic si existeix un element x € G tal que G = (x). A vegades notarem C,, per
indicar un grup ciclic d’ordre n.

Exercici 1.21. Siguin G un grupi x €G.

a) Proveu que (x) és un subgrup de G. Diem que (x) és el subgrup de G generat per x.

b) Proveu que {x) és finit si, i només si, existeix un enter n > 0 tal que x” = e. En aquest cas,
[(x)] < n.

¢) Proveu que ord(x) = n si, i només si, n > 0, x" = e i, per a qualsevol enter m tal que
x™ = e, aleshores n|m.

d) Siord(x)= n, proveu que ord(x™) = n/mcd(n, m).

e) Siord(x)=n, proveu que x™ genera (x) si, i només si, (n, m)=1. Deduiu que, aleshores,
el nombre de generadors del grup (x) és p(n)=#{m:1<m<n:(m,n)=1}

Exercici 1.22. Sigui G un grup ciclic d’ordre n.

a) Proveu que qualsevol subgrup de G és ciclic i el seu ordre divideix n.
b) Proveu que per a cada d | i, existeix un tnic subgrup G,; de G d’ordre d.

Exercici 1.23. Peran €Z, n>1, es defineix la funcio d’Euler ¢ en n com:
p(n)=#meZ:1<m<n,mcd(n, m)=1}

a) Proveu que si G és un grup ciclic d’ordre n, aleshores, per a cada d | i, existeixen exacta-
ment ¢(d) elements d’ordre d en G.
b) Deduiu que »_,, p(d)=n.
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Definici6 1.6. Siguin G un grup i x,x” € G. Diem que x i x’ sén conjugats si existeix un
element y € G tal que y x y~! = x’. El conjunt d’elements conjugats de x € G s’escriu Cl(x) :=
{yxy™':y e G}CGisanomena classe de conjugacié de x. Si H és un subgrupde Gi x € H,
s’anomena classe de conjugacié de x en H el conjunt Cly(x):={yxy~':y € H} C H. Per al
grup G, notarem indistintament Cl(x) i Cl;(x).

Exercici 1.24. Sigui G un grup. Proveu que G és abelia si, i només si, Cl(x) = {x}, per a tot
x€qG.

Exercici 1.25. Siguin a, b dos elements d’'un grup G. Proveu que ord(bab~')=ord(a) i que
ord(ab) = ord(ba). Deduiu que dos elements conjugats tenen el mateix ordre.

Exercici 1.26. Sigui n un enter. Proveu que Z/nZ és un grup ciclic d’ordre n.

Exercici 1.27. Sigui G un grup no trivial. Proveu que si els tinics subgrups de G so6n el trivial
i el total, aleshores G és un grup finit d’ordre primer.

Exercici 1.28. Sigui u, = {z € C: z" = 1} el conjunt de les arrels n-esimes de la unitat
complexes. Demostreu que u, amb el producte de C és un grup ciclic.

Exercici 1.29. Siguin p, g nombres primers diferentsi r, s > 1 nombres enters.

a) Determineu quants elements del grup Z/pZ el generen.
b) Determineu quants elements del grup Z/p’Z el generen.
c) Determineu quants elements del grup Z/p" q°Z el generen.

Definicié 1.7. Siguin G un grup i S € G un subconjunt. Definim el subgrup de G generat
per S, que escriurem (S), com la intersecci6 de tots els subgrups de G que contenen S. Si H
és un subgrup de G i H = (S), direm que S és un conjunt (o sistema) de generadors de H. Si

S=0,(S)={e}.

Exercici 1.30. Siguin G un grup i S € G un subconjunt no buit. Aleshores (S) és el subgrup
més petit de G que conté S; és a dir, (S) és un subgrup de G i, per a qualsevol subgrup H de
G tal que S € H, aleshores (S) € H.

Exercici 1.31. Siguin G un grup i S € G un subconjunt no buit. Proveu que:

(S)={x"---x/"r:1r €ZLsp, X1,..., X, €S, My,..., N, €L}

Exercici 1.32. (El grup dels quaternions) Sigui Qg el subgrup de GL(2, C) generat per les ma-

trius
Id::(l 0)’1::(l 0.>,j::(0 1)’1(::(0 l)
0 1 0 —i -1 0 i1 0

a) Demostreu que Qg és un grup d’ordre 8 tal que Id és ’element neutre i es compleixen les
igualtats i* =1d, i* =j* i ij = ji°.
b) Calculeu l’ordre de cadascun dels elements de Qs.

13
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Exercici 1.33. Es defineix el grup diedral D,, com el grup de desplacaments del pla que
deixen invariant un poligon regular de n costats.

a) Descriviu els elements de D,,, i digueu quants n’hi ha.

b) Siguin p unarotacié d’angle 27t/n centrada en el centre de simetria del poligon, i o una
simetria axial respecte d'un dels radis del poligon. Proveu que es compleixen les igualtats
pt=Id,o?=1diocpo=p~.

c¢) Proveu que D,, = (p,0) i D,, = {Id,p,...,p" ', 0,p0,...,p" 'o}. Observeu que D,,
queda determinat pels generadors p, o iles relacions p" =1d,0* =1diocpo =p~".

Definici6é 1.8. Donat un conjunt X, una permutacio de X és una aplicaci6 bijectiva de X en
X i Sx és el conjunt format per totes les permutacions de X. Enel cas X ={1,2,...,n}, pera
n > 1 un enter, escriurem Sy = S,, i diem que S,, és el grup simetric de n elements. Per donar
una permutacio concreta o € S,,, cal dir qui és la imatge de cada un dels elements 1,2, ..., n.
Una manera til de fer-ho és escrivint aquests elements en una fila i, sota de cada un, la seva
imatge:

Donades les permutacions o, T € S,,, escriurem indistintament g o 7 i 7. Diem que un ele-
ment i €{1,...,n} és fix per una permutacié o €S, si (i) =1.

Exercici 1.34. Proveu que S,, amb la composici6 és un grup d’ordre n!.

Definici6 1.9. Donats r elements i;,...,i, € {1,2,...,n}, diferents dos a dos, designem per

(i1,...,i,) la permutacié o de S, tal que o(i;) = iy, o(ix) = i3, ..., o(i,—1) =i, o(i,) =i i
o(i)=1i, peraqualsevol i ¢ {i,,...,i,}; ésadir, si{i,1,...,1,} ={1,2,...,n}\{i,...,i.},
N £ 700 "NV T SN AT
(ll)---)lr)_ . . . . . .
iy I3 ... By 0y Gy ...

Un cicle d’ordre r de S,, és una permutacié de la forma (iy,..., i;). Un cicle d’ordre 2 s’ano-
mena ransposicio.

Dos cicles (iy,...,i,) i (j;,-.., js) S'anomenen disjunts si ho sén els conjunts {i;,...,i,} i
{ji,--., js}. Clarament dos cicles disjunts commuten entre ells.

Exercici 1.35. Proveu que S,, és commutatiu si, i només si, n =1, 2.

Exercici 1.36. Proveu que:

a) Qualsevol permutaci6 de S,, diferent de la identitat s’escriu com a producte de cicles dis-
junts, determinats de manera tinica llevat de I'ordre.
b) Qualsevol permutacié de S,, s’escriu com a producte de transposicions.

Exercici 1.37. Proveu que:

a) La permutacio6 identitat només es pot escriure com a producte d'un nombre parell de
transposicions. (Indicaci6: escriviu la identitat com a producte de transposicions de la
forma(1,i), perai>1.)

b) Sioc=710--01, =p;0---0p,, 0N T;,P; sON transposicions, aleshores r = s (mod 2).

14



Definicié 1.10. Una permutaci6 es diu parella si descompon com a producte d'un nom-
bre parell de transposicions i senar si descompon com a producte d'un nombre senar de
transposicions. Observem que aquesta definici6 té sentit gracies a I'exercici 1.37. Anome-
nem aplicacio signel’aplicacio:

e€:S, — {1,—-1}

1 si o és parella
o — €lo)=
—1 sio és senar

Observem que si o0 =(ay,...,a,) és un r-cicle, aleshores podem escriure o com a producte
de r —1 transposicions com o = (a,, a,)---(a,_;, a,) i, per tant, ¢(c) = (—1)"~'. En particular,
les transposicions tenen signe —1.

Exercici 1.38. Siguin g, T € Sq les permutacions segiients:
1 2 3 45 6 7 89 1 2 3 45 6 7 89
o= T=
291 8 7 6 3 4 5 71 3 5 8 2 9 6 4
a) Calculeuortirto.
b) Descomponeu o i T com a producte de cicles disjunts, i també com a producte de trans-

posicions; calculeu les seves signatures.
c¢) Calculeu o?%?!.

Exercici 1.39. Considereu els subgrups H =((1,2)) i K ={((1,3)) del grup simetric S;. Proveu
que H K no és un subgrup de Ss.

Exercici 1.40. a) Demostreu que, donada una permutacié p € S, i donats elements
a,,...,a,€{1,...,n}, llavors

-1

play,...,a.)p~ =(pla),...,p(a,))

b) Demostreu que, donats dos cicles o i 0, de S,, del mateix ordre, existeix una permutacio
pES, talque po,p~t =0,.

c) Siguio =00, €85,,0on0;,...,0 son cicles disjunts dos a dos. Per a qualsevol per-
mutaci6 p de S, proveu que pop~! és producte de k cicles disjunts, amb ordres iguals
alsdeoy,...,0.

d) Siguin oy, ..., 0} €S, cicles disjunts dos a dos, i també 7, ..., 7, € S, cicles disjunts dos
ados. Posem o ;=00 i 7T =177 7. Demostreu que si, peral <i < k, 'ordre del
cicle o; coincideix amb I'ordre del cicle 7;, aleshores existeix una permutacio p € S, tal

que popt=1.

Exercici 1.41. Determineulasignaturail’ordre de totes les permutacions de Ss. Determineu
tots els subgrups de Ss.
Exercici 1.42. Demostreu que S,, admet els sistemes de generadors segiients:

a) (1,2),(1,3),...,(1,n).
b) (1,2),(2,3),...,(n—1,n).
c) (1,2,...,n),(1,2).

15
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Exercici 1.43. Sigui A, el conjunt de permutacions parelles de S,, per a n > 2. Demos-
treu que:

a) S, té el mateix nombre de permutacions parelles que de permutacions senars.
b) A, ésun subgrup de S,,.

Definicié 1.11. Sidesignem per A,, el conjunt de totes les pemutacions parelles de S,,, ales-
hores A,, és un subgrup de S, que s’anomena grup alternat.

Exercici 1.44. Proveu que, per a n > 3, A,, admet els conjunts de generadors segiients:

a) El conjunt de tots els 3-cicles.
b) El conjunt de 3-cicles delaforma (1,7, j),amb 1<i< j<n.
c) El conjunt de 3-cicles de la forma (1,2, k), amb 2 < k < n.

1.2. Subgrups normals. Grup quocient

Exercici1.1. (Classes laterals per1’esquerra) Sigui H un subgrup d'un grup G. Definim entre
els elements de G la relaci6 segiient:

g~g'&geg’H

a) Proveu que ~ defineix una relaci6é d’equivaléncia en G. Escriurem G/H := G/ ~ i direm
que és el conjunt de classes laterals per l'esquerra de G modul H. Si G/H és finit, escriu-
rem [G: H]:=|G/H|idirem que és!'index de H enG.

b) Per aun element g € G, escriurem [g] per a la classe de g. Proveu que [g]=gH.

c¢) Si G ésfinit, proveu que |H| divideix |G|i[G : H]=|G|/|H]|.

d) Definim en G/H l'operaci6 segiient: [g][g’] = [gg’]. Proveu que esta ben definida si, i
només si, ghg™' € H, per a qualssevol h € H, g € G. Aleshores G/H té estructura de
grup amb aquesta operacio.

Exercici 1.2. (Classes laterals per la dreta) Sigui H un subgrup d'un grup G. Definim entre
els elements de G la relaci6 segiient:

g=g'egeHg

a) Proveu que = defineix una relacié d’equivaléncia en G. Escriurem H \ G := G/ =i direm
que és el conjunt de classes laterals per la dreta de G modul H.Si H\G és finit, escriurem
[G:H]=|H\G|idirem que és!'index de H enG.

b) Per aun element g € G, escriurem g per ala classe de g. Proveuque g =Hg.

c¢) Si G ésfinit, proveu que [G : H]=|G|/|H]|.

d) Definim en H \ G I'operaci6 segiient: g g’ = gg’. Proveu que esta ben definida si, i només
si, ghg™! € H, per a qualssevol h € H, g € G. Aleshores H \ G té estructura de grup amb
aquesta operacio.

Exercici 1.3. (Teorema de Lagrange) Si G és un grup i H és un subgrup de G, aleshores G

és finit si, i només si, H i G/H s6n finits. En aquest cas, |G| =|H|[G : H]. En particular, |H| i
[G : H] s6n divisors de |G].
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Exercici 1.4. Si G és un grup finit, 'ordre de qualsevol element divideix I’ordre del grup.

Exercici 1.5. Si G ésun grup d’ordre primer, aleshores G és un grup ciclici qualsevol element
de G diferent del neutre genera G.

Definici6 1.1. Siguin G un grup i H € G un subgrup. Direm que H és un subgrup normal de
G,iescriurem H<G,sighg™' € H,peratotg € G, h € H. En aquest cas, G/H té estructura
de grup i direm que és el grup quocient de G per H. Si G és un grup finit, I'ordre del grup
G/H o indexdeH en G és[G : H]=|G|/|H|.

Exercici 1.6. Sigui G un grup. Proveu que:

a) Els subgrups {e} i G sé6n subgrups normals de G.

b) Si G ésun grup abelia, tots els seus subgrups s6n normals.

¢) Si{H;};c; ésunafamilia de subgrups normals de G, llavors| )
de G.

ie; H; és un subgrup normal

Exercici 1.7. Siguin G un grup i H un subgrup. Proveu que H és un subgrup normal de G
si,inoméssi, G/H = H \ G; és adir, peraqualsevolge G, gH =Hg.

Exercici 1.8. Demostreu que tot subgrup d’index 2 d'un grup és normal. Deduiu que A,, és
un subgrup normal de S,,.

Exercici 1.9. Sigui D,,, =(p,0: p"=0?=1d,0p0 = p~!) el grup diedral de 2n elements. Si
d ésun divisor de n, proveu que {p¢) és un subgrup normal de D,,,.

Exercici 1.10. Siguin G un grup i H un subgrup normal de G. Si G/H és abelia, proveu que
tots els subgrups de G que contenen H s6n normals en G.

Exercici 1.11. Siguin G un grup i H € G un subgrup d’ordre n. Proveu que:

a) Peraqualsevol g € G, gHg™! és un subgrup de G d’ordre n.
b) Si G té un tnic subgrup d’ordre rn, aleshores H és normal en G.

Definici6 1.2. Sigui G un grup. Donats dos subgrups H, H de G, diem que H i H’ s6n conju-
gats en Gsi existeix un element g € G tal que g Hg ™' = H'. El conjunt de subgrups conjugats
d’un subgrup H de G s’escriu Clg(H) := {gHg ™' : g € G} i anomena classe de conjugacié
deH enG.

Exercici 1.12. Siguin K i H subgrups d'un grup G, H < G. Proveu que HK és un subgrup
de G.

Definici6 1.3. Un grup G és simple si no té subgrups normals diferents de {e} i G.
Exercici 1.13. Proveu que els grups d’ordre primer sén simples.

Definici6 1.4. Donats un grup G i elements x, y € G, es defineix el commutador de x iy

com[x,yl:=xyxlyteG.
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Exercici 1.14. Siguin G un grupi x, y € G. Proveu que:

a) xy =[x, y]yx. Enparticular, x i y commuten si, inoméssi, [x, y]=e.
b) [x,yI" =y, x].

Definicié 1.5. Donat un grup G i donats dos subconjunts no buits A i B de G, es defineix
el commutador de A i B, que escriurem [A, B], com el subgrup de G generat pels elements
dela forma[a,b],amba € Aib € B; ésadir, [A,B] :=([a,b]:a € A, b € B). Es defineix el
commutador de G (o subgrup derivat de G) com G’ :=[G,G]=([x,y]:x,y €G).

Exercici 1.15. Sigui G un grup. Proveu que:

a) G ésabeliasi, inoméssi, G’ ={e}.

b) G’ ésun subgrup normal de G.

c¢) G/G’ ésun grup abelia.

d) G’ és el menor subgrup normal de G tal que G/G’ és abelia; és a dir, per a qualsevol
subgrup normal N <G tal que G/N és abelia, se satisfa que G’ C N.

e) Si G’ C N, aleshores N <G i G/N és abelia.

El grup G*’ = G/G’ s’anomena grup abelianitzat de G.
Exercici 1.16. Trobeu el commutador de S;.
Exercici 1.17. Proveu que S, = A,, per a qualsevol n > 2.

Exercici 1.18. Proveu que A’ = A,, per a qualsevol n # 3,4. Determineu el commutador de
A, peran=3,4.

Exercici 1.19. Sigui D,,, = (p,0 : p" = 0% =1d,ocpo = p~') el grup diedral. Proveu que

Definici6 1.6. Donats un grup G i un enter k > 0, definim per recurrencia el subgrup derivat
k-esim G®) de G delaforma segiient: G := G, GV := G/, G® :=(G’) i, en general, G*+V :=
(GWy.,

Exercici 1.20. Sigui G un grup. Proveu que:

a) G®) «G*1 pera qualsevol enter k > 1.
b) Si N ésun subgrup normal de G, aleshores N’ també és un subgrup normal de G.
c) G® 4G, per a qualsevol enter k > 0.

Exercici 1.21. Siguin G un grup i H € G un subgrup. Es defineix el normalitzador de H en
G, que escriurem Ng(H), com N;(H):={x€G:xHx ' =H}.

a) Proveu que Ng(H) és un subgrup de G que conté H.

b) Proveu que H <« Ng(H).

c¢) Proveu que, donat un subgrup K de G, se satisfa que H < K si, i només si, K € Ng(H).
Deduiu que N;(H) és el subgrup més gran de G en el qual H és normal.

d) Proveu que H <G si, inomés si, N;(H)= G si,inoméssi, Clo(H)={H}.

e) Si K és un subgrup del normalitzador Ng(H), aleshores HK és un grup i H és normal
en HK.
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Exercici 1.22. Siguin G un grup i N un subgrup normal de G. Si H i K s6n subgrups de G,
aleshores H < K implicaque HN <K N.

Exercici 1.23. Sigui G un grup. Definim el centre de G com:
z(G):={xeG:xy=yx, peratot y € G}

Proveu que:

a) z(G) ésun subgrup normal de G.
b) Si H ésun subgrup de z(G), H és un subgrup normal de G.

Exercici 1.24. Siguin G un grup i x € G. Es defineix el centralitzador de x en G com:
zg(x):={yeG:xy=yx}

Proveu que:

a) zg(x)ésun subgrup de G.

b) x € z(G)si,inoméssi, zg(x)= G si,inoméssi, Cl;(x)={x}.
Exercici 1.25. Siguin G un grup, H un subgrupde Gi x €G.

a) Proveu que #Cl;(x) =[G : zg(x)]. En particular, el nombre d’elements conjugats de x en
G divideix'ordre de G.

b) Deduiu que en A, no tots els 3-cicles s6n conjugats.

c) Proveu que #Cl;(H) =[G : Ng(H)]. En particular, el nombre de subgrups conjugats de H
en G divideix'ordre de G.

Exercici 1.26. Siguin G un grup i z(G) el seu centre. Proveu que:

a) Si H ésun subgrup abelia de G tal que G = z(G)H, aleshores G és abelia.
b) Si H ésun subgrup de z(G)i G/H és ciclic, aleshores G és abelia.

Exercici 1.27. Sigui K un cos. Demostreu que el centre de GL(n, K) esta format per les ma-
trius de la forma M = A1d, per a algun A € K*.

Exercici 1.28. Demostreu que si n > 3, el centre de S, només conté la identitat.

Exercici 1.29. Siguin G un grup i H € G un subgrup. Es defineix el core de H en G com:

coreg(H) = ﬂ gHg™!
geG

Proveu que:

a) coreg(H) és un subgrup normal de G contingut en H.
b) Si K és un subgrup normal de G contingut en H, aleshores K C coreg(H). Es a dir,
coreg(H) és el subgrup normal de G més gran continguten H.

Exercici 1.30. Siguin G un grup i H € G un subgrup. Es defineix la clausura normal de H en
G com:
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