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Proleg

Aquest text docent recull una colleccié d’exercicis resolts de I'assignatura Geometria Lineal
del Grau de Matematiques de la Facultat de Matematiques i Informatica de la Universitat de
Barcelona.

El programa actual de I'assignatura compren tres hores de teoria, una de problemes i
una de laboratoris per setmana, al llarg d'un semestre. Les classes de problemes i laborato-
ris tenen la finalitat principal d’ajudar a la comprensié de la teoria aplicant-la a la resoluci6
de problemes. Alguns d’aquests problemes que es treballen a classe s6n extensos, per aixo
molts d’aquests exercicis només es poden resoldre de manera parcial a classe i d’altres no
es poden fer perque el temps és molt limitat. Lobjectiu d’aquest text docent és, doncs, pro-
porcionar a l’estudiant una eina de consultai de treball que li permeti completar de manera
autonoma els exercicis. La collecci6é de problemes cobreix tot el temari de I'assignatura i se
suposa que l'estudiant té coneixements d’algebra lineal. Excellents referéncies de la teoria
de I'assignatura son els apunts Geometria Lineal 18-19, de Joan Carles Naranjo, que es po-
den trobar com a fitxer electronic, i el llibre Algebra lineal i geometria, de Manuel Castellet
iIrene Llerena.

Molts dels membres de la Facultat de Matematiques i Informatica han collaborat al
llarg del temps en la docéncia de I'assignatura i han participat tant en el desenvolupament
dels programes en el context dels diferents plans d’estudis com en la preparacié de les llistes
d’exercicis. A tots ells, vull fer-los arribar el meu agraiment.

Santa Coloma de Queralt, 2021
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1. LLISTA D’EXERCICIS

1.1. Espai afi

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

Siguin a, b, ¢, d punts d'un espai afi real. Demostreu que les condicions segiients s6n
equivalents i que, sota aquestes condicions, els quatre punts s6n coplanaris:

—_— —
a) ab+ad=uac;

b) Ea):d_c);
¢) El):b—c);

d) a+iad=b+Libd;
e) c=a+a—b>+ﬁ;

Nota: quan quatre punts a, b, ¢, d s6n diferents i no estan alineats i se satisfan aquestes
condicions equivalents, es diu que els quatre punts formen un parallelogram de costats
ab, bc, cd, da.laquarta condici6 ens diu que els parallelograms es caracteritzen pel
fet que les diagonals es tallen en els seus punts mitjans.

Siguin py,..., p, punts d'un espai afi i sigui 0 una permutacié del conjunt d’'indexs
., — —_—
{1,..., n}. Demostreu la relaci6 p, py1)+-+*+ PpPom)= O .

Siguin py, ..., p, punts d'un espai afi.
a) Demostreu que, en general, 'expressi6 g + Z?:l A:qp; depen del punt g.

o N . s 2 .
b) Demostreu que q + Z?:l A;qp; no depen de g si, i només si, Z?:l A; = 1. En aquest
cas, i només en aquest cas, I'expressié anterior s’escriu Zl’.’zl A;p;.

Siguin a,, ..., a, punts d'un espai afi real A™. Diem que un punt g és el baricentre dels
punts ay,...,a, siverifica que E(Tf +--+ga,= 0. Escrivim g=bar(a,,...,a,).

a) Proveu l'existéncia i la unicitat del baricentre. Observeu que el baricentre de dos
punts coincideix amb el punt mitja dels dos punts.

b) Siguin a; =(a;,...,a,;),perai=1,...,n,les coordenades dels n punts en una certa
referencia. Demostreu que el baricentre g d’aquests punts té coordenades

yeeey

_(a11+”'+a1n am1+"’+amn)
n n '

Siguin {py,...,pu}i{q,--., q,} dos conjunts de punts en un espai afi real i siguin p i gq
els baricentres respectius. Expresseu la suma p;q; + -+ p,q, en funcioé de pq.

Siguin A, ..., A,, punts d’un espai afi real. Siguin G =bar(A,,...,A,)i,perai=1,...,n,
G; = bar(Ay,...,A;_1,Ai41,...,A,). Proveu que G és el punt de tall de les rectes A;G;.
Encara més, si per a cada subconjunt I = {i;,...,i,} € {1,...,n} diem G; el baricentre
de A; ..., A; , aleshores proveu que G € G,Gj, on I designa el complementari de I en
{1,...,n}.
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1.7.

1.8.

1.9.

1.13.

1.14.

1.15.

10

En un pla aff real es considera un triangle ABC. Siguin P el punt mitja del costat BC,
Q el punt mitja de AC, i R el punt mitja de AB. Proveu que:

a) Les rectes AP, BQ i CR, anomenades mitjanes del triangle ABC, es tallen en un
punt G. El punt G és el baricentre de A, B, C.
— —_— —— —_— —— —
b) Es compleix que AG =2GP, BG=2GQiCG =2GR.

Aixi, doncs, el baricentre de tres punts A, B, C no alineats és el punt de tall de les mit-
janes del triangle ABC.

En un pla afi real es considera un parallelogram ABCD de diagonals AC i BD. Siguin
P el punt mitja del costat C D i Q el punt mitja del costat BC. Demostreu que les rectes
AP i AQ divideixen la diagonal BD en tres parts iguals.

En un pla afi real considerem un triangle de vertexs P, P, 5. Pera i =1, 2,3, sigui Q; el
punt mitja de la mitjana des del punt P;. Demostreu que els triangles P, PPy i Q1Q,Qs
tenen els costats parallels.

. Siguin a, b, ¢, d punts d’un espai afi real. Sigui g el baricentre de a, b, ¢, d. Demostreu

O S L. 1— . .
que ab +ad = ac si, inomés si, g = a + ;ac. Deduiu que els parallelograms son els
Unics quadrilaters en els quals el baricentre coincideix amb el punt de tall de les dues
diagonals.

Siguin a;, a,, as, a, punts del pla afi real tals que no n’hi ha tres sobre una mateixa recta.
Siguin g, by, b, b3, b, els baricentres de {a,, a,, as, a,}, {a, as, as}, {a,, as, as}, {a,, a,, as}
i{a,, a,, as}, respectivament. Proveu que les rectes b, b; i b, b, es tallen en g si, i només
si, a,a,asa, és un parallelogram de diagonals a, a3 i a,a,.

. Siguin A,, A,, A3, A, punts d'un espai afi real. Sigui M; ; el punt mitjade A; i A;, isigui G;

el baricentre de A, Ay, Aj, on {i, j, k, 1} ={1,2,3,4}. Proveu que les rectes A, G,, A, G,,
A3Gs, Ay Gy, My M3y, M3 M,y i My, M, es tallen en un punt G, que és el baricentre de
Ay, Ay, A3, A,. Aixi, doncs, el baricentre de quatre punts A;, A,, A3, A, no coplanaris és
el punt de tall de les mitjanes del tetraedre A; A, A3 A,.

En un pla afi real es considera un quadrilater ABC D. Demostreu que els punts mitjans
dels costats AB, BC, CD, D A s6n els vertexs d'un parallelogram o estan alineats.

Siguin A, B, C els vertexs d’'un triangle del pla afi real i r una recta que talla les rec-
tes AB, BC, CA en els punts P, Q, R, respectivament. Demostreu que els punts I, J, K
determinats per:

—_— — — —_— — — _— = ——
Al =AP+AR, B]J=BQ+BP, CK=CR+CQ
estan alineats.
Siguin (A", E) un espai afi real i L # 0 un subconjunt de A”. Demostreu que L és una

varietat lineal (o un subespai afi) si, i només si, per a qualsevol parella de punts de L,
la recta que determinen esta continguda en L.



1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.21.

Siguin {p; u,,...,u,}i{q; v,..., v,} dos sistemes de referéncia de 'espai afi real A".

a) Proveu que existeix un punt que té les mateixes coordenades en els dos sistemes de
N . PR » . —_—
referéncia si, i només si, rang(pq, u; — vy, ..., U, —v,)=rang(u; — vy, ..., U, — vy).

b) Proveu que, sino és buit, el lloc geométric dels punts que tenen les mateixes coor-
denades en els dos sistemes de referéncia és una varietat lineal. Determineu la seva
dimensio.

Siguin A un espai afi i E el seu espai director. Siguin V; =a+ F iV, = b+ G dues
varietats lineals de A. Demostreu les afirmacions que siguin certes i doneu un contra-
exemple de les que siguin falses:

a) E=F+G=>A=V,+V,.

b) A=V,+V,=>E=F +G.

¢) FNG={0}=>V,nV,={p}.

d) VinV,={p}=>FnG={0}.

¢) E=FoG=>V,nV,={p}.

f) VinV,=0=V,iV,sén paralleleso FNG = {0}.

Sigui H un hiperpla de A”. Demostreu que tota varietat lineal sense punts en comu
amb H és parallelaa H.

Siguin Hj,..., H, hiperplans de A"”. Demostreu que, si dim(H; N---N H,,) =0, aleshores
es compleix que dim(H; N---NH;)=n—i,peratot1<i<n.

. a) Fixada una referéncia cartesiana en un espai afi real de dimensi6 3, demostreu que

quatre punts P; =(x;, y;,2;), perai=1,...,4, s6n coplanaris si, i només si, se satisfa:

X n oz 1
Xp ¥ 2z 1 —0
X3 ¥y zz 1
Xy Vi 2z 1

b) Fixada una referéncia cartesiana en un espai afi real de dimensi6 3, demostreu que
si els quatre plans d’equacions A;x + B;y + Ciz+ D; =0, pera i = 1,2, 3,4, tenen
intersecci6 no buida, aleshores

Es cert el reciproc? Justifiqueu la resposta.

Sigui A* un espai afi de dimensi6 4 sobre R. En un cert sistema de referéncia, tenim les
varietats lineals segiients:

n
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1.23.

1.24.

1.25.

12

Vi:x+2y+3z+4r=1,  1,=(0,0,0,0)+((—4,—3,—9,0),(2,—1,1,0),(1,0,1,0)),

xX+y+z=3
Vs: , V,=(0,0,0,0)+{(1,1,1,0),(0,0,3,1)).
xX+t=2
a) Determineu les seves dimensions i doneu els seus subespais vectorials associats.
b) Calculeu ViNnV;, V,NV,, VNV, Vi + V3, Vo +V,, V3 + V.

¢) Determineu una varietat V; de dimensié 3 que sigui parallelaa V; N V;.

. Considerem I'espai afi real A; de dimensi6 4. Demostreu que els conjunts de punts

seglients s6n varietats lineals:

Vi={(x,y,z,t)€A:x—y+z—1=0}
Vo={(x,y,2,t)eA:x—y—z—1=1}
Vi={(x,y,z,t)€A:x+2y+2z=0,2x—t =1}
Vi={(x,y,2,t)€EA:y+1t=0,x+2y +z =2}
Vs={(x,y,z,t)€A:x—y=1,x—z+1t=22x—y—z+1 =3}
Ve={(lx,y,z, 1)€A:—x+2z=1x—y+z=1y+1=0}.

Determineu les seves dimensions, els subespais directors i un sistema d’equacions pa-
rametriques de cadascuna d’elles. Determineu també la dimensié i el subespai vecto-
rial director de les varietats lineals interseccié V, NV, i V3NV, iles varietats lineals
sumaV,+V,iV;+V,.

Siguin K i L dos plans en un espai afi de dimensio 4. Discutiu els possibles valors de la
dimensi6 de la varietat lineal suma K + L segons la posici6 relativa de K i L. Poseu un
exemple de cada cas.

Sigui A, un espai afi de dimensi6 4 sobre R. En una certa referéncia afi donada, consi-
derem:
xX=y x—ay=2

T T(a,b) -
z=t x—y+z—bt=1.

Estudieu les posicions relatives de 7 i 77, ;) segons els diferents valorsde a i b.

En un espai afi real de dimensié 3 tenim dues rectes que, en una referéncia afi, tenen
les equacions:

x+y=2 x+y=4
r: s:
x—z=1 z=1.

a) Trobeu, si existeix, la recta que passa pel punt (0,0,1)itallaris.
b) Trobeu, si existeix, la recta que passa pel punt(2,2,0)italla ris.

¢) Trobeu per a quins valors de a existeix una recta que passa per(a,0,2)itallaris.



1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

131

1.32.

1.33.

1.34.

Siguin r i s dues rectes de A3, i sigui p un punt que no pertany a cap d’elles. Estudieu
si existeixen rectes ¢, i quantes n’hi ha, que passin per p itallin r i s. Discutiu els casos
possibles en funcié de la posicié relativa entre r i s.

Donades tres rectes r, s, t de A% de manera que els seus vectors directors son tres
vectors linealment independents, demostreu que existeix una tinica recta [ parallela a
ttalque rNl#Pisnl#0.

Sigui A, un espai afi de dimensi6 4 sobre R. En una certa referéncia afi donada, consi-
derem:

x=y=1 y+z—at=1
r: ﬂ(a,b):
z=t x+bz+t=2.

Estudieu les posicions relatives de r i 7, ;) segons els diferents valors de a i b.

Donades les rectes de I'espai afi A3, segiients:

2x+3y—2z=0 x+2y+2z=1 ; —Xx+y+z=4

x—y=1 y+z=2 ' x+2y=2

trobeu la recta que les talla en tres punts R € r, S€ s, T € ¢ tals que S és el punt mitja
deRiT.

Considerem, en I'espai afi real de dimensi6 4, les varietats lineals segilients:

Li={(x,y,z,t)€Ay:x+y=7z+t=a}
L,={(6+ b?L,l—ZA,—ZA,—l—Fb)L)EA%:)LGR},

on a, b € R. Estudieu la dimensi6 de les varietats lineals L, + L, i L, N L, en funci6
dels parametres a i b. Determineu en quins casos les varietats L; i L, es tallen, s6n
paralleles o una d’elles esta inclosa en 'altra.

En un espai afi real de dimensi6 3 es consideren, en una referéncia donada, els plans
Hy :x=1,H,: y=0iH;:z=—1.Trobeu les equacions dels plans H tals que H;, H, i
H; tallen H en rectes que formen un triangle amb baricentre en el punt (0, 1, 1).

Donada una recta r del pla i donats dos punts a, b ¢ r, determineu el lloc geometric

dels punts p tals que el quart vertex del parallelogram que té costats pa i p_b) pertanyi
alarectar.

Donades dues rectes r i s de I’espai afi real de dimensi6 3, trobeu el lloc geometric dels
punts mitjans dels parells de puntsa i b,ambaerib €s.

En A3 es consideren dos plans 7, i 7, no parallels i una recta r no parallela a cap d’ells.
Descriviu el lloc geometric dels punts mitjans de les interseccions de les rectes paral-
leles a r amb els plans 7t; i 75.

13
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1.35

1.37.

1.39.

1.40.

1.41.

1.42.

1.43.

14

. Donades dues rectes que es creuen a I’espai afi real de dimensi6 3 i un pla no parallel a
cap de les rectes, determineu el lloc geometric dels punts mitjans dels segments amb
un extrem a cada recta i parallels al pla.

. Donades dues rectes paralleles r i s del pla afi real, determineu el lloc geometric dels
baricentres dels triangles ABC tals que A € r i el punt mitja del costat BC pertany ala
recta s.

Fixat un tetraedre en un espai afi real i un parell d’arestes oposades, considereu els
plans parallels a aquest parell d’arestes que no les contenen.

a) Proveu que aquests plans tallen les arestes restants en els vértexs d'un parallelogram.

b) Proveu que els punts d’interseccio de les diagonals d’aquests parallelograms es tro-
ben sobre una recta i descriviu-la geometricament.

. Sigui ABC un triangle d’'un pla afi. Sigui M, € A+ B un punt qualsevol i definim els
punts M, ..., Mg de la manera segiient: siguin M; el punt de tall de la parallelaa BC
per M, amb AC, M, el punt de tall de la parallela a AB per M; amb BC, M; el punt de
tall de la parallela a AC per M, amb AB, etc. Demostreu que M, = M.

Sigui AB C un triangle d'un pla afi real. Considerem els punts A, i A, simétrics respecte
del punt mitja de B i C, els punts B; i B, simetrics respecte del punt mitjade Ai C, i
els punts C; i C, simeétrics respecte del punt mitja de A i B. Sigui G el baricentre dels
punts A, B, C, i, perai = 1,2, sigui G; el baricentre dels punts A;, B;, C;. Demostreu
que G, G, G, estan alineats.

Siguin a, b, c tres punts diferents alineats en un espai afi real. Aleshores es defineix la
—

ra6 simple (a, b, c) := A € R, de manera que a¢ = Abc. Trobeu les raons simples que

s’obtenen permutant I'ordre dels tres punts.

En el pla afi real, considerem un trapezi de vertexs consecutius ABC D i costats paral-
lels AB i CD. Siguin E el punt de tall de les rectes AD i BC, F el punt de tall de les
rectes BD i AC, M el punt mitjade Ai B,i N el punt mitjade C i D.

a) Proveu que els punts E, F, M, N estan alineats.
b) Proveuque(D,A,E)=(C,B,E).

Siguin a, b, ¢ tres punts d'unarecta ¢ i a’, b’, ¢’ tres punts d’'una recta ¢’. Suposem que
les dues ternes tenen la mateixa raé simple (a, b, ¢)=(a’, b’, ¢’). Siguin a”, b”, ¢” punts
tals que

(a,a’,a”)=(b,b’,b")=(c,c’,c").
Demostreu que a”, b”, ¢” estan alineats i calculeu la raé simple (a”, b”, ¢”).
Siguin ABC un triangle del pla afi real, A’ un punt de BC, B’ un punt de AC i C’ un

punt de AB. Demostreu que els triangles ABC i A’B’C’ tenen el mateix baricentre si, i
només si, (A’, B,C)=(B’,C,A)=(C’, A, B).



1.44.

1.45.

1.46.

1.47.

1.48.

1.49.

a) Sigui P un punt del pla afi real i r una recta que no passa per P. Fixat A € R, trobeu
el lloc geometric dels punts Q tals que (Q, A, P)=A en variar A€ r.

b) Fixat un sistema de referencia del pla {O; e, e,}, considerem les rectes r i s que te-
nen equacions r : x —2y +3=01is:2x+ y —4 = 0. Trobeu els punts Q tals que
(Q,A4,0)=3i(Q,B,0)=2,ambAcriBes.

Siguin A, B, C tres punts no alineats en un pla afi real. Siguin D i E dos punts de la
recta que passa per B i C. Farem servir la notacié My per al punt mitjade X i Y.

a) Demostreu que la igualtat CD = EB equival a Mpy = Mpc i també equival a la
igualtat de raons simples (E, C, B)=(D, B, C).

b) Sigui r; la recta que passa per A i Mpg; sigui r, la recta que passa per M ¢ i Mpg,
i sigui r3 la recta que passa per M, g i Mcp. Demostreu que les rectes rq, 1, i 13 s6n
concurrents si, i només si, E[_)) = EE}), excepteenel casque (E,C,B)=(D,B,C)= %
Que passa en aquest cas?

. L3 . 4 . - 2
¢) Trobeu quina relacié hi ha entre D E i BC quan ry, 15, 13 son paralleles.

(Teorema de Tales) Siguin r i s dues rectes del pla aff que es tallen en un punt O, i
siguin 13, t,, t3 tres rectes paralleles que tallen r i s en punts A;, A,, A3 i By, B,, Bs,
respectivament. Aleshores (A;, A,, A3)=(B;, B, Bs).

Proveu, utilitzant el teorema de Tales, que les tres mitjanes d'un triangle es tallen en el
baricentre dels seus vertexs.

a) Siguin A, B, C tres punts alineats del pla afii A’, B/, C tres punts alineats sobre una
recta diferent. Proveu que si (A, B,C) = (A’, B, C), llavors les rectes AA’ i BB’ s6n
paralleles.

b) Siguin r i s dues rectes del pla i O un punt exterior a totes dues. Demostreu que
la projeccié de r sobre s des de O conserva la raé simple si, i només si, r i s sén
paralleles.

Siguin A, B, C, D quatre punts alineats diferents del pla afi. Definim la raé doble de
A, B,C,D com

_(A,B,C)

A, B,C,D):= .
( ) (AYBYD)

5
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1.50.

1.51.

1.52.

1.53.

1.54.

1.55.
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Siguin r i s dues rectes del pla i O un punt exterior a totes dues. Demostreu que la
projeccié de r sobre s des de O conservala raé doble.

(Teorema de Ceva) Sigui ABC un triangle del pla afii A’ BC, B’ € AC, C’ € AB punts
diferents dels vertexs. Proveu que les rectes AA’, BB/, C C’ s6n concurrents o bé paral-
leles si, i només si, se satisfa que (A, B, C’)(B,C,A’)(C, A, B’)=—1.

Siles rectes AA’, BB/, C C’ sén concurrents en un punt O, direm que el triangle A’B’C’
és cevia de punt O respecte de ABC.

Sigui ABC un triangle del pla afi real. Siguin A’ € BC, B’ € AC,C’ € AB diferents de
A, B, C. Siles rectes AA’, BB/, CC’ s6n concurrents en O, aleshores demostreu que
(0,A,A)+(0,B,B)+(0,C,C")=1.

Siguin A, B, C vertexs d'un triangle i F € AB, E € AC, D € BC, diferents dels vértexs
del triangle, de manera que AD, BE, CF s6n concurrents. Siguin P el punt mitja de
AD, Q el punt mitja de BE i R el punt mitja de CF. Siguin L el punt mitja de BC, M
el punt mitja de AC i N el punt mitja de AB. Proveu que les rectes MQ, NR, LP s6n
concurrents o paralleles.

Sigui A; A, A3 un triangle del pla afi. Suposem que B; B, B; és un triangle cevia de punt
Arespecte de A; A, Az i que C; C,C; és un triangle cevia de punt B respecte de B; B, Bs.
Proveu que A; C;, A, C,, A3C; sén concurrents o paralleles.

Sigui ABC un triangle i siguin F € AB, E € AC, D € BC, de manera que DEF és un
triangle cevia respecte de ABC. Siguin F’ el punt mitja de DE, D’ el punt mitja de EF
i E’ el punt mitja de FD. Siguin C’ el punt mitja de AB, B’ el punt mitja de AC i A’ el
punt mitja de BC.

a) Proveu que les rectes AD’, BE’, CF’ sén concurrents o paralleles.

b) Proveu que les rectes A’D’, B’E’, C’F’ s6n concurrents.

(Teorema de Menelau) Sigui ABC un triangle del pla afi i siguin A’ € BC, B’ € AC,
C’ € AB punts diferents dels vertexs. Aleshores, els punts A’, B’, C’ estan alineats si,
inoméssi, (A, B, C’)(B,C,A’)(C,A B )=1.

. (Teorema de la divisi6 harmonica) Sigui ABC un triangle del pla afi i siguin A’ € BC,

B’ € AC, C’ € AB, diferents dels vertexs, de manera que les rectes AA’, BB’,CC’ sén



1.57.

1.59.

1.60.

1.61.

1.62.

concurrents. Si A’B’ talla AB en C”, aleshores (A, B, C’, C”) =—1. En aquest cas, diem
que A, B, C’, C” és una quaterna harmonica.

Siguin A, B, C vertexs d’un triangle de A? i A’ € BC,B’ € AC,C’ € AB diferents de
A, B, C. Utilitzeu el teorema de Menelau per provar que, si les rectes AA’, BB’, CC’ s6n
concurrents, aleshores (A, B, C’)(B, C,A’)(C, A, B’) =—1. Observeu que aquest enunciat
és una de les implicacions del teorema de Ceva.

. Sigui ABCD un quadrilater i siguin P € AB, Q € BC, R € CD, S € DA, diferents dels

vertexs, els punts de tall d’'una recta amb els quatre costats del quadrilater. Proveu que
(A, B,P)B,C,Q)C,D,R)D,AS)=1.

Sigui A; A, A3 un triangle del pla afi. Siguin B, € A, A3, B, € A} A3, B; € A} A, alineats. Si
M; és el punt mitjade A; i B;, perai=1,2,3, proveu que M;, M,, M; estan alineats.

Sigui ABC un triangle del pla afi i sigui A’B’C’ un triangle cevia respecte de ABC. Si-
guin A” el punt de tallde BC i B’C’, B” el puntde tallde AC i A’C’,i C” el punt de tall
de AB i A’B’. Proveu que A”, B”, C” estan alineats.

(Teorema de Pappus) Siguin r i s dues rectes del pla afi no paralleles i siguin A, B, C i
A’, B/, C’ ternes de punts sobre cada recta. Proveu que, si existeixen, aleshores els punts
AB’'NA’B,AC'NA’C, BC'N B’C estan alineats.

(Teorema de Pappus per a rectes paralleles) Siguin r i s dues rectes paralleles del pla
afiisiguin A, B, C i A’, B/, C’ ternes de punts sobre cada recta. Proveu que, si existeixen,
llavors els punts AB'N A’B,AC’NA’C, BC'N B’C estan alineats.

. Sigui ABCD un parallelogram. Sigui I un punt de la recta AB i J un punt de la recta

CD.Proveu que, siexisteixen M = AJNDIiN =BJNCI,aleshoreslarecta M N passa
pel centre del parallelogram.

. (Teorema de Pappus dual) Siguin r,s,tir’,s’,t’ ternes de rectes concurrents al pla afi

real. Suposem que existeixen els punts A=rns’, A =r'ns,B=rnt’, A =r'nt,
C=snt’,C"=s'Nnt.Aleshores, les rectes AA’, BB’, C C’ s6n concurrents o paralleles.

. (Teorema de Desargues) Siguin ABC i A’B’C’ dos triangles del pla afi. Suposem que

existeixen els punts P=ABNA’'B’,Q=ACNA’C’, R=BCnNB’C’. Aleshores, les rectes
AA’, BB/, C C’ s6n paralleles o concurrents si, i només si, P,Q, R estan alineats.

1.2. Afinitats

1.1.

Sigui f : A” — A" una afinitat amb endomorfisme associat f. Donada una varietat
lineal, L = a + F, decidiu si les implicacions segiients s6n certes o falses:

a) f(L)=L= f(F)=F.
b) f(F)=F= f(L)=L.
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1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.
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Sigui f una afinitat de A”. Proveu que f és una homoteécia o una translacio si, i només
si, transforma tota recta de A” en una recta parallela a ella.

Demostreu que la composicié de dues homotecies és una homotécia o una translacio.
Determineu, en cada cas, el centre i la raé de ’homotecia o el vector de translacio, en
funcio dels centresiles raons de les homotécies donades.

Sigui G el conjunt format per les translacions i les homotecies de 'espai afi real de
dimensi6 n.
a) Proveu que G és un grup amb la composicid.

b) Proveu que el conjunt T format per les translacions és un subgrup normal de G.
A quin grup és isomorf G/T?

¢) Es cert que el conjunt H format per les homotécies és un subgrup de G?

Sigui f una afinitat d'un espai afi real. Proveu que:
a) Si f? té algun punt fix, f també en té (indicacié: penseu en el punt mitja).

b) Si f" té algun punt fix, per a n € Z, n > 1, aleshores f també en té.

Proveu que la composicié de dues simetries centrals és una translacié. Més concreta-

ment, si s, i s, son, respectivament, les simetries centrals respecte dels punts p i g,
2 .z —

aleshores s, o s, és la translaci6 de vector 2pq.

Siguin py, p», p3, ps punts diferents d'un pla afi real dels quals no n’hi ha tres alineats. Per
al <i<4,siguis; lasimetria central respecte del punt p;. Demostreu que es verifica
sy08308,058) =1d si, i només si, els punts p;, p,, p3, ps SON els vertexs consecutius d'un
parallelogram.

Siguin py, po, p3, Ps, Ps, ps punts diferents d'un pla afi real, de manera que no n’hi ha tres
d’alineats. Per a 1 < i < 6, sigui s; la simetria central respecte del punt p;. Demostreu
que es verifica sgo s505,08308,05; = Id si, i només si, existeix un punt g tal que p; p, psq
i g p4psps sON parallelograms.

Fixat un sistema de referéncia de A?, sigui g : A> — A? I'aplicacio afi que transforma els
punts Q =(3,4), N =(2,5), M =(3,5) en g(Q)=(4,7), g(N)=(2,9), (M) =(4,9). Trobeu
les equacions de g.

. Considerem les rectes del pla afi real que, en un cert sistema de referéncia, tenen les

equacions segients:
n:x—2y+1=0, nrn:x=y, r:x—3y+4=0.

Trobeu 'equacié6 de les afinitats g tals que g(r;)=r1,,8(rn) =r13,8(13)=1.



1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

. Sigui f : AZ — AZ I'afinitat del pla donada per les equacions segiients:

X=x—y+1
yi=x+y+2.

a) Trobeu-ne els punts fixos i les rectes invariants.
b) Sigui r la recta d’equaci6 2x + 3y = 1. Calculeu les equacions de f(r)i f~(r).
¢) Trobeules equacions de la inversa de f.

. Calculeu els punts fixos i les rectes invariants de I'afinitat f que té per equacions:

x*=—3x+2y+2
y*=—2x+2y+1.

Feu el mateix pera f", on n > 2 és un enter qualsevol.

Calculeu, en funcié del parametre a, a # 0, les varietats lineals invariants de I'aplicaci6
aff segiient:

x*=ax—y—z+1
yi=y+2z+1

zt=—z.

Sigui f : A — AJ una afinitat que, en una certa refereéncia, té matriu M. Sigui H

I'hiperpla de Ag, que, en aquesta referéncia, té equacio a, x;, +---+a,x, + b =0.

a) Proveu que H és invariant per f si, i només si, (a,,...,a,, b) és un vector propi de
M (amb algun a; #0).

b) Apliqueu-ho a trobar els plans invariants per f, enl'exercici 1.13.

Fixada una referéncia deI'espai afi A3, considerem les afinitats f,, : A3 — A3 que trans-
formen el punt (1,0,0) en el punt (0, a, a) i que, restringides al pla x + y + z =0, donen
una simetria central de centre I'origen. Trobeu la matriu de f, en la referencia donada
i, en funci6 del parametre a, determineu:

a) Els punts fixos de I'afinitat f,.
b) Lesrectes invariants per f,.

¢) Els plans invariants per f,.

En A3, siguin w un plai p,q € A}, punts, amb g € i p ¢ 7. Sigui f # Id una afinitat
que deixa p fix i deixa invariants totes les rectes per g contingudes en 7.

a) Proveu que g és un punt fix per f.

b) Proveu que f|7 és una homotecia.

¢) Proveu que f ésuna simetria si, i només si, f|7 és una simetria central.

d) Trobeu els punts fixos per f.

e) Trobeu les rectes invariants per f.
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