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Capitol 1

QUE ES L'ALGORISMICA?

Un algorisme, en els seus termes més generals, és una seqiiéncia d’'instruccions no ambi-
giies per resoldre un problema en un temps finit.

Amb I'ajuda dels llenguatges de programacio, podem implementar algorismes compu-
tacionals que més tard podran ser interpretats per un ordinador. Com en qualsevol activitat
humana, aquests algorismes computacionals poden estar ben o mal escrits, i poden ser més
o menys eficients, en funcié de com es dissenyin. Per tant, donat un algorisme computacio-
nal que vol resoldre un problema, és interessant que ens formulem un seguit de pregun-
tes, concretament tres, sobre la natura de I'algorisme en relaci6 amb el problema que vol
resoldre: I'algorisme és correcte? Lalgorisme és eficient? L'algorisme és elegant?

Lalgorismica, com a disciplina, ens dona eines per respondre a aquestes preguntes de
manera formal i defineix de forma precisa com les hem d’entendre:

» L'algorisme és correcte si es pot demostrar formalment que resol el problema que
volem resoldre.

» L'algorisme és eficient si usa la minima quantitat de recursos computacionals (me-
moria, cicles de computacié) per resoldre el problema.

* L'algorisme és elegant si és simple i facil de llegir.*

Definicié. L'algorismica es pot definir de forma generica com el conjunt de coneixements
que ens ajuden a contestar les tres preguntes basiques respecte a un algorisme aplicat a
alguna classe de problema.

Aquest llibre no pretén abordar els continguts teorics d’aquesta materia, siné que és
un recull de problemes que ha de servir com a suport d'un curs introductori a I’algorismica.
Aixi doncs, ens limitarem a I’escenari on:

* Els problemes que proposem es poden resoldre amb variables de diferents tipus i
amb estructures de dades senzilles d'un llenguatge de programacio, com ara les llis-
tes, els diccionaris i els conjunts.

* Leficiencia dels algorismes es mesurara des del punt de vista dels cicles computa-
cionals (o passos) que necessiten per arribar a la solucid. Només en alguns casos
comentarem 'eficiencia des del punt de vista de la memoria necessaria per arribar a
la solucié. A fi i efecte d’especificar aquest aspecte, farem servir la notacié O(), ano-
menada gran O.

Amb relacié al'elegancia, és un concepte més dificil de definir i cal haver llegit i entes
molts algorismes per arribar a copsar-ne tots els aspectes. Aqui ens limitarem a donar un

1 Donald Knuth, un dels pares de I'algorismica, assumeix que els algorismes estan destinats a ser llegits per hu-
mans i només esporadicament a ser executats per ordinadors.
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seguit de consells per ajudar a escriure algorismes més elegants. Direm que un algorisme és
elegant si se segueixen les pautes segiients:

* El codi esta ben estructurat pel que fa a blocs i funcions.

* El codi és minimal: no hi sobra ni hi falta res.

* Els noms de les variables i funcions sén informatius i ajuden a entendre I'algorisme.
* El codi fa servir el tipus de variables i les col-leccions més adients al problema.

e Es facil comprovar la correccié del codi de forma manual, fent un seguiment mental
del flux només amb I'ajut de llapis i paper.

* El codi implementa solucions algorismiques generiques i les adapta al problema
que resolem, en lloc de fer servir funcions molt especifiques que dificulten la com-
prensio i la generalitzacio.

Els algorismes es poden escriure en pseudocodi o directament amb un llenguatge de
programacio. En el segon cas, el gran avantatge és que els podem executar i provar; I'incon-
venient és que hem d’aprendre el llenguatge. Aquest manual no assumeix practicament cap
coneixement de programacio. El codi que s’hi proporciona esta escrit en Python, un dels
llenguatges que esta més a prop del pseudocodi. Tots els programes d’exemple que s’hi in-
clouen estan degudament comentatsi explicats per entendre’n el funcionamentil’execucié6.

def hola():

mnnn

Aquesta funcid imprimeixr la frase
'Hola, Mén!' per pantalla.

nmnn

print("Hola, Mén!'")

1.1. Com sabem si un algorisme fa el que ha de fer?

La correcci6 de I'algorisme només es pot demostrar completament usant procediments de
raonament matematic, perd de manera alternativa, tot i que no és una demostraci6, podem
verificar-ne el funcionament per a alguns casos provant-lo amb entrades de resultat conegut
per comprovar que la sortida és I'esperada.

Per verificar el programa, farem servir assercions, instruccions que declaren un fet en
un programa. A Python, les assercions es fan amb la instrucci6 «assert» acompanyada d’u-
na expressio booleana (igualtat, desigualtat o comparaci6). La instrucci6 verifica si la con-
dici6 és certa. Si és aixi, el programa segueix endavant. En canvi, si la condici6 és falsa, el
programa s’atura i retorna un error.

Les assercions s6n molt ttils perque aturen el programa tan aviat com es produeix |'er-
ror i mostren en quin punt del programa s’ha produit, i aixi ens faciliten depurar el codi.
Vegem-ne un exemple.

Si executem el programa:

def prog(x):
return x + 1

assert prog(3) ==



com que hem indicat que el resultat esperat per al valor 3 és 4, i és correcte, la instruccié
«assert» s’executara i la condicio es verificara.
En canvi, si haguéssim indicat que el resultat esperat és 9, hauriem usat

assert prog(3) ==

i en no complir-se la condici6, la instrucci6 «assert» hauria generat un error, en que s’indi-
caria que el programa no fa el que volem.

1.2. Com sabem si un algorisme és eficient?

Un algorisme és eficient si utilitza el nombre minim de recursos (cicles de calcul i memoria
de l'ordinador) possible. Fer servir algorismes eficients sempre és adient i moltes vegades és
una necessitat, ateses les dimensions del problema.

En aquest llibre ens centrem sobretot en els cicles de calcul computacional dels algo-
rismes, o dit d'una altra manera, en la seva complexitat de calcul.

Cal tenir present que, a cada cicle de calcul computacional, I'ordinador pot dur a ter-
me una operaci6 simple entre dos valors (normalment de 64 bits): +, —, /, etc. Ara bé, si els
nombres per operar s6n més grans de 64 bits i no es poden operar directament amb el ma-
quinari de 'ordinador, el nombre de cicles necessaris augmentara i caldra calcular quin és.
Un dels objectius d’aquest llibre és aprendre a calcular aquest cost computacional.

1.3. Notacié gran O

Per definir la complexitat computacional d'un algorisme, fem servir la notacioé gran O, una
convenci6 que ens permet comparar facilment dos algorismes entre ells.

La dada més rellevant en el calcul de la complexitat és el nombre aproximat de passos
computacionals que fa I'algorisme en funcié de la mida de I'entrada.

Quan el nombre de passos que ha de fer 'algorisme no depén exclusivament de la mi-
da de I'entrada, sin6 que també hi influeixen altres factors lligats al problema, tindrem en
compte el que s’anomena el pitjor cas, és a dir, el nombre de passos que un algorisme pot
arribar a fer quan es troba en les pitjors condicions del problema. En general, en la notacid
gran O ens fixem en aquest cas.

Per simplificar I'expressio de la complexitat mitjancantla notacio gran O, farem esment
només de la complexitat més gran, obviant els termes més petits. Per exemple, si un algo-
risme, donada una entrada de mida N, fa 5N°3 + 4N + 3 passos computacionals, en notaci6
gran O direm que té un ordre de complexitat de O(N3), ja que és el terme més gran, i per
tant més rellevant, de tots els anteriors.

Per arribar a aquesta simplificaci6, només cal aplicar les regles segiients:

¢ Ometre les constants multiplicatives: 14N?2 passos és O(N?).

N“ domina sobre N? si a > b: N>+ N passos és O(N?).

Qualsevol exponencial domina sobre un polinomi: 3V + N° passos és O(3V).
p p p

Qualsevol polinomi domina sobre un logaritme: N +1og(N)? passos és O(N)i N2 +
Nlog(N)és O(N?).

e Unterme N! domina sobre qualsevol altre.
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Donat I'ordre O d’un algorisme, el podem agrupar en families de complexitat. A la tau-
la 1.1 hi veiem aquestes families, i a la figura 1.1 hi veiem el seu creixement en funcié de la
mida de l'entrada.

Taula 1.1. Taula amb les grans families d’algorismes segons la complexitat.

CONSTANT LoGARITMIC LINEAL SUPERLINEAL QUADRATIC CuBlc EXPONENCIAL FACTORIAL

o(1) O(log(n)) O(n) O(nlog(n))  0O(n? o3 0™ o(n!)
amb c>1

Figura 1.1. Grafic amb el creixement del cost de les funcions segons 'ordre de complexitat

Nombre d’operacions

Mida de I'’entrada

Si expressem el creixement del cost de les funcions amb valors concrets, el que tenim
és aixo:

N logN N? 2N N!

5 06 25 32 120

6 07 36 64 720

7 08 49 128 5.040

8 09 64 256 40.320

9 095 81 512 362.880
10 1 100 1.024 3.628.800

50 1,6 2.500 1,1258e+ 15 3,0414E+ 64

D’aquests nombres, en podem treure algunes conclusions:

* Qualsevol algorisme factorial, N!, és inttil des d'un punt de vista practic a partir de
N =20.

Els algorismes exponencials, " amb una a petita, son indtils a partir de N = 40.

Els algorismes quadratics, N2, comencen a ser costosos a partir de N =10.000 i a ser
inttils a partir de N = 1.000.000.

Els algorismes lineals, N, i els logaritmics, Nlog(N), poden arribar fins a N =
1.000.000.000.

Els algorismes sublineals, log(/V), sén titils per a qualsevol N.
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1.4. Calcul de la complexitat d’un algorisme

A continuaci6 exposem els conceptes necessaris per calcular la complexitat d'un algorisme
simple escrit en Python.

Complexitat d’una operacio simple

Les operacions simples a Python s6n:

¢ Operacions aritmetiques: «+, -, *, /, %, **».
* Operacions d’assignacio: «=, +=, -=, x=, /=, Y=, //=, **x=»
* Operacions de comparacio: «==, 1=, >, <, <=, >=p,

* Operacions logiques: «and, or, not».

* Assignacions de variables: «variable = 2».

En general, la complexitat d’aquests casos és d’ordre constant, O(1), ja que no depén
de lamida de 'entrada. Aquesta complexitat pot ser superior en alguns casos, com quan els
nombres de les operacions aritmetiques s6n molt grans.

Complexitat dels operadors de llistes

Llistes

Les llistes a Python s6n seqiiencies mutables d’objectes arbitraris. Les
llistes es manipulen amb diferents metodesis’accedeix als seus elements
amb els operadors de slicing.

Quan treballem amb llistes, algunes operacions aparentment simples poden adquirir
una complexitat ben diferent. Per exemple:

llista.append('a') # Complezitat 0(1)
llista.insert(2,'a') # Complezitat O(n)

En el primer cas estem afegint un nou element a I'tltima posici6 de la llista amb cost
constant 1. En canvi, en el segon, inserim un element a la segona posici6, que obliga a des-
placar la resta de posicions de la llista (n posicions).

A la documentacié de Python es poden trobar les complexitats de les operacions amb
llistes i estructures de dades més habituals.*

Complexitat d’un bloc condicional

Els blocs condicionals tenen un comportament diferent al de les operacions simples. Con-
siderem el codi de Python segiient:

2 https://wiki.python.org/moin/TimeComplexity

1
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if cond:
opl

elif:
op2

else:
op3

En no saber, a priori, quina de les tres operacions «opl, op2, op3» s’executara, hem
de considerar el pitjor cas possible. Per exemple, si la complexitat de «op1» és O(n), la com-
plexitat de «op2» és O(n?)ila complexitat de «op3» és O(log(n)), la complexitat del bloc con-
dicional sera O(n?), ja que és la maxima complexitat d’entre les tres possibles.

Complexitat d’un conjunt d’instruccions

Per calcular la complexitat d'un conjunt seqiiencial d’instruccions, hem de sumar-ne totes
les complexitats. Un cop sumades, ens hem de quedar amb els termes dominants seguint les
normes de la notaci6 gran O, com ja hem vist a 'apartat 1.3.

Considerem el codi segiient, amb indicaci6 de la complexitat de les instruccions:

def funcio():

opl # Complezitat 0(1)
op2 # Complezitat O(n)
op3 # Complexitat O(n)
op4 # Complexitat O0(n"2)
opb # Complezitat O(log n)
if cond:

op6 # Complezitat O(n)
else:

op7 # Complezitat 0(1)

Aixi, la complexitat del programa fins que executa «op5» sera d’'1+2n+ n?+log(n), que
sabem que és d’ordre O(n?), que és el terme dominant. Si ara hi afegim la complexitat del
bloc condicional (en que «op6» és O(n) i «op7» és O(1)), la complexitat total és de O(n?), és
a dir, es manté igual, ja que sabem que n? domina sobre 7 en la notacié gran O.

Complexitat dels blocs iteratius (bucles)

En el cas dels bucles iteratius (loops, en angles), primer cal calcular la complexitat de les
operacions dins el bucle, i després multiplicar aquest nombre pel nombre de vegades que
iterem.

for i in range(0, n):
opl

ATexemple, si la complexitat de «op1» és O(1), la complexitat del bloc és O(n), ja que
iterem n vegades sobre aquesta operacid. En canvi, si la complexitat de «op1» és O(log(n)),
la complexitat total del bloc iteratiu sera de O(nlog(n)).
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Complexitat dels blocs iteratius imbricats

Els bucles imbricats (nested loops, en anglés) s6n un cas especific de I'apartat anterior. Aqui
hi afegim un nivell més d’iteracié i, per tant, hem de calcular el nombre de vegades que es
repeteix cada bloc per arribar a la complexitat total.

Si, per exemple, tenim el codi segiient:

for i in range(l, n):
for j in range(1, n):
opl

la complexitat total sera n? multiplicada per la complexitat de la instrucci6 «op1». Suposant,
per exemple, que aquesta instruccié té complexitat O(n), la complexitat total d’aquest codi
serade O(n®).

1.1. Problema. Notacié gran O

1. Segons les indicacions donades anteriorment, calcula I’ordre de complexitat segons
la notaci6 gran O d’uns algorismes que fan els nombres d’operacions segiients:

* n+2n

* 3n?+logn
241

e n3+n?log(n)+n+5

2. Té sentit un algorisme de complexitat O(n!) per a n =50? Per que?

3. Calcula la complexitat total d’aquests codis d’exemple:

def codil():

opl # Complezitat 0(1)
op2 # Complezitat O(n)
for i in range(0, n):

op3 # Complezitat O(n)
if cond:

op4 # Complezitat O(n)
else:

opb # Complezitat O0(n"2)

def codi2():
for i in range(0,2*n):
for j in range(0, n*n):
opl # Complezitat O(n)

13
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Capitol 2

ALGORISMES BASICS | PYTHON

La millor manera de comencar a treballar en algorismica és familiaritzar-se amb la resoluci6
de problemes simples i concrets. En aquest primer capitol s’'introdueixen algorismes molt
senzills per treballar la gramatica i la sintaxi de Python, i també per comengar a practicar
I'art de calcular-ne la complexitat computacional.

2.1. Problema. Celsius a Fahrenheit

Donada una temperatura en graus Celsius, x, podem convertir-la facilment a graus Fahren-
heit, y, usant la férmula:

2 +32
=—Xx
¥ 5

1. Escriu una funcié convert_temp que converteixi els graus Celsius en graus Fahren-
heit. Fes servir aquesta plantilla per escriure el teu codi:

def convert_temp(temp_Celsius):
# El teu codi
return temp_Fahrenheit

2. Utilitzant la funcié anterior, escriu una nova funcié convert0a50 que calculi i im-
primeixi una llista de temperatures Celsius i dels seus equivalents Fahrenheit cada
5 graus, de 0 °C a 50 °C.

Fes servir aquesta plantilla per escriure el teu codi:

def convert0a50():
# El teu codi
return list_temp_Fahrenheit

print (convert0a50())

Reflexions previes. Fes aquestes reflexions abans de comencar a programar:

¢ La funci6 «convert0a50()» pot cridar la funcié «convertTemp» cada cop
que vulgui fer una conversié de temperatura.

* Quin tipus d’iteraci6 pots usar per crear els diferents valors de Celsius? Per
que?

* Quina col-leccio6 faras servir per guardar els valors de les temperatures Fah-
renheit? Com hi afegiras nous valors quan els calculis?

¢ Com pots validar el resultat de la funci6?

15
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2.2. Problema. Inversio econdmica

Dins de les matematiques financeres, I'interés compost és un concepte important fins i tot
per a les nostres finances personals.

Suposem que fem una inversi6 determinada amb |'objectiu que ens retorni uns interes-
sos durant un periode més o menys llarg de temps. El més normal és que aquest periode es
divideixi en una serie de subperiodes de longitud fixa (mesos o anys). En el cas de l'interes
compost, els interessos que es produeixen en cada subperiode es van sumant al capital ini-
cial al final de cada subperiode. D’aquesta manera es generen nous interessos. El capital va
creixent al final de cada subperiode, aixi que els interessos es calculen cada vegada sobre un
capital més gran.

1. La funcié «futval» calcula els diners que tindrem en un compte del banc al cap de
10 anys en funci6 de la inversi6 inicial (en euros) i de I'interes que ens dona el banc
(en %) suposant un subperiode anual:

def futval(inversio, interes):
principal = inversio
for i in range(10):
principal = principal * (1 + interes)
return principal

# Invertim 100 euros al 10}

futval (100, 0.1)

>>> 259.37424601000026

# Al cap de 10 anys disposem de 259 euros © escaig

Escriu, a partir d’aquesta funci, una segona funcié amb alguns canvis. En aquest
cas, el banc cobrara una comissié d'un percentatge de I'import final. El programa
ha de rebre la inversi6 inicial, I'interes, el nombre d’anys i també la comissi6 del
banc (per exemple, sila comissi6 és del 3%, haurem d’entrar un 0.03).

Fes servir aquesta plantilla per escriure el teu codi:

def futval2(inicial, anys, interesPerCent,
— comissioPerCent):

# El teu codt
return diners

Reflexions previes. Fes aquestes reflexions abans de comencar a programar:

* Quin calcul hem d’aplicar? Prova’l amb alguns valors basics manualment.
* Explica els passos que fa l’algorisme en el cas de
«futval2(100,10,0.8,0.03)».

Banc de proves. Defineix diversos exemples per comprovar la teva solucio6.
Observa que, com que en aquest cas la funcié retorna un valor real, no podem
usar I'operador «==», siné que farem el test per aproximacio:

assert abs(futval2(100,10,0.8,0.3) - 24993.270) < 0.1
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No s’ha de fer mai un test del tipus «(a == 2.3)», perque la representa-
ci6 dels nombres decimals ens pot jugar alguna mala passada. Sempre hem
de convertir aquesta comparacié en un calcul aproximat amb la precisié que
desitgem: «(a - 2.3 < 0.00001)».

2.3. Problema. Condicionals

1. Prou cerveses. Quan uns estudiants organitzen una festa els agrada beure cerveses.
Perque una festa tingui exit cal que hi hagi entre 50 i 100 cerveses, excepte durant el
cap de setmana, en qué no hi ha un limit superior de cerveses.

Escriu una funcié que, donats un nombre de cerveses i un boolea que indiqui si és
cap de setmana o no, retorni una cadena de caracters que expliquin si la festa sera
un éxit o no. Proposa uns valors donats a la funcié que provoquin un eéxit de festa
entre setmana i un éxit de festa el cap de setmana.

Fes servir aquesta plantilla per escriure el teu codi:

def prouCerveses(nre_cerveses, es_cap_de_setmana):
# El teu cod?

Reflexions previes. Fes aquestes reflexions abans de comencar a programar:

* Detalla les condicions que fan que una festa sigui un exit i les que fan que
una festa sigui un fracas.

* Explica els passos que fa I'algorisme per a «prou_cerveses (75, False)».

* Pensa en les diferents combinacions que es poden donar i comprova que el
teu codi les tingui en compte totes.

Banc de proves. Defineix diversos exemples per comprovar la teva solucio.
Entre d’altres, executa les comprovacions segiients:

assert prouCerveses(75, False) == 'Exit'
assert prouCerveses(125, False) == 'Fracdas'
assert prouCerveses(125, True) == 'Exit'

2. Qualificacions. Escriu una funcié que, donat un nombre amb la qualificacié nume-
rica d'un examen, proporcioni la qualificacié qualitativa corresponent al nombre
donat:

* Suspes: nota menor que 5.

* Aprovat: nota igual o més gran que 5 i menor que 7.

* Notable: nota igual o més gran que 7 i menor que 9.

* Excel-lent: nota igual o més gran que 9 i menor que 10.

* Matricula d’honor: nota igual a 10.
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Fes servir aquesta plantilla per escriure el teu codi:

def nota(nre):
# El teu codi
return qualificacio

Reflexions previes. Fes aquestes reflexions abans de comencar a programar:

* Quines comparacions has de fer per saber si una nota és un suspes?

* Sijasaps que unanotano €s un suspes, quines comparacions has de fer per
saber si és un aprovat?

* Sijasaps que unanota no és un suspes ni un aprovat, quines comparacions
has de fer per saber si és un notable?

* Explica els passos que fa I’algorisme per a «nota(9.3)».

* Si encara no ho has fet, se t'‘acudeix reformular I'algorisme usant una
col-lecci6? Quina? Pensa que potser has de fer alguna petita manipulaci6
de la nota que et donen.

Banc de proves. Defineix diversos exemples per comprovar la teva solucio6.
Entre d’altres, executa les comprovacions segiients:

assert nota(8.9) == 'Notable'

2.4. Problema. Pendent d’una recta
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1. Considera dos punts en un pla segons les seves coordenades (x;, ;) i (X2, }»). Escriu

una funcié que calculi el pendent de la recta per a aquests dos punts. Pots calcular
el pendent facilment usant I’expressio:
Yo—=h

m=——
Xo— X1

Fes servir aquesta plantilla per escriure el teu codi:

def pendent(x1l,yl,x2,y2):
# El teu codi
return m

Reflexions previes. Fes aquestes reflexions abans de comencar a programar:

* Hi ha alguna combinaci6 dels valors dels parametres que podria provocar
un error d’execuci6? Afegeix algun mecanisme de control perque el progra-
ma no retorni un error en cap cas i decideix que es retornara en els casos
problematics.

* Explica els passos que fa l'algorisme quan executem la instruccio
«pendent (1, 3, 1, 5)».





