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INTRODUCCIO

L'assignatura de Fisica Estadistica és una assignatura troncal de la majoria de graus de Fisi-
ca en 'ambit de I'espai europeu d’educaci6 superior. Es tracta d’'una disciplina fonamental
per entendre el comportament de sistemes de moltes particules, amb implicacions evidents
en diversos aspectes de fisica fonamental, pero també en molts aspectes de fisica aplicada,
fisica de l'estat solid, astrofisica, etc., i que a la vegada constitueix I’estructura fonamental
de molts problemes de gran interes actual en diverses arees que no tenen res a veure amb la
fisica, com la neurociéncia, I’ecologia, la sociologia i I'estudi dels sistemes complexos.

En el cas del grau de Fisica de la Universitat de Barcelona, I’assignatura compren un
total de 6 credits del sistema europeu de transferencia de credits (European Credit Transfer
and Accumulation System, ECTS), dels quals 4,5 sén teorics i 1,5 s6n credits de problemes.
Lobjectiu de I'assignatura és iniciar I'’estudiant en el tractament dels models microscopics
constituits per un gran nombre de particules sense interacci6 i en equilibri, de manera que
se’n puguin justificar les propietats termodinamiques. Es, per tant, molt important, abans
d’afrontar I'estudi d’aquesta materia, haver assolit un bon coneixement de la termodina-
mica. La disciplina engloba el tractament tant dels sistemes de particules de la mecanica
classica com els de la mecanica quantica.

La collecci6 de problemes és extensa i s’ha fet un esforc per detallar-ne la resoluci6
de manera que cada un d’ells sigui autoconsistent. Aixd comporta la repeticié d’alguns ar-
guments en diferents problemes. El text inclou també al comen¢ament de cada tema uns
formularis que recullen els conceptes i les equacions basics per resoldre els problemes. No
es pretén que siguin un resum de la teoria, siné simplement una eina de treball per resol-
dre els problemes. També s’ha fet un esfor¢ per homogeneitzar la nomenclatura en tots els
problemes. L'ordenacié dels problemes en capitols intenta seguir el que s’ha anat fent du-
rant els darrers cursos en el grau de Fisica. Des de I'inici de la colleccié de problemes ja es
barregen els exemples de particules que segueixen les lleis de la mecanica classica i de la
quantica, encara que un veritable tractament dels sistemes de particules quantiques que
tingui en compte les propietats de simetria de les funcions d’ona no es du a terme fins al
capitol 5 d’aquest llibre. El tema 6, que engloba I'estudi dels gasos amb graus de llibertat
internsiles vibracions dels solids, podria haver-se incorporat perfectament dins del tema 3.
D’altra banda, la separacio entre els temes 5, 7 i 8 és també forga arbitraria.

Basicament, la llista de problemes correspon a la colleccié de problemes de I'assigna-
tura que es treballa en el grau i que ha anat evolucionant al llarg de molts anys. Alguns enun-
ciats provenen de llibres de text classics o d’altres fonts d’aquesta disciplina, i han estat tra-
duits, modificats i adaptats al nivell d’aquest curs introductori. D’altres han estat dissenyats
per professors de I'assignatura, sobretot com a problemes i qiiestions en les proves d’ava-
luacié. Al final del llibre hi hem incorporat un apartat de bibliografia, que inclou algunes
d’aquestes fonts en les quals és possible trobar alguns dels problemes proposats, per tal que
els alumnes puguin contrastar i complementar la informacié continguda en aquest recull.

Amb anterioritat a 'any 2009, la impartici6 d’aquesta assignatura a les aules era res-
ponsabilitat dels antics departaments de Fisica Fonamental i d’Estructura i Constituents de
la Materia, entre els quals s’alternaven o es compartien les diferents activitats docents d’a-
quest curs. Amb la creacié del Departament de Fisica de la Matéria Condensada, 1'assigna—
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tura ha passat a ser responsabilitat iinica d’aquest nou departament, fet que n’ha facilitat la
coordinaci6 de continguts i materials. Cal tenir present que solen cursar-la anualment entre
dos-cents i dos-cents cinquanta alumnes i que, per tant, 'activitat docent implica un nom-
bre elevat de professors; habitualment, sis o vuit docents cada curs. Per aquesta ra6 i sense
remuntar-nos gaires anys enrere, a banda de la contribuci6 dels autors del llibre caldria des-
tacar i agrair les contribucions (per ordre alfabetic) de Marian Bogufia, Jaume Casademunt,
Teresa Castan, Albert Diaz-Guilera, Aurora Herndndez, Juan Luis Gémez, Lluis Mafiosa, Jordi
Ortin, Conrad Pérez, Enric Pérez, Antoni Planes, Felix Ritort, Miguel Rubi, José Maria Sancho,
Pere Seglar i Pietro Tierno, entre d’altres.

També ens agradaria esmentar i agrair la collaboracié d’alguns alumnes del grup M1 de
la primavera del curs 2019-2020, afectat pel confinament de la COVID-19, que han contribuit
a corregir-ne errades: Sergio Benitez, Judit Donada, Guillem Gdiell, Paula Navarro, Jaume
Rius i Linda Toribio.



Capitol 1

REPAS DE PROBABILITATS | ALTRES
ASPECTES MATEMATICS

Formulari

Férmula de Stirling:
N N
N!'=+2 N(;) , InN!=NInN—N+0O(InN).

Coeficients binomials:

(n)_ n!
k] kln—k)

Funci6é gamma:

F(t)zf x e *dx.
0

1 _(2n)!
)_ 4np!

I(n)=(n-1), F(%)z v, F(E—i—n

Algunes integrals gaussianes:

(o]
f exp—(ax’+bx+c)dx= \/gexp(bz—4ac)/4a,

—00

oo
f x™exp(—ax?)dx=——.
0

1.1. Distribucié de velocitats de Maxwell. Suposeu que la velocitat de les molecules d'un

gas segueix la distribucié de Maxwell:
p(P) AT =Ae P /D g3, amb pf=—.

(a) Calculeu la densitat de probabilitat de la component v, .
(b) Trobeu el valor esperat i el valor més probable de v,.

(¢) Calculeu la densitat de probabilitat de v (modul de 7).
(d) Trobeu el valor esperat i el valor més probable de v.

(e) Calculeu la densitat de probabilitat del moment lineal.

(f) Calculeu la densitat de probabilitat de 'energia cinética de les particules.
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Solucié

En aquest problema es repassen les densitats de probabilitat multivariades i com es fa
un canvi de variables en una densitat de probabilitat. Es pren l'exemple de 'anomenada
distribucio de velocitats de Maxwell.

Malgrat que sovint s’‘abusa del llenguatge, és millor utilitzar una nomenclatura que no
confongui probabilitats amb densitats de probabilitat, que identifiqui sempre correcta-
ment els diferencials que acompanyen les densitats i que, a banda, distingeixi el nom de
la variable aleatoria (v.a.) dels valors que pren. Per tant, és millor reescriure

dP=py(P)di=Ae PP gy,

onentenemque dvV=dv,dv,dv,.

(a) Elprimer que cal fer és demanar que la densitat estigui correctament normalitzada.
Fixem-nos que és una densitat de probabilitat conjunta de tres v.a. que son les tres
components cartesianes del vector velocitat 7 = (v, v}, v;). Aquestes tres compo-
nents poden prendre valors en R. Per tant, la normalitzaci6 és

o0 o0 o0
J dvxf dvyf dv, p(7)=1.
—00 —00 —00

La constant A vindra donada per

oo oo oo 2.2, 2
1 —ﬁ m(”x“’y“’z)
A= dv, dv, dv,e 2 .
—0Q0 —00 —00

Noteu que aquesta integral factoritza en tres integrals iguals, de tipus gaussia

*© w2 |3
A_lz(f dv,-e‘ﬁz') )
—00

Fent el canvi de variables u = v/ 3m/2 v;, es troba

AT =N%)3 = A:(ﬁz—:)g .

Per tant, la densitat normalitzada correctament és

3
dP=p(V)dv= (ﬂ—m) e P2 gy,

Aquesta expressio correspon a una densitat de probabilitat conjunta de tres varia-
bles que son les tres components cartesianes de la velocitat d'una molecula.

La densitat de probabilitat de qualsevol de les components cartesianes es determi-
na facilment notant que la densitat conjunta factoritza en tres termes simetrics.

dp:pﬁ(l_})di}:pvx(yx)pvy(vy)pvz(vz)dUxdl/ydvz-



(b)

(c)

Per tant,

ﬁm _ IVLI/)%
pvx(yx)dvx: \ %e P avy.

Les tres components de la velocitat son variables aleatories independents i tenen
una densitat de probabilitat idéntica, cosa que, per altra banda, és esperable, atesa
la isotropia de 'espai.

El valor esperati el maxim d’aquesta densitat es troben immediatament si ens ado-
nem que és gaussiana, centrada a v, = 0. Per tant,

(v,)=0, U;nax:o_

Per altra banda, encara que no es demani, és també convenient trobar el segon mo-
ment,

1 kT
<Vf>—/5—m

m .

Per determinar la densitat de probabilitat de v = |J| = ,/ vZ+ v; + v2, cal fer un
canvi de variables a la densitat original,

V§+VZZ)

3
2 n(v)%-%-
szpg(ﬁ)dvxdvydvzz(ﬁz—:L) e P dv.dv,dv,.

El canvi no és més que un canvi de coordenades cartesianes a coordenades esferi-
ques, tal com s’indica a la figura 1.1:

v, =vsinfcosg,
vy, = vsinfsing),

v,=vcosf,

onve(0,00),0¢€(0,m)i¢p<(0,2m).

Figura 1.1. Coordenades esferiques.

1
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d(vevyvy)

El determinant de la matriu jacobiana de la transformaci6 ’W és v?sind.

Aquesta expressio ens dona el nou element de volum,

3 3
m 2 m(u%+|/2+u22) m 2 m(v?
(/J;—) e P dvxdvydvzz(ﬂz—) e P (2)vzsin9dvd9d¢.
Vs v

Noteu que en les noves coordenades esferiques la densitat de probabilitat també
factoritza en producte de tres densitats:

AP =p,04(v,0,0)dvd0d ¢ =p,(1)dvpy(0)d0py(9)de .

Tenint en compte que

2n
f dg =2m,
0

J sinfdf =2,
0

és facil determinar les tres densitats de probabilitat p,,, pg, py, normalitzades cor-
rectament:

(1.1)

1
Py(Pldp=c—d¢p, 0<¢<2m,

1
pg(H)d9=§sin9d9, 0<f0<m,

3
m E ,ﬂl/z 2 § ,ﬂl/z
PU(U)dU=47T(/52—) e P vidv=\=(Bm)* e P> v’dv, 0<v<oo.
n n

Per tant, les tres coordenades esferiques també son v.a. independents, igual que les
tres coordenades cartesianes. Cal fixar-se que la densitat de probabilitat del mo-
dul v no és gaussiana. El seu comportament es mostra a la figura 1.2.

0.6
I
|
04 - :
= I
— |
<Y6) |
0.2 :
I
|

O T L T T 1 1 1

0 1 /2 2 3 4 5 6

14

[ksT
m

Figura 1.2. Densitat de probabilitat del modul de la velocitat, v, representat en termes
4

[kgT
m

de la variable adimensional




(d)

(e)

Aquest mateix apartat (i, en general, les transformacions de v.a.) es podria haver re-
solt calculant primer la funcié de distribucié acumulada de v = |7/, que es defineix

com
E,(x)=P(v<x)= fff dvydv,dv, ps(D),

1}X2+uy2+u§<x2
i després derivar per obtenir
(x) dF,(x)
X)=—7"
Py dx

El valor esperat (v) el calcularem fent

(v)=f v@(ﬂm)%e_ﬂ#vzdv=ﬁ(ﬁm)'f Ve P dy=
0 T T 0

A2 T [ 8
—ﬂ(ﬂm) Z(ﬁm)¥_ pm’

[

idoncs,

\| 8ksT kT
(v)= B~ ~1.595769\ ——.
mm m

Aquestaintegral es pot fer per parts. Aqui hem fet servir la férmula general segiient,

iles propietats de la funcié T' (vegeu el formulari).

El valor més probable de v el podem determinar fent

dap,(v)

dv

_ﬁm(Vmax)2

=0 = ¢ ? (20max—BmM(Una)’)=0.

Umax

La soluci6 que correspon al maxim és

2 kg T
U = \| — ~1.414214\| =2~ .
mpf m

La densitat de probabilitat del moment lineal, p, és facilment determinable a partir
de la densitat p 3, fent el canvi de variables:

p=mv,dp=mdv,

dpxdpydpzzmgdvxdvydvz.

13
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Per tant,

ps(@dv,dv,dv,=
3 3
ﬂm 2 _ VIl(U12C+V}2,+U22) ﬂm 2 _ p_§+f)§+p22 1
(? e B 2 dl/xdl/y dl/z: ? e B %dpxdpydpzr

2mm

3
. B\ e
p,a(p)dpxdpydpf(—) e dp.dp,dp,.

(f) Per trobar la densitat de probabilitat de 'energia cinetica podem partir de la densi-
tat p,(v)ifer el canvi de variables

1
K:§mvz, dK=mvdv,

2 3 m? Al 2 3 (| 2K
= =\|Z= 2, B 2,0 = I ,—pK -1
arP=p,(v)dv (/J’m) e vedv (ﬁm) e m dK.

Per tant,

dp =pK(K)dK=2@(/5)§ e PKAK .

En aquest cas també podriem determinar
Kpax=kgT/2,
1 1 3
K)y=(-mv*)=-m(v*)=ksT.
() =(5mo? )= 3mtw) = ks

Aquest resultat correspon, de fet, al teorema d’equipartici6 de I’energia.

1.2. Particules i caixes. Volem posar aleatoriament 7 particules en N > n caixes. Calculeu

14

la probabilitat que hi hagi una particula, com a molt, en cada caixa. Considereu els tres
casos seglients:

(a) Les particules s6n distingibles i no hi ha cap restriccié en el nombre de particules
que pot haver-hi en una mateixa caixa (estadistica classica).

(b) Les particules s6n identiques (no es poden distingir) i no hi ha cap restriccio en el
nombre de particules que pot haver-hi en una mateixa caixa (estadistica de Bose-
Einstein).

(c) Les particules sén identiques (no es poden distingir) i cada caixa no pot contenir
més d'una particula (estadistica de Fermi-Dirac).

Solucié

Aquest és un problema de repas de combinatoria. Des d’'un punt de vista fisic, podem
pensar que les caixes son els estats (monoparticulars) que pot ocupar cada particula. Les
diferents restriccions que s’‘analitzen en els tres casos corresponen al cas (a) de particules



distingibles (podeu imaginar que cadascuna porta una lletra: A, B, C...), (b) de parti-
cules indistingibles bosoniques i (c) de particules indistingibles fermioniques (que tenen
una restriccié que impedeix la possibilitat que dues particules identiques estiguin en el
mateix estat).

(a) En els tres casos, per determinar la probabilitat, ens cal determinar primer el nom-
bre de casos possibles i després el nombre de casos favorables, en els quals cap caixa
té més d’'una particula.

El nombre de casos possibles es calcula comptant de quantes maneres podem po-
sar n particules en N caixes. Per a cada particula podem escollir a quina de les N
caixes la posem. Per a la primera particula tenim NV opcions, per a la segona N op-
cions, etc. Per tant, les opcions totals sén

Cpossibles:NXNxNx...XN:Nn.

També podeu arribar a la mateixa conclusié amb un raonament en el marc de la
combinatoria: deles N caixes, hem d’escollir un subconjunt de n per posar-hiles n
particules, tenint en compte que s’hi val escollir una mateixa caixa diverses vegades.
Per tant, es tracta de comptar variacions amb repeticié de N elements agafats en
grups de n.

_ n o_ arn
Cpossibles —VRN =N".

Per determinar el nombre de casos favorables, de totes aquestes opcions cal comp-
tar en quantes només hi ha una particula per caixa. Per fer aquest recompte només
cal pensar que quan posem una particula en una caixa, tanquem la caixa i jano la
podem considerar més per posar-hi les particules segiients. Per tant, per a la pri-
mera particula tenim N opcions, per a la segona N —1 opcions, etc.

Ctavorables =N X (N —1)x (N —=2)---(N—n+1)= L .
(N—n)!
Fixeu-vos que I'tltim terme correspon al nombre de caixes que ens queden quan
ja hem collocat n — 1 particules i hem de decidir on colloquem l'tltima. Aquest
segon recompte també el podem entendre en el marc de la combinatoria pensant
que hem d’escollir 7 caixes d'un conjunt de N possibles sense repetir-ne cap. Es a
dir,

N!

Ctavorables = VK{ = m .

Per tant, ara ja podem avaluar la probabilitat que no hi hagi cap caixa amb més
d’una particula:

Pujsssica = Cravorables _ N!
classica — = .
Cpossibles N7(N—n)!

15
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(b)

Aquest tipus de recompte que suposa que les particules son distingibles s’anomena
estadistica classica.

Ara cal refer els calculs anteriors, pero considerant que les particules s6n indistin-
gibles. Evidentment, el nombre de casos possibles (i de casos favorables) ha de ser
molt menor, perque molts dels N” casos que hem determinat en I'apartat ante-
rior esdevenen equivalents quan les particules s6n indistingibles. Una manera de
comptar els casos possibles és pensar que hem d’ordenar una seqiiéncia de n par-
ticules (O) identiquesi N —1 parets (|) que les separen en N caixes. Esquematica-
ment seria

OOI0I10001--O00

Noteu que dues parets seguides signifiquen una caixa buida. Volem comptar de
quantes maneres podem fer aquesta distribuci6. Tenim en total n+ N —1 elements
(paretsiboles), dels quals 7 son d'un tipusi N —1 s6n d’'un altre. El nombre possible
d’ordenacions sera una permutaci6 de n+ N —1 elements, en que n sén d'un tipus
i N —1s6n d'un altre:

(n+N-—1)!
Cpossibles = TN—1)

En combinatoria, aquest nombre s’anomena combinacié amb repeticié de N ele-
ments agafats en grups de n.

om _[(n+N-1\ (n+N-1) (n+N-1)
Cpossibles_CRN_( N—1 |~ n - n(N—-1) °

Els paréntesis corresponen als anomenats coeficients binomials.

El recompte de casos favorables cal també corregir-lo perqué les particules s6n
indistingibles. Abans hem calculat Ceyorap1es = N!/(IV — 1)! Considerem un exemple
per entendre com hem de corregir aquest calcul. Suposem cinc caixes (1,2,3,4,5) i
tres particules (A, B, C) i pensem en un dels estats en que com a maxim hi ha una
particula per caixa. Per exemple, una particula a la caixa 1, una altra a la caixa 3 i
una altra a la caixa 4. Amb particules distingibles, aixo ho podem fer de diverses
maneres, com indiquem a la taula:

N|O|@™|@|>|>]+-
T(>|O|>(O]|wm|w
>|lm|lm|NO|wm|D]s

En total ho podem fer de 3! = 6 maneres diferents. Evidentment, tots aquests estats
seran el mateix quan les particules siguin indistingibles. Si tenim 7 particules, quan
fem el calcul classic estem comptant n! vegades cada estat. Cal, doncs, dividir per
n! per corregir el calcul que hem fet amb particules distingibles. Per tant,



N!

Chavorables = =

En combinatoria, aquest nombre és el nombre de combinacions de N elements
agafats en grups de n sense repeticio:

n N N!
Cravorables = CN = n = m .

I aixi, doncs, la probabilitat sera

b _ T __ NIN-1)
BE = "p(N-1) — _ 1
(Z+N—1)1 (N=n)(n+N-—1)

Aquest tipus d’estadistica s’anomena estadistica de Bose-Einstein (B-E) i les parti-
cules idéntiques que segueixen aquesta estadistica s’Tanomenen bosons.

(c) Enaquest dltim cas, és facil adonar-se que el nombre de casos favorables és el ma-
teix que en el recompte anterior perd amb particules fermioniques,

N!

Chavorables = =

El que passa és que ara el nombre de casos possibles és igual al nombre de casos
favorables, ja que els estats amb més d'una particula per caixa no estan permesos
per les regles d’aquesta estadistica, que s’Tanomena estadistica de Fermi-Dirac. Per
tant,

Cravorabl
PFD — avorables — 1 .

Cpossibles

Es interessant adonar-se que
1= Prp > Puassica > PsE -

La primera desigualtat és trivial. La segona es pot verificar comprovant que

(N+n—1)

N" <
(N—1)!

)

ja que
NN--NN<(N+n—1)N+n—2)(N+n—3)---(N+1)N.
(Noteu que hi ha n termes als dos costats de la desigualtat i que tots els termes de la

dreta sén iguals o superiors als de 'esquerra.)

La conclusi6 fisica del problema és que les particules que segueixen I’estadistica B-E
tenen, de manera efectiva, una atracci6 que tendeix a fer-les agrupar en els mateixos ni-
vells energetics, quan les comparem amb les particules classiques. (La probabilitat que
cap caixa tingui dues particules és menor per a bosons que per a particules classiques).
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