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Capitol 1

INTRODUCCIO

L'estadistica és possiblement una de les arees de la matematica més utilit-
zades des de la segona meitat del segle XX. Les seves aplicacions s6én molt
diverses i en camps de gran actualitat com les finances, 'enginyeria, la bio-
logia o la medicina. Per tant, 'estadistica ha esdevingut una de les arees
més rellevants de la matematica i una part fonamental del seu estudi, com
també d’altres arees com ara la informatica o les enginyeries superiors.

Lobjectiu d’aquest llibre és augmentar |’escassa oferta que hi ha dins
el mén editorial en el camp de I'estadistica matematica pel que fa a la part
practica de fer problemes. Els estudiants universitaris que cursen assigna-
tures que tracten I'estadistica a un nivell elemental poden trobar facilment
un bon grapat de llibres per consultar, tant tedrics com practics. En canvi,
quan una assignatura no té aquest caracter tan basic, 'estudiant no dispo-
sa d’aquesta oferta: malgrat que pot trobar forca llibres de consulta teorics,
hi ha una manca bastant gran de referencies dedicades a la resoluci6 de
problemes. El llibre que teniu a les mans vol ajudar a solucionar aquesta
mancanca.

Aquest és, per tant, un llibre de problemes resolts d’estadistica desti-
nat a estudiants d'un primer cicle dels graus de matematiques, estadistica
0 enginyeria.

El llibre tracta els temes fonamentals de I’estadistica classica, com ara
els models estadistics, la infereéncia estadistica i el model lineal. Cadascun
d’aquests capitols consta de tres parts ben diferenciades. A la primera, per
tal d’ajudar a comprendre els problemes i facilitar la feina dels lectors, hem
inclos un resum dels aspectes teorics més destacats associats al tema, ob-
viant les demostracions dels resultats enunciats. Si el lector esta interessat
en un estudi més exhaustiu d’aquests aspectes teorics o en la demostra-
ci6 dels resultats presentats, li recomanem la consulta d’algun dels llibres
citats a la bibliografia. Aquesta part teorica esta extreta, en gran part, del
llibre escrit per dos dels autors d’ Un primer curs d’estadistica [3]. A la se-
gona part del capitol es plantegen entre vint-i-cinci trenta-cinc problemes
i se'n dona la resolucié detallada, fent tots els passos per comprendre’ls.
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Finalment, en I'tltima secci6 es proposen els enunciats de deu a vint pro-
blemes i després es donen unes indicacions per solucionar-los.

Voldriem destacar la diferéncia entre els problemes resolts i els indi-
cats. Lexplicaci6 dels problemes resolts esta pensada per ensenyar com
s’han d’aplicar les diverses tecniques del calcul de probabilitats, intentant
presentar el raonament abstracte i 1ogic que és necessari per resoldre qual-
sevol problema matematic. Estarem particularment contents, a més, si el
lector hi troba també el plus d’intuici6é o imaginacié que cal per posar-se
davant d’'un problema matematic i que hem intentat reflectir a la nostra
presentaci6. Els problemes indicats estan menys desenvolupats i es pro-
posen més aviat com un complement per tal que I'alumne pugui practicar
i comprovar el seu nivell.

Principalment, els problemes presentats en aquest llibre provenen del
nombroés material docent (problemes de classe i d’examens) corresponent
al’assignatura d’Estadistica del grau o la llicenciatura de Matematiques de
la UB, acumulat durant anys i al llarg de diferents plans d’estudis pels au-
tors en I'exercici de la seva activitat docent. Per tant, encara que, com hem
comentat abans, aquest llibre pot ser un bon material d’estudi per a alum-
nes de diferents graus, té un nivell totalment adequat per als alumnes de
I'assignatura obligatoria Estadistica del grau de Matematiques.

Esperem, per tant, que aquest llibre sigui d’utilitat al lector i que I'ajudi
en la comprensi6 de I'estadistica.



Capitol 2

MODELS ESTADISTICS

2.1. Resum teoric

Donat un experiment aleatori, el conjunt al qual pertanyen les observa-
cions 'anomenarem espai de les observacionsi el denotarem per 2. Aquest
conjunt 2 tindra associada una familia .4 de subconjunts de 2 amb estruc-
tura de o-algebra. Cada observaci6 x = (xy,..., x,) 'entendrem com una
realitzacié d’'una variable aleatoria

X=0X,...,X,):—0Q,

amb llei desconeguda pero pertanyent a una certa familia de probabilitats.

2.1.1. Models estadistics

Definici6 2.1.1. Un model estadistic és una terna (2, A, P), en que (€2, A) és
un espai mesurable i P és una familia de probabilitats en (2, A).

Definicié 2.1.2. Un model estadistic (2,.4,P) s’anomenara parametric si
podem escriure la familia de probabilitats com P = {Py,0 € B}, on © és
un subconjunt de RY amb d > 1. El conjunt © 'anomenem espai de para-
metres.

El concepte de funcié de versemblanca fou introduit per Fisher i, encara
que es pot presentar de forma molt general, aqui donarem només la defi-
nici6 per als dos casos més usuals.

Definicié 2.1.3. Anomenarem funcio de versemblanga 'aplicacié L : Q x
0 — R,, definida diferenciant els dos casos segiients:
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* En el cas que Py sigui una llei discreta
L(x;0)=Py({x}).
* En el cas que Py sigui una llei absolutament continua amb densitat fy

L(x;8) = fy(x).

Per a mostres aleatories simples de mida n, és a dir, amb variables aleatories
Xi,..., X, independents i identicament distribuides, per a tot x = (xy,...,
Xx,) €, la funcié de versemblanca és:

n

Py({x;}), en el cas discret,
L(x;0)= 1:1
l_[ fo(xi), en el cas absolutament continu.
i=1

Definici6 2.1.4. Un model estadistic parametric (2, A, {Py, 6 € O}) és expo-
nencial si existeixen funcions reals mesurables ¥, ®,,...,®,: Q— Ri fun-
cions reals D, C,...,C, : ®© — R, tals que podem expressar la funci6 de
versemblanca de la manera segiient:

L(x;0)=exp {Z Cr(0)®,(x)+ D(9)+\Il(x)},

k=1

o de manera equivalent:
L(x;e)=D(0)®(x)exp{Z ck(eybk(x)},
k=1

pera D(0),%(x)> 0. Els C,(0) s’anomenen parametres naturals del model.

2.1.2. Estadistics

Definici6 2.1.5. Anomenarem estadistic tota aplicacié mesurable
T: (Qr A) I (Rm) B(Rm))r

on m > 1 és un enter.
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Un estadistic és una transformacié de les observacions. Aleshores, intuiti-
vament, un estadistic sera suficient si la coneixenca de la mostra no aporta
cap informaci6 addicional sobre 8 respecte de la que pot aportar |'estadis-
tic. La definici6 segiient concreta aquesta idea intuitiva.

Definici6 2.1.6. Direm que un estadistic T : 2 — R™ és suficient si la llei
del vector X condicionada per I’estadistic T no depéen de 8.

El teorema segiient és conegut com el criteri de factoritzacié de Neyman i
Fisher.

Teorema 2.1.7. Sigui T : @ — R™ un estadistic. Aleshores, T és suficient
si, i només si, existeixen dues funcions mesurables i) : R x©® — R1i h:
Q— Rtals que, peratot x €Qi 0 €0, es compleix

L(x;0)=1(T(x),0) h(x).
En els models exponencials és senzill trobar un estadistic suficient.

Proposicié 2.1.8. Considerem un model estadistic parametric (2, A, {Py,
6 €0}), en que la funcié de versemblanca pot expressar-se com
L(x;0)=exp {Z Cr(0)01(x)+ D(6) +\Il(x)} ,

k=1

onD, C,...,C, sén funcionsreals,i ¥, ®;,...®;, funcions mesurables. Ales-
hores, I'estadistic

T =(®4(x),...,2.(x))
és suficient.
També podem comprovar sense gaires dificultats els resultats segiients.

Corol-lari 2.1.9. Si T : @ — R™ és un estadistic suficienti ¢ : R — R
és una funci6 mesurable i bijectiva, aleshores ¢(T) també és suficient.

Corol-lari 2.1.10. Si T : 2 — R™ és un estadistic suficient i existeix H me-

surable tal que T = H(S), on S és un altre estadistic, aleshores S també és
suficient.

1
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Un altre concepte important és el d’estadistic complet.

Definici6 2.1.11. Direm que un estadistic S és complet si per a tota funcié
f :g(®)— R mesurable, tal que f(S) és integrable, es compleix

Eo[f(S)]=0,V 0O = P)(f(S)=0)=1,Y 0 o.

2.1.3. Informacié

Per introduir el concepte d’informaci6 associada a un model és ttil definir
una variable aleatoria denominada score

sc(@)=yInL(x;0),
de la qual s’estudia la variabilitat per mitja de la variancia.

Definici6 2.1.12. Direm que el model estadistic és regular i el denotarem
per (R) si compleix

(R;) Elsubconjunt {x €Q; L(x;0)>0} CQno depende 6.

(R,) Existeixen les derivades dgIn L(x;8), 692 InL(x;0)i, peracadaf €0,
existeix també una funci6 positiva i : @ — R amb > _, h(x) <400
o fQ h(x)d x < 400, segons el cardinal de (2, tal que per a tot § en un
entorn de
|8 L(x;0)| v |87 L(x; 0)| < h(x).
(R3) Peratotf €@

0<Eg (| InL(x;0)] ) < +oo.

Definicié 2.1.13. En un model estadistic parametric regular (R), la infor-
macio de Fisher és la funci6 del parametre segiient:

Ip(0) ==Eq (|8 In L(x; 0)| ) =Eq (sc(0)?).
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Proposicié 2.1.14. La informaci6 de Fisher val zero si, i només si, I'score és
identicament nul per a tot § € ©, és a dir, si, i només si, la versemblanca no
depén del parametre.

Proposicié 2.1.15. En un model estadistic parametric regular (R) es com-
pleix

Eg (39 lnL(x; 0)) =0.
A causa d’aquesta proposicio, és immediat el resultat seglient.
Corol-lari 2.1.16. En un model estadistic parametric regular (R) tenim que
Ip(0)=Vary(yIn L(x; 8))=Varg (sc(0)).
Corol'lari 2.1.17. Assumint (R) es compleix
1p(0)=—E4 (87 InL(x;0)).

A continuacié veurem la propietat d’additivitat de la informaci6 de Fis-
her. Considerem una familia de probabilitats {P,, 8 € ®} sobre un subcon-
junt Q2 de la recta real i assumim que (£2, B(€2), { Py, 8 € ©}) és un model re-
gular amb informacié de Fisher I;. Sigui X, ..., X,, una mostra aleatoria
simple de mida n de la familia {Py, 0 € ©}. El model estadistic (2", B(Q"),

{P), 0 € ®}) associat a lamostra Xj, ..., X,, també és regular i, a causa de la
independeéncia, té per funci6 de versemblanca

L(x1,..., %, 0) = [ L(x;, 0).
i=1

IF,n(H)Z nIF,l(g)-

El resultat segiient ens permet d’assegurar la regularitat dels models expo-
nencials que compleixen certes condicions.

Proposici6 2.1.18. Sigui (2, A, { Py, 8 € O}) un model estadistic uniparame-
tric exponencial amb funcié de versemblanca

L(x;0)=exp{C(0)®(x)+ D(0)+¥(x)}.
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Si es compleix que © és un interval de R, que C i D sén dues funcions dues
vegades continuament diferenciables amb C’(0) # 0 per a tot 6 i ® és una
funcio tal que, peratot 8 €9, Eg ((I)(x)z) < +00, aleshores el model és re-
gular.

Per tenir una visié més completa introduirem el concepte de la informaci6
de Kullback. Kullback va proposar emprar la mitjana del poder discrimi-
nant com a mesura de la informacié.

Definici6 2.1.19. Per a 0,, 6, € O, la informaci6 de Kullback de 6, contra 6,
es defineix per

L(x;6,)
L(x;86,)

1(6116:):= By, [1n 725 | =g lIn L(x; 1))~ o, in i 6]

Aquesta informaci6 mesura de manera global la diferéncia entre la funci6
de versemblanca avaluada en 6, i 6, i, com a conseqiiéncia del fet que la
funci6 logaritme és concava, es pot comprovar que la informacié6 de Kull-
back sempre existeix.

Proposicié 2.1.20. La informacié de Kullback sempre és positiva.

Proposicié 2.1.21. La informacié de Kullback és zero si, i només si, les dues
probabilitats coincideixen, és a dir:

IK(01|02)=O — VAGA, Pgl(A):PQZ(A)

Per tant, observeu que:

* Lainformaci6 de Kullback no és simetrica respecte de 8, i 6,.

* Lainformaci6 de Kullback també té la propietat additiva.

Acabarem aquest apartat donant un resultat que ens relaciona les dues in-
formacions.

Proposicié 2.1.22. Assumim que es compleixen les condicions de regula-
ritat (R). Suposem que Ix(6,|0) és dues vegades diferenciable respecte a 6
i que es donen les condicions per poder commutar la derivada i la integral
o el sumatori. Aleshores:

IF(91) = a9211<(91|9)|¢9=01-

14



2.2. Problemes resolts

1. Considerem una mostra Xj,..., X,, d'una llei amb densitat

1—62

f(x)= exp(@x—|x]), x€eR,

onde(—1,1).

(a)

(b)
(c)

Descriviu el model estadistic associat a aquestes observacions i
doneu-ne la funcié de versemblanca.

Demostreu que és un model regular.

Trobeu la informacié de Fisher del model.

Solucié

(a)

(b)

El model estadistic associat a n observacions és (R", B(R"),{P/},
0 € (—1,1)}), on P, correspon a una probabilitat amb funcié de
versemblanca

2 n

L(xl,...,x,,;é’)z(l_:;9 ) exp(Hin—ipciO-
i=1

i=1

Per determinar que és regular hem de veure que podem escriure
la funcié de versemblanca com

L(x;0)=exp{C(0)®(x)+ D(0)+¥(x)},
on O és un interval de R, C i D s6n dues funcions dues vegades

continuament diferenciables amb C’(6) # 0 per a tot 8 i ® és una
funcio tal que, per atot 8 €0, Eg4 ((I)(x)z) < +00. Podem escriure

L(x;0)= exp(@ixi—ilxil + nln(l_zez)),
i=1 i=1

de manera que agafem ¢(0) =60, ®(x) =" x;, U(x) =" |x;] i
D(0) = nln(l_z—gz). Clarament, ® = (—1,1) és un interval de R, i C
i D s6n dues funcions dues vegades continuament diferenciables

amb C’(0) =1 # 0 per a tot 6. Per acabar, ens cal veure que per a

15
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2.

16

2
tot 8 €(—1,1), Eg ((ZL X,-) ) < +00. En tenim prou comprovant
que Ey (X?) < +00. Fem-ho:

+oo 2
Ey (Xz)zf le 0 exp(0 x —|x|) dx
! 2

—00

¢ 1-6? o 1-92
=J x? 5 exp((0+1)x)dx+f x? 5 exp((6 —1)x)dx

oo 0

_p2

N2
_1-49 O 3)1—0) < co.

2

+00
1
f x%exp(—(0 + 1)x) dx+ 5
0

(c) Alapartat anterior hem vist la regularitat de manera que podem
buscar la informacié de Fisher. A 1a majoria dels problemes no de-
mostrarem la regularitat i suposarem que és certa. Calculem

InL(x;0)= Hixi—ilxﬂ#-nln(l—zez)
i=1 i=1

dInL(x;0) < 2n6
20 =% 1—02

i=1

821nL(x;0)__2n(1+ 0?)

202 T (1—-02)2
I aixi
2n(1+62)
Ip(0)= =0

El temps d’emissi6 de la primera particula d'una font radioactiva se-
gueix una llei Exp(A) amb A > 0. A la practica només es pot observar el
temps d’emissié quan aquest esta en [0, T'], on T és conegut. Calculeu
la probabilitat que la particula sigui emesa en un temps inferior o igual
a t, sabent que ha estat emesa en [0, T]. Siguin z,,..., z,, n observa-
cions del fenomen descrit anteriorment. Descriviu el model estadistic
associat a aquestes observacions. Doneu la funcié de versemblanca i
trobeu la informacio de Fisher del model.

Solucié: Sigui X una variable aleatoria exponencial. Aleshores, tenim
que



P(X<t) 1—e™

P(X<t|X€[0,T])= PXC[0,T]) 1—err’

Vtel[0,T].

Per tant, si considerem la variable Z que ens dona el temps observat,
tenim que la seva funcié de distribuci6 és V¢ €[0, T']:

1—e M

Flt)=1— 7

i tindra una densitat

1
flz)= mle%ﬂ[o,ﬂ(z),

i el model estadistic associat a n observacions és ([0, T']", B([0, T]"),
{P,",A > 0}), on P;" correspon a una probabilitat amb funcié de ver-
semblanca

]. _ n .
L(Zl,...,Zn;A): mane AZ:‘:1ZI_

Per obtenir lainformaci6 de Fisher observem primer que es tracta d’'un
model regular i podem calcular, usant la notaci6 z =(z, ..., z,,),

oInL(z;A) —n iy N
= T — .
oA d—ert TR ;Z
9% InL(z;A) (—Te T (1—e*)—Te?e ) p
o " (1—e 1) 2
o AT n

(1—e2T)2 22

I, per tant,

8%InL(Z;A)\ n , e
)_Az n (1—e—2T)2

() =—E(—— )=
. Considerem una mostra Xj,..., X, d'una llei de Pareto amb parame-
tres (k, ¢). Es tracta d’'una llei absolutament continua amb funcié de
distribuci6 de probabilitat

17
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