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editorial

«Un dels propdsits principals de les matematiques, quan s’ensenyen bé,
és despertar a I'estudiant la creenca en la rad, la seva confianga en la
veritat del que s’ha demostrat i en el valor de la demostracid.»

Bertrand Russell

En el moment d’escriure aquest editorial fa més de quaranta dies que estem en situacio de
confinament a causa de la COVID-19. Aquest malaltia ha fet que el creixement exponencial,
la lectura de grafics en escales logaritmiques o les taxes de creixement o disminucié, hagin
estat en boca de tothom.

En I'ambit educatiu aquesta situacié ha tingut un impacte enorme: en el temps de confina-
ment les sessions presencials s’han substituit per sessions telematiques d'un dia a I'altre. Ha
aparegut un aprenentatge a distancia de resisténcia, lluny del que els estandards demanen a
aquest tipus d’ensenyament. En qualsevol cas, cal felicitar els docents en general per I'enorme
esforg i treball que han fet per tal que els nostres estudiants mantinguessin el contacte amb
I'aprenentatge en general i amb I'aprenentatge de les matematiques en particular. Durant
aquest tercer trimestre també hem vist aflorar la conversio dels cursos de formacié presencials
en telematics. De cara al mes de juny ja s'observen molts d'aquests cursos de formacié de
docents que utilitzen suport virtual, ja sigui a partir de teleconferéncies, ja sigui a partir de
capsules de treball en entorns virtuals tipus Moodle. Sembla que el virus esta provocant un
canvi en moltes de les nostres maneres de fer. Caldra veure si aquests canvis es mantenen o
no en un futur proper.

Pot ajudar a dotar aquest canvi d’'un alt grau de permanencia el fet que amb vista al curs
2020-2021 es parla de compaginar I'ensenyament presencial amb I'ensenyament a distancia.
Aix0 pot portar a consolidar aquests tipus de tasques de formacié i, per tant, caldra demanar
a qui correspongui, administracié o associacions de docents, un esfor¢ especial a fer arribar
bons recursos formatius digitals als docents de tots els nivells educatius.

Val a dir també que no partim de zero. Tenim I’Aplicacié de Recursos al Curriculum (ARC),
repositori digital que va sorgir quan es va posar en marxa el projecte eduCAT1X1, o totes les
aportacions que va rebre el congrés C2EM, Congrés Catala d’Educacié Matematica, el 2016 i
que es poden trobar en format digital en el web de la de la Federacié d’Entitats per a I'Ense-
nyament de les Matematiques a Catalunya (FEEMCAT), o totes les activitats relacionades amb
les proves Cangur, o els materials que proporciona el Museu de Matematiques de Catalunya
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(MMACA). De recursos disponibles en tenim molts, ara només cal que els posem en marxa,
cal mobilitzar-se!

Pel que fa a aquest nimero editat durant el confinament, mostra el menu segiient per
acompanyar-vos en unes hores de lectura. D’entrada trobareu les seccions habituals en els
numeros parells de la revista.

La seccié del Grup Cubic ens parla de 'homenatge que aquest grup va fer al matematic
catala Lluis Antoni Santalé en la seva 3a Jornada de Didactica de les Matematiques de la UB.
En el seu article ens mostren les activitats que es van fer en aquesta jornada en la qual van
participar forca docents. Podeu trobar més informacié sobre aquesta i les altres jornades que
han fet, en el seu espai web www.ub.edu/cubic/.

Els membres del CESIRE CREAMAT, a partir d'un paragraf d'un altre matematic catala també
preocupat per la didactica, Pere Puig Adam, ens parlen d’'una accié que estan desenvolupant
per tal de potenciar els laboratoris de matematiques en els centres escolars, tant de primaria
com de secundaria. Ens mostren els materials que han preparat i la campanya d'activitats que
han endegat per tal d'ajudar els docents en el desenvolupament d'aquests espais, fisics o de
treball.

En I'espai dedicat al Geogebra es fa també una connexié amb el laboratori de matematiques
mostrant com es pot introduir aquesta eina digital per fer una estimacié de l'area que
hi ha sota una corba. Aixo exemplifica que el Geogebra és un excel-lent aliat per tal de
complementar una investigacié matematica. Acompanya l'article una excel-lent proposta de
treball d’exploracié que integra aquesta eina en el treball habitual a I'aula de matematiques.

En la darrera seccid, que no per aixo és la menys important, el MMACA ens mostra una
familia de trencaclosques que ha aparegut recentment: els jocs de simetria. A continuacio es
determinen quins d’aquests trencaclosques sén més interessants en diferents contextos i es
proposen diverses modificacions i activitats per aprofitar al maxim aquest recurs a casa, al
Museu i a l'aula.

Pel que fa als articles i les entrevistes, en aquest nimero en presentem tres. Podreu llegir
una entrevista —una conversa, podriem dir-ne— entre Anton Aubanell i Claudi Alsina en
la qual fan un recorregut per la tasca que ha desenvolupat al llarg de la seva vida Claudi
Alsina al voltant de les matematiques i del seu ensenyament. El punt de partida és el premi
Gonzalo Sdnchez Vazquez que van rebre Claudi Alsina i Carme Burgués, la seva esposa, a les
19 Jornades sobre I’Aprenentatge i 'Ensenyament de les Matematiques (JAEM), que es van
celebrar a la Corunya.

El segon dels articles ens presenta algunes idees per ensenyar i aprendre matematiques. Lluis
Mora, l'autor, ens parla de la importancia de I'aprenentatge de les matematiques i mostra
activitats i propostes sobre com les podem treballar. Aquest document esta estructurat a
partir de vuit idees que l'autor considera importants per desenvolupar aquesta tasca.

En el darrer article, Sergio Belmonte ens amplia el conegut joc de les targetes magiques
endevinatories, a partir de les poténcies de 2, a les targetes negabinaries. En aquestes
targetes s'amplien les possibilitats magiques amb la introduccié de nombres negatius, fet
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que potencia I'efecte de magia matematica i estimula el sentit numeéric dels estudiants de
qualsevol nivell educatiu.

|, com ja hem fet altres vegades, volem encoratjar tots els lectors a explicar, per mitja d'aquesta
revista, la vostra revista, les propostes, experiéncies o idees que considereu interessants per
a la comunitat d’ensenyants de matematiques del nostre pais. Esperem els vostres articles!
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Entrevista a
Claudi Alsina

Anton Aubanell
Grup Cubic de Didactica de la
Facultat de Matematiques i Informatica de la UB

En el marc de les 19 Jornades sobre I’Aprenentatge i 'Ensenyament de les Matematiques
(JAEM), que es van celebrar a A Coruila, Claudi Alsina i Carme Burgués, la seva esposa, van
rebre el premi Gonzalo Sanchez Vazquez de la Federacio Espanyola de Societats de Professors
de Matematiques (FESPM) per la seva tasca d'impuls de millores en I'educacié matematica.
Aquesta és una bona oportunitat per convidar-lo a evocar records, reflexionar a I'entorn de
I'ensenyament de les matematiques i projectar mirades de futur.

Amb en Claudi ens coneixem des de fa molts anys, admiro la seva obra matematica, didactica
i divulgativa, i tinc el goig de compartir amb ell idees, projectes i aventures diverses. Per aixo
agraeixo a la direccié del NouBiaix que m’hagi proposat de fer aquesta entrevista.

Claudi, com recordes els teus primers contactes escolars amb les matematiques?

Eren unes matematiques rutinaries. Recordo encara el primer que vaig aprendre de memoria:
«La unidad es una sola cosa». Francament millorable. Ningu no entenia res, perd repetiem les
coses com si féssim lloros. Quina perdua de temps amb tanta aritmética!

Ha canviat molt des de llavors I'educacié matematica a les escoles?

Afortunadament! Avui tenim moltes escoles obertes a la innovacio i professorat molt actiu,
ben preparat i amb marxa. Pero també segueixen existint centres conservadors i professorat
tancat a la renovacié. Una tasca important sera entre tots deixar de banda les coses obsoletes
en matematiques i deixar d'explicar per passar a guiar un aprenentatge interessant i actiu
per als alumnes. Afortunadament, a Catalunya I'enfocament competencial actual ha estat un
encert.
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Vas estudiar la llicenciatura a la Facultat de Matematiques de la Universitat de Barcelo-
na al comencament dels anys setanta del segle passat. Quins records guardes d’aquella
etapa?

La meva etapa universitaria (1969-1974) va ser complexa per la situacié politica que es
vivia. Jo era jove i recordo que la vida universitaria em va agradar i la meva vocacio per les
matematiques es va confirmar, malgrat que molt professorat de la Facultat tenia molt pocs
dots didactics. Pero aixo també em va influir en la creenca que calia ensenyar millor i que
valia la pena fer-ho.

La teva formacioé universitaria es va produir en un periode en qué el moviment bour-
bakia, amb el seu formalisme rigorés i la seva rentincia explicita als aspectes més
intuitius de la matematica, impregnava tots els programes i recobria les idees amb un
embolcall formal no sempre facil de travessar. Com ho vas viure?

Va ser lamentable! Del moviment bourbakia diria que I'oblit ha de ser el seu lloc a la historia. Es
va confondre la construccié formal de la matematica amb la construccié del seu aprenentatge.
Encara avui trobo gent d’aquella época que ens demana explicacions d’aquell periode.

Aquesta tendéncia en I'’enfocament de la matematica va tenir un reflex escolar en el
que es va anomenar matematica moderna, que va comportar que les pissarres s’emple-
nessin de diagrames de Venn, de relacions i aplicacions, de propietats i estructures...,
i quedessin arraconades la geometria elemental, la intuicié espacial i els aspectes
manipulables, per exemple. Qué va significar aixo per a la formacié matematica basica?
Queé n’ha quedat a la nostra cultura col-lectiva?

Va ser un error immens implementar la matematica moderna a l'educacié. El que cites de
geometria, treball de I'espai i Us de materials manipulables, va ser precisament el que a mi
em va motivar més a considerar. Encara avui hem de lluitar perqué aquestes fites impregnin
les nostres classes: visca Euclides!

Et vas incorporar molt aviat a les activitats de I’Associaciéo Rosa Sensat formant part
del grup Periodica Pura. Aquest pas és clau per entendre una part important de la teva
trajectoria. Que et va impulsar a apropar-te a I'educacio matematica basica?

Sempre m’ha interessat I'educacié matematica en tots els nivells educatius. A Rosa Sensat,
primer vaig estar al grup de I’Adolf Almato; després, a Periodica Pura. Hi vaig trobar un gran
estimul per compartir noves idees, nous materials i noves metodologies. Ens ho passavem
molt bé ideant canvis i compartint-los a les escoles d’estiu.

Precisament, a Rosa Sensat hi vas conéixer la Carme, la teva esposa. Fa molts anys que
formeu un gran equip que ha fet una molt bona feina en educacié matematica. Qué
creus que us heu aportat mutuament en aquesta tasca?

Va ser una sort coneixer la Carme aleshores i haver compartit amb ella, i seguir compartint,
el nostre amor com a persones i la nostra complicitat com a educadors. Una doble passié! Es
engrescador poder discutir sempre de temes didactics que ens interessen!
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Vas fer estudis a la Universitat de Massachusetts i, a través d’estades, conferéncies i
congressos, vas col-laborar amb matematics de primer nivell tot fent aportacions en
diversos camps, com ara les equacions funcionals, les desigualtats, la logica borrosa
o els espais meétrics probabilistics. Queé va significar per a tu aquesta etapa de treball
matematic en un context internacional?

Va ser molt engrescador tenir la sort de treballar o aprendre de Berthold Schweizer, Abe Slar,
Karl Menger, Janos Aczél, Marshall Stone..., gent generosa i de primer nivell.

Es curiés que la valua sigui proporcional a la generositat. Vam col-laborar amb alguns d’ells
molts anys, compartint recerques i escrivint. Els Estats Units sén un gran pais. Avui segueixo
col-laborant amb Roger Nelsen, amb qui ja he publicat sis llibres de visualitzacio a AMS/MAA.
Ara, descobrir demostracions sense paraules, amb imatges, és una de les meves passions.

Vas conéixer Lluis Antoni Santal6, el gran matematic gironi que estava exiliat a I'Ar-
gentina, i vau forjar una amistat que va perdurar fins a la seva mort. Com era Santalé
de prop?

Santalé era una eminéncia matematica, sens dubte el millor matematic catala del segle xx,
perd a la vegada era una persona entranyable i modesta. Tot un exemple. Va ser una llastima
no poder incorporar-lo a Barcelona. Jo li portava noticies de Catalunya i sempre teniem
reunions i sopars molt agradables. Va ser una gran amistat. Compartiem, a més, l'interés per
la millora de I'educacié i la formacié del professorat. Dels meus seminaris i conferencies a
I’Argentina en guardo un record especial i poder visitar Santalé era un complement ideal.

La teva tasca docent s’ha centrat sobretot en I'Escola d’Arquitectura de la Universitat
Politécnica de Catalunya (UPC), en la qual has estat catedratic. Anys i anys de treball in-
tens, aclasse, fent recerca, contribuint a larenovacié dels programes d’estudi, assumint
tasques directives... Qué destacaries d’aquesta llarga i intensa tasca?

Va ser un honor i un repte formar tants arquitectes en matematiques i renovar aquest camp
seguint uns canvis que vam iniciar amb I'Enric Trillas. Sovint em trobo amb exalumnes que
tenen un bon record de les meves classes i ho celebro. Sempre m’he sentit un membre més
integrat a I'Escola d’Arquitectura que no pas a la UPC. |, per cert, alla vaig descobrir Gaudiila
seva geometria, un tema que m’ha apassionat.

Vas dirigir setze tesis doctorals, que abasten des de temes estrictament matematics fins
a matematica aplicada i educacié matematica. Des del cim de la teva vida professional,
com contemples aquesta espléndida empremta de recercai, sobretot, de persones amb
les quals has treballat?

Van ser anys intensos de recerca. Alguns dels doctorands han seguit fent una gran tasca:
Josep M. Fortuny, Viceng Torra, Maria Santos Tomas..., i Jordi Fauli, que ara acabara la Sagrada
Familia.

El teu compromis amb I’educacié matematica ve de lluny. Fins a quin punt la sensibilitat
de la teva mare, Maria Catala, en aquest camp i el contacte amb el professor Joan
Casulleres hi van influir?
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La meva mare va ser sempre una peca clau en la meva vida. El seu amor i el seu suport van ser
sempre essencials. Va animar-me a ser professor parlant-me sempre del seu temps de mestra
i citant-me el seu admirat Pere Puig Adam, que havia estat professor seu a I'Institut Escola.
En Joan Casulleres em va tutoritzar el CAP, com a tu, i d’ell vam aprendre I'immens valor dels
materials manipulables. Tu i jo en compartim un gran record.

La teva aportacio a I’educacio matematica és amplissima. Comprén des d’obres escrites
(per exemple, el recordat Bon dia mates) fins a creacions molt innovadores, com les
Estades de Motivacié Matematica. Aquestes iniciatives comparteixen la voluntat de
contribuir a una renovacié metodologica de fons. Quins trets comuns les caracteritzen?

Oferir recursos per innovar en el que fem i en com ho fem. Sense oblidar la meva obsessio per
I'educacio espacial, per fer tallers i per procurar que els nois i les noies, i també el professorat,
gaudeixin de les matematiques.

Has treballat ampliament en formacié inicial del professorat de matematiques; com a
professor de didactica a la UPC i com a secretari general del Consell Interuniversitari
de Catalunya, des d’on vas contribuir molt a la creaci6 del master de Formacié del Pro-
fessorat. També has fet una gran tasca de formacié permanent (fins i tot a I’Argentina).
Podries assenyalar dos reptes que creus que hauriem d’afrontar en aquest camp?

En formacio inicial, hauria d’existir una formacié especifica de matematiques per a secunda-
ria, un 3 + 2, tres anys de grau i dos de master, amb unes bones practiques. En formacio
permanent, caldria treballar més en la formacié dels equips dels centres.

Claudi, formes part del selecte, pero malauradament reduit, grup de professors de
matematiques d’universitat que s’han interessat activament per I'’educacié matemati-
ca. Miguel de Guzman també en formava part. Ereu amics i vau treballar plegats en
diversos projectes. Com el recordes?

En Miguel era una persona molt interessant, amb una fe cristiana molt viva, un sentit familiar
molt gran i una gran valua matematica i didactica. Compartiem el nostre entusiasme per la
geometria classica i per la millora de I'educacio, en especial a escala internacional. Molts el
recordem molt. Va ser trist que ens deixés tan aviat, quan encara hauria pogut fer moltes
coses.

Durant molts anys vas estar implicat en organismes internacionals d’educacié mate-
matica, un marc idoni per contrastar idees i conéixer noves mirades. Des d’aquesta
perspectiva més amplia, com veus la nostra educacié matematica?

Durant 12 anys vaig ser el delegat espanyol en la International Commission on Mathematical
Instruction (ICMI) i la International Mathematical Union (UMI). Molta feina de franc, pero un
bon coneixement del que es feia arreu. La nostra educacié a partir del vuite International Con-
gress on Mathematical Education (ICME-8), que es va celebrar a Sevilla, també va emprendre
el voli es va obrir a la col-laboracié internacional. Cal seguir en aquest cami!
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Vas contribuir a la creacid de les primeres associacions de professorat de matematiques
i de la mateixa FEEMCAT. Avui, a Catalunya, disposem d’una solida xarxa d’associacions
relacionades amb I'educaciéo matematica que porten a terme una tasca espléndida.
Com veus el futur d’aquest associacionisme?

Va ser un encert crear les societats, la FESPM i els grups de la FEEMCAT. Cal recordar la gran
tasca que Gonzalo Sanchez i el mateix Miguel de Guzman van fer a tot Espanya. Aquestes
entitats son estris essencials per animar a tot el professorat a treballar en grup i desenvolupar
activitats. Calen anims col-lectius! Avui, les JAEM, els molts concursos que es fan, els nostres
congressos catalans d’educacio..., sén activitats molt engrescadores. Molt futur! Junts podem
fer molt.

Has estat, Claudi, el mestre indiscutible de la nostra divulgaciéo matematica (llibres,
conferéncies, programes de radio, intervencions a la televisié...), amb un estil ame,
original, amb un punt d’humor i amb formats nous. Aqui tenim molta feina per fer, pero
podries assenyalar un parell o tres de tasques que creus que haurien de ser prioritaries?

Crec que la tasca prioritaria és fer divulgacié social, que, més enlla del professorat, la ciéncia
arribi a grans quantitats de persones. No es tracta tant de divulgar el que s'ha fet en mate-
matiques com de transmetre bé el servei que les matematiques poden fer a la gent. Partim
d’una situacio no favorable, d'una visié social de les matematiques negativa. Cal trencar aixo.
| de vegades és amb humor que es pot intentar canviar el tema. Les matematiques sén
profundament divertides, pero cal fer-ho veure.

Moltes gracies, Claudi, per les teves respostes i, sobretot, moltes gracies per tota la teva tasca
per ajudar a millorar la nostra educacié matematica.



[dees per ensenyar i
aprendre matematiques

Professor de matematiques i formador de docents

Resum

En aquest article parlarem de la importancia
de I'aprenentatge de les matematiques i
presentarem una proposta de quines
matematiques s’han d’aprendre i com
podriem treballar-les. | mostrarem algunes
idees, vuit, que ens poden ajudar en el
procés d’ensenyament/aprenentatge de les
matematiques a l'aula.

Comencarem situant els motius pels quals
cal ensenyar matematiques, continuarem
amb les matematiques que caldria ensenyar
i finalitzarem amb les vuit idees que ens
ajudaran a construir un bon ensenyament
de les matematiques.

En aquest article parlarem de laimportancia de I'aprenentatge de les matematiques, per quin
motiu és important ensenyar-les i aprendre-les, i presentarem una proposta de quines son les
que podrien vehicular aquest ensenyament i com podriem treballar-les. | mostrarem algunes
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lluismora.walipi@gmail.com

Abstract

In this article we discuss the importance of
learning mathematics, and present a proposal
of what mathematics should be learned and
how this can best be achieved, as well as
several ideas — eight in total — that can be
helpful in the process of teaching/learning
mathematics in the classroom.

We begin by setting out the reasons why
mathematics should be taught, continue with
a summary of the mathematics that should be
taught, and conclude with the eight ideas that
can help in constructing an effective
mathematics teaching plan.

idees, vuit, que ens poden ajudar en el procés aprenentatge de les matematiques a l'aula.

En tots els casos donarem exemples de les propostes que mostrem que es poden aplicar en

diferents nivells educatius.

Comencarem situant els motius pels quals cal ensenyar matematiques, continuarem des-
prés amb les matematiques que caldria ensenyar i finalitzarem amb les vuit idees que ens
ajudaran a construir un bon ensenyament de les matematiques. I, com no podia ser d'altra
manera, finalitzarem amb les conclusions, on s’insisteix que tots hem de ser conscients de la

importancia de I'aprenentatge d’aquesta ciéncia.
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1. Per quin motiu cal ensenyar matematiques?

Podem trobar molts motius per ensenyar matematiques, perd ens centrarem en els cinc
seguents.

a) Elmén ha evolucionat d’analdgic a digital

En una entrevista, Josep Baselga, quan era director cientific de I'Sloan Kettering Center, va ex-
plicar que en la recerca sobre el cancer cada vegada tenen més importancia els coneixements
de computacio per tractar la gran quantitat de dades que s'obtenen i, d’aquestes, seleccionar
les que son importants. Separar les dades bones de les dolentes. Va explicar que el tractament
de les dades permet saber quin és el millor tractament que es pot oferir en cadascun dels
casos amb l'objectiu de prendre les millors decisions. | va especificar que en cap cas es pot
oblidar el factor huma i un dels aspectes que té més relacié amb ell: la comunicacié.

b) Els treballs que demana la societat sén cada vegada més tecnics

El mén laboral també esta canviant: totes les persones han de mostrar habilitat per aprendre
coses i resoldre problemes, aixi com tenir un pensament logic i estructurat, aspectes en els
quals I'aprenentatge de les matematiques és fonamental i crea una base aplicable a qualsevol
camp de treball.

¢) Importancia de les matematiques en la nostra vida quotidiana

Un dels aspectes que ha fet palés I'informe del Programa internacional per a l'avaluacié
d’estudiants (PISA), que elabora I'Organitzacié per a la Cooperacio i el Desenvolupament
Economic (OCDE), és la importancia de I'alfabetitzacié matematica de les persones, la capa-
citat que tots hem de tenir per utilitzar les matematiques per a la vida diaria i per resoldre
problemes. Les persones han de ser capaces d’entendre informacions diverses i d'analitzar-les
criticament. Podem veure’n un exemple en els dos grafics segiients:

8 &~ Paro registrado WIIIILIIIIELITILELITIEY, ALY, g

rtvees FUENTE: Min redifusiom

5.040.222 5.(5)40.222

T 4.698.783

Milones de parados
w IS

~

Paro registrado 2013
rtvees  SIRIACONFLICTO Mueren 29 rebeldes cerca de Damasco en una e

feb 13 mar 13 2013 may 13 Tn13 W13 20013
Fuente: Ministerio de Empleo

Els dos grafics mostren la mateixa informacio, el descens de I'atur, pero la manera de mostrar-
ho és absolutament diferent. Qué mostra cadascun d’ells? Quin missatge és el que volen
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transmetre? Quin és correcte i quin no? L'ensenyament de les matematiques ha de permetre
respondre a les preguntes anteriors i prendre bones decisions a partir d’elles.

d) El raonament logic i, també, I'entreteniment

Una partimportant del temps la passem jugant, i en aquests jocs utilitzem el raonament logic.
Tant és aixi que en el seu disseny i la seva creacié s'utilitzen molts recursos matematics. | no
només hem de pensar en els jocs d’ordinador, siné també en els jocs més classics: laberints,
puzles diversos, etc. Vegeu-ne uns exemples:

— Blanques juguen i guanyen
- \ A7 1 1 7+ 6+
N 2=
NININA = =
il d el
L / —p \ Goal o+ 3
Laberints Robert Abbot KenKen puzles Escacs a IEscola

Hi trobem els laberints dissenyats pel creador de jocs Robert Abbot, els puzles KenKen, variant
dels sudokus composta per quadrats magics amb operacions aritmétiques, i un dels jocs més
antics, els escacs.

e) Estetica que ens mostren

Les matematiques ens mostren una estética que moltes vegades connecta amb altres camps.
Podem parlar de la seva relacié amb I'art: pensem en Mondrian i els seus quadres, o en els vi-
deos de Cristdbal Vila que relacionen les matematiques amb la natura; o en les demostracions
visuals, com la seglient:

P+2+3+445°+6°=(1+2+3+4+5+6)

-

Com la figura de I'esquerra ens mostra la certesa de la
igualtat anterior?
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2. Quines matematiques cal ensenyar?
Les matematiques que cal que els nostres estudiants aprenguin han d’estar fonamentades en

el procés de matematitzacid, molt relacionat amb la resolucié de problemes. Aquest procés
consta de quatre fases:

f

Les quatre fases son: fer-nos preguntes i plantejar-nos problemes, transformar la situacié
en una situacié matematica, realitzar la tasca matematica que calgui per resoldre la situacio
matematica, fer la traduccio a la situacié real i comprovar si la solucié matematica s'adapta a
la situacié real. En cas contrari, cal revisar el procés i tornar a comencar.

Aprofundim una mica en aquests aspectes:

a) Formular preguntes i plantejar problemes

Les matematiques, i, en general, la ciéncia, comencen a partir de la idea de fer-se bones pre-
guntes, preguntes que ens facin pensar sobre situacions diverses. Quines poden ser les bones
preguntes? En una entrada del bloc Marro de Nou es proposen algunes idees que ens po-
den ajudar a formular-les: https://lluismora.blogspot.com/2019/05/formular-preguntes.html.
Han de ser preguntes obertes i curtes, en funcié del tipus de resposta tenen una estructura
determinada, cal evitar el perqué i les preguntes no han de jutjar. En podem trobar exemples
molt interessants en el blog del VideoMat: quin és el nom més habitual a la meva escola?,
com es compra la compra? o quants grans de sorra hi ha en una platja mitjana?

A partir de les preguntes podem plantejar-nos problemes. Cal entendre que no totes les
preguntes es poden respondre matematicament: caldra seleccionar aquelles en qué les
matematiques ens seran d’'ajuda.
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b) Traslladar la situacié al mén matematic

Un cop feta la pregunta i plantejat el problema, caldra traslladar la situacié real al mén
matematic. Buscar la millor representacié per ajudar-nos a treballar. Aqui ens cal tenir molt
clar quins sén els models matematics i com els podem utilitzar per representar situacions di-
verses. Pensem, per exemple, en els problemes de recorreguts i en com es poden representar
matematicament amb els camins hamiltonians de la teoria de grafs.

¢) Treballar la situacio matematica fent els calculs que calguin o utilitzant les estratégies que
considerem convenients

Haurem de tenir les eines necessaries per fer els calculs mentalment o utilitzant la tec-
nologia que escaigui. En aquest apartat caldra entendre molt bé i dominar els algorismes
de calcul. En el blog del Calaix + ie es fa una descripcié i una explicacié molt interessant
i necessaria de molts dels algorismes que utilitzem habitualment en els nostres calculs.
https://calaix2.blogspot.com/search?q=algorismes

d) Fer la translacid a la situacid inicial. Haurem contestat a la pregunta o resolt el problema en el
mon matematic

Un exemple d’activitats que permeten desenvolupar aquesta estructura de treball seria
el seglient problema, proposat en el quadern de competéncies basiques de I'ambit de
matematiques del Departament d’Ensenyament:

Aquest estiu volem anar a casa de l'avia, que viu a 1.450 km de casa nostra. La mare diu que
podem fer uns 250 km cada dia, maxim 300. M'ha preguntat quin dia arribarem si sortim
dilluns al mati a primera hora.

He demanat ajuda als meus amics i han fet aixo:

« Emma 1.450:250=5,8

« Joan 1.450:300 = 4,833

+ Rita1.450:290=5

« L'Oscar m’ha dit que tardarem tres dies.

Quina resposta li puc donar a la meva mare i com I'hi explico?

Finalitzem aquest apartat amb un grafic més informatiu del procés de matematitzacio:

Preguntes en el mén real » Traduccié al mén matematic
A

MATEMATITZACIO

Contestar la pregunta
Resoldre el problema

v
Translacié al moén real < Resoldre el
problema matematic
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3. Idees per construir un procés d’ensenyament-aprenentatge

En aquesta seccié mostrarem amb exemples vuit aspectes que hem de tenir en compte a
I'hora de dissenyar el procés d’ensenyament-aprenentatge de les matematiques.

1. Ambient de resolucié de problemes

Per tal de crear aquest ambient cal coneixer els recursos dels quals disposen els estudiants,
recursos que poden ser certs o erronis. L'Us de preguntes ens ajudara a adquirir aquest
coneixement, i també la informacié que rebem de cursos anteriors. Aquest darrer aspecte no
I’'hem d’oblidar ni de menystenir. Caldra facilitar les intervencions dels estudiants, de tots, per
tal de conéixer els errors que cometen, les seves opinions i, aixi, poder establir mecanismes
de correccio.

Les idees preconcebudes que acostumen a portar en la seva motxilla i que caldra reconduir
acostumen a ser:

a) Els problemes matematics tenen una Unica resposta.

b) Només hi ha una manera correcta de resoldre els problemes, i és la que es va explicar
a classe.

¢) L'activitat matematica es fa en solitari i en silenci, sense comunicar-se amb els
companys.

d) Els estudiants normals no poden entendre les matematiques, només han de memorit-
zar-les i aplicar les normes.

Per tal de crear I'ambient, haurem d'afavorir el treball en grup, aixi podran aprendre amb
altres i dels altres; donar temps suficient a tots els estudiants per realitzar les tasques; utilitzar
diversos recursos, materials i tecnologia; ajudar els estudiants a construir els seus problemes
i, per acabar, no ajudar gaire, és a dir, evitar la tendencia que podem tenir de voler avancar
etapes donant massa pistes als estudiants.

2. Experimentar i preguntar

Per experimentar cal ajudar els estudiants a formular-se preguntes. Aquest és un aspecte que
no s'ha treballat gaire. Els llibres de text estan farcits de preguntes que els estudiants han
de respondre, perd és molt més ric un ensenyament que parteixi de preguntes que s’hagin
formulat els estudiants. |, per tal que puguin fer-ho, cal introduir la creacié de preguntes en
les nostres classes, amb molt suport. Es un coneixement fonamental. Després caldra experi-
mentar per tal de poder donar resposta a les preguntes que s’hagin formulat; preguntes que,
obviament, ens interessa que es puguin respondre matematicament.

Podem trobar molts recursos que ens ajudin en aquesta tasca, perd n‘esmentarem només
tres:

a) Problemes en tres actes, de Dan Meyer.
b) El web PuntMat, de David Barba, Cecilia Calvo i Ana Cerezo.
¢) Elconcurs VideoMat.
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3. Contextos

Les classes de matematiques han de mostrar-les interactuant en diferents ambits. Aquests
entorns haurien d'incloure situacions:

Q

) de I'entorn més immediat a 'estudiant, el més proper,

) de rellevancia social i/o que tinguin relacié amb altres ambits de coneixement,

) ludiques, relacionades amb jocs i entreteniments,

) historiques, on es mostrin les matematiques d'ahir i la seva evolucid en relacié amb
un context social,

e) cientifiques, on les matematiques apareguin com a ambit propi de coneixement.

n S

d

4. Raonar, argumentar i contrastar

Com hem comentat anteriorment, el procés de matematitzacié comenca quan ens formulem
preguntes sobre situacions. Per poder construir les preguntes i després poder-les respondre,
ens cal entendre les situacions adequadament per, primer, trobar la idea fonamental que
porten associades. Un cop I'haguem trobat, ens caldra determinar o identificar la seva millor
representacio matematica, que haurem d’explicar i justificar. El mateix passara en el tram
final del procés, quan s’hagi de fer la traduccié de la solucié del model matematic a la situacio
real. Podem ressaltar la importancia de la creativitat en tot aquest procés.

Trobem un exemple d’aixd que hem dit en I'activitat segiient:

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Les figures anteriors estan construides amb escuradents.

a) Quants quadrats hi ha en la figura 4?

b) Quants escuradents necessitarem per construir-la?
¢) Quin és el seu perimetre?

d) lenlafigura 10?

Les tres primeres preguntes ens ajuden a trobar la idea fonamental en la construccié de
les tres figures: veure quin és el patrd per tal de poder construir la figura seglient. A partir
d'aquest coneixement podem argumentar i contrastar la resposta per a l'activitat d.
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En aquest procés ens ajudaran molt les eines matematiques; en aquest cas, les taules. Si
anotem els resultats del que observem en una taula com la seglient, els tindrem ordenats
i ens sera molt més facil poder determinar aquest patré fonamental de la situacié. Aquesta
tasca, determinar patrons, segons Marcus Du Sautoy, és la tasca fonamental dels matematics
i —m’atreviria a afegir— dels cientifics en general.

Figura Nre. de Nre. Perimetre
quadrats d’escuradents
1 1 4 4
2 3 10
3 6
4
5

5. Blocs de contingut

Cal procurar que els cinc blocs de contingut presents en el curriculum: numeracié i calcul,
relacié i canvi, espai i forma, mesura, i dades i atzar, tinguin un pes equilibrat, tant pel que
fa a la seva preséncia a les aules com pel que fa a la manera de treballar-los. Sense oblidar
les importants connexions que s’estableixen entre ells: no s’haurien de mostrar com blocs de
contingut deslligats, siné que se n’hauria de donar una visié interconnectada. L'activitat de
I'apartat anterior en podria ser un exemple, atés que treballa diversos blocs de contingut al
mateix temps: relacio i canvi, espai i forma i mesura serien els més evidents, pero I'is que es
fa de les taules ens permet introduir situacions del bloc de dades i atzar.

6. Diversitat de recursos

Sovint davant d’'una dificultat es proposa la repeticid, com si repetint s'aprengués. Repetir
pot ajudar a automatitzari aixo pot ser bo si hi ha una bona comprensié. Si no es compren, en
canvi, repetir no serveix per a res: cal buscar altres camins, esbrinar a queé es deu la dificultat i
mirar d'oferir recursos per superar-la.

Cal defensar I'is de material de manipulacié en tots els nivells educatius. Aquest material
ajuda a formar els models, tan importants en la resolucié de problemes. El seu Us és fona-
mental per al viatge que fan els nostres estudiants cap a I'abstraccid, sense oblidar la mirada
matematica que tot professor ha d’incorporar a les tasques i els materials amb queé treballa.

Cal aportar combinacions d’activitats que integrin recursos diversos: TIC, materials de mani-
pulacié, contes i relats, jocs, treballs de camp...
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Poden ser exemples d’aquests materials els diversos tipus de tangrams, els policubs, les
fotografies i els videos, el web del concurs VideoMat o els geoplans, per exemple.

7. Comunicar i compartir el treball matematic

Molts docents, de tots els nivells educatius, elaboren molt material perqué els estudiants
treballin a les seves classes, i és un material excel-lent. L'ARC, que n’és plena, n'és un exemple,
pero, a banda, cal tenir en compte dos aspectes que sén molt importants:

a) Cal donar a conéixer a la resta de la comunitat educativa el que fem com a docents:
presencialment en congressos, en les jornades de les associacions de docents de
matematiques o bé en les eines de comunicacié de la comunitat, les revistes SUMA i
NouBiaix.

b) Cal donar a conéixer la feina que fan els nostres estudiants: a les families, a la resta
d’estudiants.

8. Avaluar coherentment

Finalitzarem aquest recull d’idees al voltant de I'ensenyament de les matematiques amb el
tema de l'avaluacié, la qual ha de ser coherent amb el procés d’ensenyament-aprenentatge
que portem a la practica a l'aula. Aquesta avaluacié ens ha de ser util per millorar l'apre-
nentatge que realitzen els nostres estudiants, perd també ens ha de servir per millorar el
nostre procés d'ensenyament. En aquest sentit, és interessant assenyalar que els métodes
d'avaluacié haurien de:

a) Permetre als estudiants revelar el que saben, i no el que no saben.

b) Utilitzar multiples formats, d'acord amb els processos —dimensions en el curriculum—
que ens porten a fer matematiques, la resolucié de problemes, el raonament i la prova,
les connexions i la comunicacio i representacié. Cal elaborar, doncs, activitats que ens
permetin detectar el grau de destresa dels nostres estudiants en cadascun d’aquests
processos. | aixo implica utilitzar formats d’activitats diversos.

¢) Posar en practica els objectius dels plans d’estudi. En el nostre cas, estariem parlant de
les competencies associades a cada dimensié d’acord amb els continguts conceptuals
que treballem en cada curs. Els estudiants han de ser conscients d'aquests objectius;
en un llenguatge proper a ells, han de coneixer el que s’espera d’ells i el que no.

d) Incorporar activitats. Les activitats de recollida d'informacié, d'avaluacié haurien d'in-
corporar activitats d'identificacié i de reproduccié de coneixements en diferents nivells
de dificultat, activitats que permetin als estudiants comparar-los i connectar-los i, fi-
nalment i en menor mesura, activitats que permetin transformar i reflexionar sobre els
coneixements adquirits i la manera d'adquirir-los.

e) El procés d'avaluacio ha d'estar obert als estudiants i és molt important que vagin
rebent una realimentacio freqlient de I'estat del seu aprenentatge.

I un bon punt de partida és dipositar altes expectatives en les possibilitats dels estudiants.



20+ noubiaix 46

4, Sintesi

Els estudiants han de ser conscients de laimportancia de I'aprenentatge de les matematiques
en la societat actual, i no només des del punt de vista laboral, siné també des d'altres punts
de vista que les enriqueixen com a ciéncia i permeten el seu Us en multiples disciplines. | que
I'objectiu fonamental de les matematiques demana tenir la capacitat de resoldre problemes
0, si més no, conéixer les seves estratégies de resolucié.

Ensenyar i aprendre matematiques implica conéixer i desenvolupar unes dinamiques de tre-
ball que condueixin estudiants i professors a poder desenvolupar la seva tasca en un ambient
de treball adequat on predominin les preguntes, diverses, sobre situacions i contextos. Es
important que tinguin temps de raonar, argumentar i contrastar a classe, que s'agafin el
temps necessari per fer les coses. Les connexions ens permeten poder gestionar bé el temps.
| atés que la diversitat d’estudiants i docents és gran, cal utilitzar una diversitat d’estratégies,
eines i idees en la nostra metodologia d’ensenyament-aprenentatge. Sense una avaluacié
coherent amb la manera de treballar, no aconseguirem millorar els resultats dels estudiants
i la nostra practica docent. El que hem dit referent al procés d’ensenyament-aprenentatge
també és valid per a I'avaluacié i per a la recollida d'informacié que ens sera util en la millora
dels processos i dels resultats dels estudiants.

I, finalment, perd cosa no menys important, cal donar a coneixer la bona tasca que s'esta
fent als nostres centres. Cal donar a conéixer i compartir les tasques i les bones activitats que
desenvolupem com a docents i també els bons treballs que fan els nostres estudiants.
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Resum

Molts de nosaltres coneixem les targetes
numeriques endevinatories, que utilitzen
les poténcies de dos o el sistema binari, si

voleu, per tal d'endevinar un nombre entre
dos valors determinats. Pero aix0 no acaba
aqui: una de les virtuts de les matematiques
és que sempre podem anar més enlla. | aixo
és el que farem en aquesta proposta:
ampliar aquestes targetes amb nombres
negatius. Si bé els mags no expliquen els
seus trucs, en matematiques esbrinar i
explicar el motiu de les coses és un dels seus
motors, aixi com trobar els models que els
expliquen —podriem dir-ne sistemes de
numeracio, en aquest cas—. Aixd també ho
veurem en aquest article.

Mireu aquestes targetes:
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Abstract

Many of us are familiar with the number cards
which use powers of two — or the binary
system, if you wish — to determine a number
between two given values. But it doesn’t end
there: one of the virtues of mathematics is that
we can always take things further. And that is
what we do in this paper, by expanding these
cards with negative numbers. While
magicians never reveal their tricks, finding out
and explaining the reasons for things is one of
the key motivations in mathematics, as is
discovering models that can explain them. In
this case these models are called numeral
systems, which we also discuss here.

ll-lustracié 1. Targetes binaries.
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Si us dic que penseu en qualsevol nombre de I'T al 63 (els que apareixen a les targetes),
que em digueu només en quines targetes apareix el nombre que heu pensat i que seré
capag d’endevinar-lo tan sols amb aquesta informacid, sequrament em direu: — «Ei, Sergio,
jo també ho sé fer!».

Estic sequr que laimmensa majoria de vosaltres ja coneixeu aquest petit efecte mate-magic i
sabeu perfectament com funciona: es basa en la representacié en un sistema binari (base 2)
dels nombres en base decimal (els que fem servir normalment) i funciona fonamentalment
perqué aquesta representacié és unica. Aixd permet saber inequivocament el nombre en el
qual una persona esta pensant només dient en quines targetes apareix. Aquestes targetes
es coneixen com a targetes binaries i cada targeta s'associa a una poténcia de 2. D’aquesta
manera (d’esquerra a dreta i de dalt a baix), la targeta 1 ésI'1, la targeta 2 és el 2, la targeta 3
ésel 4, latargetad ésel 8,latargeta5ésel 16ilatargeta 6 és el 32.

Vegem-ne un exemple.

Imaginem que una persona pensa el nombre 42. Aixi, ens dira que apareix a les targetes 2, 4i 6,
que corresponen a les poténcies 21, 23 i 2°. Per calcular el nombre pensat, doncs, només hauriem
de sumar aquestes poténcies:2 + 8 + 32 = 42.

Per si de cas encara hi ha alguna persona per a la qual aixo és nou, els amics de Divermates van
fer un article amb I'explicacio i van posar a disposicio del public uns arxius amb les targetes
per imprimir i portar-les com a activitat a I'aula. Es molt recomanable: http://divermates.
es/blog/tarjetas-magicas/.

A més, si voleu practicar, també n’hi ha versions en linia, on magicament |'ordinador ens

esbrina el nombre pensat: http://matemagia.educacia.com/html/tarjetero.html.

Unes noves targetes

Pero ara vull que mireu aquestes targetes:

9 -7 -5 -3 10 -9 -6 -5 6 -5 -4 -3 -10 -9 -8 -7 6 7 8 9
-1 1 3 5 2 -1 2 3 2 3 4 5 6 -5 4 -3 10 11 12 13
7 9 11 13 6 7 10 11 10 11 12 13 6 7 8 9 14 15 16 17

15 17 19 21 14 15 18 19 18 19 20 21 10 11 12 13 18 19 20 21

ll-lustracié 2. Targetes negabinaries.

Penseu un nombre entre el (—10) i el 21 (ambdds inclosos). Només dient-me en quines
targetes és, podré endevinar de quin nombre es tracta.

Bé, sembla que sigui el mateix que les targetes binaries, pero si ho mireu bé i ho intenteu
fer, no surt. Llavors, com ho faré per endevinar el vostre pensament? Com s’han fet aquestes
targetes? Per que funcionen?
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Ara és un bon moment per deixar de llegir, fer un cafe o un suc i pensar una mica en les
respostes de les preguntes anteriors abans de seguir llegint...

Es clar que si no podeu esperar més, a continuacié us dono les respostes.

Explicacié i matematica

L'explicacié és que ara no he fet servir la base 2 (com en les classiques targetes binaries), siné
la base (—2); és a dir, ara he fet servir les poténcies de (—2) per fer la descomposicié dels
nombres. Aquesta base s'anomena base negabinaria:’

A~ N~~~
[
N

— — — — ~—
w N
1|
[

(o]

I, en conseqiiéncia, les targetes anteriors s'anomenen targetes negabinaries.?

D’aquesta manera, a la primera targeta li correspon el nombre 1; a la segona, el (—2); a la
tercera, el 4, ala quarta, el (—8),iala quinta, el 16. La mecanica per esbrinar el nombre pensat
és exactament igual que en les famoses targetes binaries.

Amb un parell d’exemples, entendreu com funcionen aquestes targetes:
1. Nombre pensat: —10
Apareix a les targetes 2 i 4. Aixi, el que fem és: —2 — 8 = —10
2. Nombre pensat: 13
Apareix a les targetes 1, 3, 4i 5. Aixi, el que fem és: 1 + 4 — 8 + 16 = 13.

Per a la construccid de les targetes, el que he fet és escriure a la primera targeta tots el
nombres que tenen I'1 en la seva representacié negabinaria; a la segona, els que tenen el
(—2); ala tercera, els que tenen el 4, i aixi successivament.

Aqui teniu la taula amb els nombres del (—10) fins al 21 amb la seva descomposicié
negabinaria. Les X indiquen quines potencies de (—2) componen cada nombre enter:

1. https://en.wikipedia.org/wiki/Negative_base.
2. Exploding Dots, James Tanton and Kiran.
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Il-lustracié 3. Descomposicié en base (—2).

Llavors, per exemple, la representacié negabinaria del nombre 6 seria:
6=-2-8+16=0-(-2)"+1-(=2)"+0- (=22 +1-(=2>+1-(=2)%
amb la qual cosa apareixera en les targetes 2,4 i 5 (ho podeu comprovar).

Crec que és un molt bon exercici per fer a classe amb I'alumnat, calcular el desenvolupament
en base (—2) de cada nombre i després aprofitar 'ocasio per fer-se algunes preguntes riques,
com ara:

 Per que he fet servir del —10 al 217 Es pot fer servir una altra franja de nombres?
+ Quants nombres posem a cada targeta?
+ Es poden fer més targetes? | menys? Quants nombres posem a cadascuna?

I, a més, si mireu les descomposicions dels nombres, us vull fer notar que:

 Tots el nombres positius necessiten un nombre senar de digits.
« Tots els nombres negatius necessiten un nombre parell de digits.

Podrieu explicar per qué? Podeu trobar-ne més patrons?

Pel que fa a la presentacié de I'efecte magic i la seva execucié, us vull comentar que quan
ho presenteu, crec que és millor ensenyar les targetes en ordre invers; és a dir, primer la que
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correspon al 16, després la que correspon al (—8), després la que correspon al 4, després la
del (—2) i, per acabar, la de I'1, ja que aixo facilita molt els calculs mentals que s’han de fer.

Per exemple, si haig d’esbrinar el nombre 18, a mi em resulta molt més facil calcular mental-
ment 16 + 4 — 2 que no pas —2 + 4 + 16. Perd, obviament, és una qliestié de gustos i els
calculs sén suficientment facils perque no hi hagi cap problema a fer-los d'una manera o de
I'altra.

Més enlla de I'efecte magic...

En tot cas, si volem analitzar fil per randa tota la matematica d'aquest efecte magic, la primera
pregunta que s’haura de respondre és si en aquesta base la representacié d'un nombre és
Unica. | la sorprenent resposta és que si i que no. M’explico:

En general, representem un nombre enter en la base negabinaria; aixi,

r= ana, - (=2)},
i=0

on els nombres do, ai, dy, as,...,a, es diuen coeficients i han de complir que |a;| < 1
Vi=1,2,...,n.

En el sistema binari, on la base és 2, tots els coeficients sén no negatius; és a dir, 0 0 1. Pero si
la base és negativa, podem obrir la possibilitat que els coeficients siguin també negatius.

Aixi doncs, si obrim aquesta possibilitat per a la base negabinaria, tenim que:
« Siels coeficients sén tots 0 o 1, llavors la descomposicié de cada nombre és Unica.

+ Si els coeficients sén tots 0 o (—1), llavors la descomposicié de cada nombre és Unica.

« Si els coeficients son 0, 1 o (—1), llavors la descomposicié no és Unica; més encara: d'un
nombre qualsevol, hi ha infinites descomposicions diferents! (excepte per al zero).

Les dues primeres afirmacions sén certes gracies a la unicitat en la descomposicié d'un
nombre en qualsevol base (teorema fonamental de la numeracid), i per a I'tiltima afirmacio
nomeés cal notar que qualsevol poténcia de (—2) es pot expressar d'infinites maneres fent
servir els coeficients 0, 1 o (—1). Podrieu esbrinar per quée?

Es per aixd que abans us comentava que la descomposicié pot ser Unica o no, depenent dels
coeficients que considerem.
Per exemplificar les afirmacions anteriors, vegeu:
« —10=-2-8=1-(=2)°+1-(=-2)3
la descomposicié (Unica) de la qual és (1,0,0, 1).
c =10=2-448-16=(=1)-(=2)" + (=1) - (=22 + (=1) - (=2)* + (=1) - (=2)%,

la descomposicié (Unica) de laqual és (—1, — 1, — 1, —1,0).
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«—10=-24+8-16=-2+8+16-32=-2+8+16+32—64=---,

les descomposicions de les quals sén, respectivament, (—1, — 1,0,1,0) = (1,1,
—1,0,1,0) = (—1, -1,1, — 1,0,1,0) = .-

En les targetes negabinaries que us he presentat, I'efecte de magia funciona perque els
coeficients que es fan servir son 0 (no) i 1 (si), és a dir, son no negatius, i la descomposicio de
cada nombre és Unica.

Ara bé, a partir del que he comentat anteriorment, les targetes també es podrien preparar
amb els coeficients 0i (—1), i com que la representacio és Unica, també funcionaria. Aixo si,
per poder fer els calculs i aconseguir I'efecte magic, el valor associat a cada targeta hauria de
canviar de signe: a la primera li correspondria el (—1); a la segona, el 2; a la tercera, el (—4),
etc.

A tall d’'exemple, vegeu:
6=2-4+8=0-(-2)°+(=1)-(=2)" +(=1)- (=2 +(=1)- (=2 +0-(-2)*
i hauria d'aparéixer ara a les targetes 2, 3 i 4.

Us deixo com a exercici, si voleu, fer la descomposicié de cada nombre i fer les targetes
corresponents, que crec que també és una activitat molt interessant per portar-la a I'aula.

Comentaris finals

Aquest sistema negabinari que us he presentat té 'avantatge que es pot escriure amb tots
els nombres enters, positius i negatius, sense haver de fer servir un digit (coeficient) extra
per al signe, com si que es necessitaria en el sistema binari, perd, en canvi, les operacions
aritmetiques basiques resulten bastant complexes de fer.

També us vull obrir la porta a explorar, jugar i experimentar amb altres bases negatives amb
altres nombres per descobrir propietats interessants, fer-vos més preguntes riques i, qui sap,
inventar nous efectes magics.

Per acabar, vull afegir que segurament aquests sistemes no sén uns bons sistemes de nu-
meracio per utilitzar quan es necessita fer operacions, pero resulten bastant enginyosos per
presentar un efecte de magia matematica com aquest, no creieu?

Enllacos d’interés sobre les bases negabinaries

https://math.stackexchange.com/questions/3251605/how-to-add-negabinary-numbers
http://mathworld.wolfram.com/Negabinary.html

http://oeis.org/wiki/Negabinary
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grup de didactica de lesimatematigues

Un homenatge a Llufs Antoni Santalé
des d'una perspectiva didactica

Grup Cubic

El passat 22 de novembre es va dur a terme la 3a Jornada de Didactica de les Matematiques
de la Facultat de Matematiques i Informatica de la UB. Des del grup Cubic (Grup de Didacti-
ca de la Facultat de Matematiques i Informatica de la UB, compost per professorat de mate-
matiques de secundaria i batxillerat) es va voler retre un homenatge a Lluis Antoni Santalé,
considerat el millor matematic catala del segle XX.

Recordem que Lluis Antoni Santalé forma part de la Linia del temps de I'educacié matematica
a Catalunya, presentada en el C2EM 2016.

Paral-lelament a la Jornada, a la Biblioteca de la Facultat de Matematiques i Informatica es va
fer una exposicié de llibres de Santald. A la vegada es va publicar una magnifica exposicié

virtual titulada Matematics catalans. Lluis A. Santald: de Girona a I’Argentina.

El programa de la Jornada va ser el segiient:
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17.00 h. Presentaci6 de la jornada i benvinguda (a carrec de Carles Casacuberta, dega
de la Facultat de Matematiques i Informatica de la UB)

17.10 h. «Recordant Lluis Antoni Santal6» (a carrec de Claudi Alsina)

17.25 h. «Role-play de probabilitats»

17.40 h. «Lluis Santalé: un cientific, un mestre» (a carrec de David Juher, director de la
catedra Lluis Santalé d’Aplicacions de la Matematica de la Universitat de Girona)

17.55 h. Visita a I'exposicié de llibres de Lluis Santalé a la Biblioteca de la Facultat de
Matematiques i Informatica de la UB

18.25 h. Taller d’activitats didactiques inspirades en I'obra de Santalé

19.50 h. Cloenda

En la primera presentacié, en Claudi Alsina, que va treballar directament amb Lluis Antoni
Santald, ens va presentar un Santalé més personal, fent un repas de la seva vida i de la seva
obra, tant I'académica com 'educativa.

APRENDI A APRENDER PARA
PODER ENSENAR Y APRENDI A
ENSENAR PARA PODER
APRENDER

Entre les dues presentacions es va dur a terme un role-play de probabilitats anomenat Joc
del 6, segons el qual cada assistent havia d’anar tirant un dau cubic i s'anava asseient en el
moment que li sortia un 6.
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Tot sequit, David Juher, com a director de la catedra Lluis Santalé d’Aplicacions de la Ma-
tematica de la Universitat de Girona, ens va presentar la feina que s'esta fent des de la
catedra.

A continuacié ens vam desplacar a la Biblioteca de la Facultat de Matematiques i Informatica
per visitar I'exposicio de llibres de Lluis Santalé.

[ ] U
. )

Per tancar la Jornada es va portar a terme un taller d'activitats didactiques inspirades en
I'obra de Santalé.

« Jocdel 6

+ Monedes i agulles de Buffon
« Tirar entre ratlles (TER)

« Tacs, Hanjie, cubs multilink
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Al web de la Jornada també es pot consultar la fitxa del problema de les coincidéncies de
Monmort, que acompanyava el material inspirat en 'obra de Santalé exposat a la vitrina de
la Biblioteca.

Fotografia del grup Cubic.

Bibliografia

Santald, L.A. La matematica: una filosofia i una técnica. Vic: Eumo, 1993.

Pagines web
ExposiciovirtualalaBibliotecadelaFacultat de Matematiquesilnformatica https://crai.ub.edu/
ca/coneix-el-crai/biblioteques/biblioteca-matematiques/matematics-catalans-lluis-a-santalo-

de-girona-a-l-argentina.

Liniadeltempsdel’educaciéo matematicaa Catalunya. https://sites.google.com/site/matemati
quesacatalunya/

Web del grup Cibic www.ub.edu/cubic/
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elraco del cesire-creamat

El CESIRE-CREAMAT,
laboratori de matematics

1 000 0000000000000 0000000000000000000000000

Estem convencuts que entre els lectors d’aquesta revista, persones interessades en |'ense-
nyament i I'aprenentatge, no existeix el dubte que |'experimentacié és una eina didactica
de primer ordre. Fins i tot que, més que una eina, és un deure i una necessitat. Aquesta
experimentacio pot tenir un punt abstracte (podem fer exploracions matematiques riques
amb nombres i figures sobre un paper): pot ser virtual (amb miniaplicacions), pero també
pot ser material i molt concreta (fent servir materials tangibles). Les experiencies vitals i
d'aprenentatge sén diferents i 'empremta que deixen també ho és. Deia Puig Adam el 1957:

El concret comenca essent pel nen alld que percep; sobre aquestes primeres percepcions
actua elaborant analogies de les quals sorgeixen conceptes més generals, més abstractes,
arribant a vegades a processos d’abstraccié de rapidesa insospitada. La percepcid i l'accié
semblen constituir el binomi sobre el que es desenvolupa I'aprenentatge matematic.

Perdo sembla que a les aules de matematiques la manipulacio, amb objectes quotidians
o modificats i amb materials didactics dissenyats especificament per a I'aprenentatge, no
acaba d'ocupar el lloc que li pertoca. La manipulacié i I'experimentacié encara no estan prou
presents a les aules de primaria i fins i tot sovint sén menystingudes a les de secundaria.
Tots i totes hem vist centres on no existeixen materials didactics matematics (com geoplans,
Polydron o similars, cubs multilink, reglets...) o, si n'hi ha, estan agafant pols als armaris. | si no
agafen pols, és perqué encara estan embolicats amb plastic, pendents de ser estrenats. Per
sort, no és la norma general i sembla que hi ha un canvi de tendencia: quan el professorat de
matematiques veu i toca els materials, es respiren més bones sensacions.

No entrarem en aquest article en I'analisi detallada dels motius per a la poca extensié de I'is
dels materials manipulables, perd un d’ells, i potser un dels principals, és no saber exactament
com usar-los. | és que els materials, per si mateixos, no sén un recurs. El recurs el constitueix
el material, les activitats que proposem amb ell i la forma en quée ho gestionem tot plegat.
Aquesta idea, com moltes d'altres, la recollim dels diferents escrits de I’Anton Aubanell, tot
un referent en aquest tema. Hi ha molts ensenyants que volen canviar la manera de treballar
les matematiques a I'aula, pero que no acaben de fer el pas perqué no coneixen prou idees o
no senten prou seguretat per substituir les velles activitats per activitats belles. Una activitat
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bella és, per a nosaltres, un activitat rica, que crea coneixement de forma viscuda i que ajuda
a desenvolupar les competéncies matematiques personals.

Es en aquest marc que des del CESIRE ens hem plantejat dur a terme algunes accions d’impuls
de la utilitzacié de materials manipulables.

1a accid. Préstec de lots de material per a primaria i secundaria

Des del CESIRE hem preparat deu lots (cinc per a primaria i cinc per a secundaria) amb material
que considerem basic per comencar a introduir-lo a I'aula. La llista, per si pot ser d’interes a
algun centre, és la seglient: space*-0.2cm

+ Tauler de nombres de I'1 al 100 (panell amb 121 caselles)
Lot de calcul

» Maleta de daus

» Quadre de fraccions unitaries

» Fraccions amb sectors circulars (cercles) (2 unitats)

« Tangram xinés (24 unitats)

+ Blocs de patrons (pattern blocks) (4 unitats)

» Cubs multilink (cubets encaixables) (4 bosses de 100)

« Lokon (poligons encaixables) (4 unitats)

+ Joc de volums per omplir: volums transparents, grans i petits...
« Llibres de miralls grans (10 miralls, 5 llibres) (2 unitats)

+ Geoplans (quadricular i circular) (12 unitats)

+ Metre cubic per construir

« Pentdminos

+ Roda (hodometre)

Imatge del lot de material per a secundaria.
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Aquests lots s’han cedit a deu centres repartits per tot el territori amb el criteri general que
siguin centres que, per diferents raons, volen iniciar-se en I'Us de materials manipulables.
El préstec es fa pel periode d’'un curs amb la intencié que, passat aquest temps, el centre
s'animi a fer la despesa (que tampoc no és tan important) i pugui decidir per quins materials
prioritza comencar. Cada centre té assignat un mestre o professor acompanyant, per si li cal
assessorament. Per altra banda, alguns dels educadors del centre assistiran a tres sessions de
formacio planificades per fer al llarg del curs (en el moment d’escriure aquestes linies s’ha
fet la primera). També estan convidats a documentar i compartir a través d'un blog algunes
de les activitats que experimentin amb els materials, amb I'objectiu d’anar formant un petit
banc de recursos.

Es objectiu del CESIRE continuar fent aquest préstec, en aquest format o en un altre de
semblant, durant els propers cursos.

2a accié. Campanya sobre el laboratori de matematiques

Probablementjaconeixeulescampanyes del CESIRE (https://sites.google.com/xtec.cat/cesire-
matematiques-campanyes). Durant aquest curs es continuaran fent les del concurs video-
MAT+, on es proposen activitats basades en videos del certamen agrupades per tematiques,
i «Dimensié web», on es comenten webs a les quals es pot recérrer per trobar recursos per a
I'aula. En aquestes campanyes es van suggerint diferents propostes al llarg del curs.

%™ Jideowar

b matematiques per .
@ respondre preguntes i /

Laboratori de matematiques videoMAT Plus "Dimensié" web

Les tres campanyes actives del CESIRE.

Enguany hem iniciat una nova campanya: «Laboratori de matematiques». Les propostes se
centraran en activitats per a tots els nivells educatius, que s’han de realitzar especialment
amb els materials presents als lots de préstec. La campanya s’ha estrenat amb un conjunt
d'activitats per fer amb pattern blocks (algunes de les quals estan inspirades en els materials
compartits per Daniel Ruiz, professor de la Universitat de les llles Balears (UIB). En properes
propostes hi trobareu geoplans, cubs multilink, etc.
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R
3t = 3

Exemple de suma de fraccions amb pattern blocks (proposta 1 de la campanya).

3a accié. Grup de treball sobre laboratoris de matematiques

Aquesta accié vol anar una mica més enlla, de manera que s’ha creat un grup de discussio
sobre la implementacié de laboratoris matematics i I'experimentacio als centres amb profes-
sorat que ja els esta tirant endavant. Tot i el convenciment que I'experimentacié és cabdal
en l'aprenentatge de les matematiques i que hi ha diferents recerques pedagogiques que ho
validen, encara hi ha cami per recérrer i preguntes no del tot resoltes. Per exemple:

« Cal que el laboratori de matematiques sigui un espai fisic?

A aquesta questio, deixant ara al marge la possibilitat real de cada centre de disposar
de tal espai, es pot contestar de diverses maneres. L'Anton Aubanell diu que «potser
podriem definir el laboratori de matematiques com un ambit propici a I'experiéncia
matematica». Es una definicié prou oberta perqué laidea de laboratori no quedi cenyida
a un espai, i convida a pensar que el concepte de laboratori pot estar lligat, basicament,
a una manera de fer, a una metodologia que es basa en I'experimentacié i que s'aplica
amb un minim de continuitat, que no es fa de manera esporadica. En aquesta linia, el
laboratori pot ser mobil o ubic. Hi ha centres que tenen «carrets de matematiquesy, i
molts de primaria tenen el material basic a l'aula, o en espais accessibles propers, per
poder-hi recorrer facilment quan el necessiten. Fins i tot una pregunta encara oberta al
debat és si als centres, especialment als de primaria, és realment necessari aquest espai
especific. Unaargumentacié que acompanya aquest parer és que si hem d’experimentar
sempre...,, per que no hem de fer-ho a l'aula?

+ Queé aporta un espai fisic especific?

Molts centres disposen ja d’espais especialitzats: gimnas, aula de musica, laboratoris de
ciencia, taller de tecnologia... Als centres de secundaria aquesta diversificacié d’espais
és més evident. Tothom veu clar que no es poden fer tombarelles ni bullir una dissolucié
d’aigua amb sal a l'aula estandard. L'existéncia d’aquests espais ha respost a una evi-
dencia educativa: s'aprén fent, s'apren experimentant. L'espai ha d’estar adaptat al que
s’hi ha de feriel material necessari ha d’estar a I'abast. Perd, a més, aquests espais poden
estar ambientats. No hi ha, per exemple, un laboratori de quimica sense un cartell de la
taula periodica penjat. L'ambientacié pot ajudar a orientar el clima de treball.

Un efecte secundari és que la reserva d'un espai obliga a la seva utilitzacié. En molts
instituts I'alumnat ha de passar, com a minim, una hora a la setmana pel laboratori cien-
tific o pel taller de tecnologia. Aixo no significa que experimentin o practiquin, perque
ja sabem que totes les idees es poden pervertir. No és estrany que en aquests espais es
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continui fent la mateixa feina de paper i llapis que a la classe estandard. Pero, en tot cas,
s’entén que I'experimentacio (i, de retruc, la immersié ambiental) esta incorporada en la
filosofia del centre. Per que no també en les matematiques? L'existéncia d’aquest espai
podria acomplir una funcié de motor de canvi important. Esta confirmat també per
la recerca educativa que perque els canvis educatius tinguin una repercussio efectiva,
real i continuada, és més important que siguin d’equip o de linia de centre que no
pas fer-los a escala individual. Des d'aquesta perspectiva, I'existéncia d'un laboratori de
matematiques, amb el seu espai especific definit, pot repercutir d'una manera positiva
en la millora pedagogica del centre. Podriem dir que facilitara fer de llavor, de taca d'oli,
d‘irradiador..., 0 qualsevol altra metafora que considerem.

« Quin model de fitxa de laboratori és el més adient?

Tal com diuen els companys del laboratori de I'Institut Baix a Mar, I'ideal seria que la
feina del laboratori s'integrés com un tot. Per tant, el que ha de regular la practica
amb material no és la fitxa de laboratori, sind els objectius d'aprenentatge. La proposta
pretén recobrir el curriculum amb activitats manipulatives. Perod estem d’acord que és
convenient que l'activitat deixi rastre, de vegades en una fitxa o al quadern, d'altres
amb una entrada en un bloc o amb una fotografia. S'aposta per seguir la seqiiéncia
«experimentacio, descobriment, conceptualitzacié i formalitzacié», que descriu I'’Anton
Aubanell en els seus escrits. D’aquesta manera, intentem que la resolucié de problemes,
I'experimentacié amb materials, I'exploracié amb jocs..., siguin la base de I'activitat a
l'aula.

Debatre aquestes qliestions i d’altres com la gesti6 de I'espai, la continuitat laboratori-aula,
la comunicacié de les experiéncies, la manera de compartir activitats, etc., sén alguns dels
objectius d’aquest grup de treball. En el futur estudiarem com compartir els seus resultats.

En resum: una linia d'impuls que recull allo que el Museu de Matematiques a Catalunya
(MMACA) declara amb el lema «Prohibit NO tocar».
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associacio-catalana de Geogebra

Estimacio de I'area sota una corba
en el calcul de Pi
Introduint el GeoGebra al laboratori de matematiques

Guillem Bonet Carbé i Manel Martinez Pascual
Associacio Catalana de Geogebra

Introduccio. El GeoGebra a l’aula

Sovint, quan programem una sessi6 amb GeoGebra, ens la plantegem com una hora de
treball només amb el programa. Ens oblidem que GeoGebra, a part de ser una bona eina per
treballar la matematica, es pot convertir en el nostre millor aliat a I'hora de completar una
investigacio, encara que aquesta no estigui planificada inicialment per ser treballada amb el
programa.

GeoGebra no només ens pot servir per comprovar resultats, dibuixar situacions geometriques
i fer-ne els calculs, sind que també pot esdevenir una eina de gran ajut per descobrir pro-
pietats matematiques i visualitzar algunes idees que dificilment podrien ser representades
graficament en un full de paper si no és de manera dinamica. A més, també permet que els
alumnes puguin fer les seves investigacions matematiques.

Precisament, aquest article seguira la linia que acabem de definir. Us presentem una experi-
éncia d'aula realitzada per Manel Martinez a batxillerat i que es complementa molt bé amb
GeoGebra. Esperem que us agradi.

Introduccio del problema

Tot seguit exposarem una sequéencia d’idees per treballar amb els alumnes el concepte
d’area sota una corba. Aquest concepte es pot generalitzar i aplicar al calcul de I'area d'una
superficie qualsevol. Amb tot, procurarem que sigui una superficie amb un perfil que tingui
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certa curvatura; en cas contrari, la resolucié del problema podria ser massa senzilla i no
ens serviria per al concepte que pretenem introduir. També ens interessa que la corba que
s'estudii pugui expressar-se matematicament amb una funcid. Aixd no és imprescindible per
a la primera part de l'activitat, pero si per a la darrera.

En l'activitat d’aula que us presentem, proposem als alumnes calcular, de la manera més
aproximada possible, I'area que es troba entre una funcié i I'eix de les abscisses en un interval
determinat. Els alumnes es disposaran per parelles amb I'objectiu de fomentar el debat i
la discussié matematica en aquelles situacions de conflicte que vagin sortint en les seves
investigacions i, alhora, provocar I'argumentacié i el consens en el moment de prendre
decisions. Unes condicions idonies per treballar les competéencies agrupades en la dimensio
de comunicacid i representacio.

Una primera activitat ha de ser la comprensié del problema utilitzant esquemes o una
representacié matematica aproximada que els permeti identificar I'area que han de mesurar
i, alhora, evidenciar els elements que la determinen. Per a aixo, facilitarem a cada parella un
bon tros de cordill i un DIN-A3 on tan sols hi hauran representats els eixos de les coordenades.
Amb el cordill representaran corbes i pintaran |'area delimitada per aquestes i pels eixos de
les abscisses. En aquest moment sorgira de manera natural quines corbes sén funcions i
quines no, i, a la vegada, la importancia del domini a I'hora de seleccionar les arees.

No es pot expressar com una funcié. Si que es pot expressar com a funcié.

Mesurem des de x = 1 finsa x = 6,5. Mesurem des de x = 1 fins a x = 8,75.
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Tot sequit hauran de discutir en grup petit quina sera la seva estratégia de resolucié, s’hauran
de plantejar com poden assolir amb exit I'objectiu de I'activitat, aproximar |'area entre la
funcio i I'eix de la manera més exacta possible.

Amb l'objectiu d’assegurar-nos que s'adquireixen els conceptes que es treballen, assignem
les funcions segiients als alumnes segons el seu nivell d'assoliment habitual.

x—8
o falx) =2— T2 en [0, 8]. Funcid positiva en tot aquest interval.
2) (36 — x)?
e fz(x) = O + )1(6 x) en [—6, 6]. La funcié agafa tant valors positius com valors
negatius.

s fe(x) = gx\/81 — x2 en tot el seu domini. Funcié antisimétrica amb valors positius i
valors negatius.

Un cop discutit tot aixo, del grup petit al grup gran, els demanarem que comencin a treballar
en aquesta estrategia usant una grafica de la funcié que els demanarem que representin ells
amb GeoGebra i que imprimirem en un DIN-A3.

Funciéo A Funcio B Funcio C
fa(x) =2 — =2 en|0,8] fo(x) = B0 on[_6,6]| fo(x) = ixv/81 — x2en [-9,9]

Un cop discutit tot aixo, del grup petit al grup gran, els demanarem que comencin a treballar
en aquesta estrategia usant una grafica de la funcié que els demanarem que representin ells
amb GeoGebra i que imprimirem en un DIN-A3.

Per dibuixar una funcié f(x) definida en un interval [a, b] amb GeoGebra, cal usar la
instruccio:

funcié(f(x), a, b)

En cas que els alumnes no trobin cap solucié viable per resoldre el problema, els induirem a
seguir la proposta que esta desenvolupada en el punt segiient.
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Proposta de treball d’exploracio

Comencem manipulant

Un dels factors clau per entendre bé un problema és familiaritzar-se amb ell mitjancant la
manipulacié i descobrir a poc a poc la matematica que hi esta implicada. Per aquest motiu,
la primera proposta per aproximar I'area sota la corba pot consistir en la comparacié amb
figures senzilles, de les quals sapiguem calcular I'area de manera rapida. Les millors opcions
son els rectangles i els triangles. En cas que els alumnes hagin emprat una altra figura per
omplirI'area buscada, analitzarem la situacié, comentarem els prosi els contres que hitrobem
i, si és el cas, els animarem a continuar amb la seva proposta.

Volem simplificar tant com sigui possible el calcul i el muntatge del recobriment de l'area.
Per aquest motiu, usarem rectangles que tinguin tots la mateixa base situada sobre I'eix de
les abscisses.

Podem fer unes primeres estimacions de I'area usant tiretes de paper d'un gruix enter i
determinat. Deixarem que els alumnes dedueixin que aprimant aquestes tiretes 5 cm, 3 cm,
2.cm, 1 cm..,, poden ajustar millor el valor de I'area. Una primera consideracié sobre la decisio
presa sera si amb els rectangles seleccionats es podra cobrir el domini i quines solucions
aporten en cas que no es pugui, tenint en compte que hauran de mantenir sempre la mateixa
amplada en tots els rectangles. Un cop consensuada la resposta, hauran de retallar les tires
de paper i alhora decidir I'al¢ada, tot depenent de la part d’area que es cobreixi.

fa(x) =2 — =2 en|0,8] fo(x) = GEDE—0" on[_6,6]| fo(x) = 1xv/BT — x?en [=9,9]

1 a=23.08

Molt probablement els alumnes decidiran I'alcada del rectangle mesurant directament en el
full amb el regle. Aixo ens pot semblar que els aparta d'usar la funcio i de treballar amb les
imatges de la funcié. No ens hem d’alarmar, ja que és des de I'experimentacié que acabaran
entenent quin paper hi té la funcié. Aquesta sera una primera aproximacio de I'area, i no sera
fins que no s’hagi produit la descoberta que els alumnes estaran en condicions de formalitzar
el procés seguit i expressar matematicament el que han estat manipulant.

Un cop omplerta la regié amb rectangles, aproximaran la seva area amb la suma de les arees
de tots ells.
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Pas a la formalitzacié del procés

La formalitzacié del procés seguit és important per dos motius: en primer lloc, I'estudiant ha
de reflexionar sobre la manipulacié realitzada, sobre el que ha descobert en grup, relacionant
el que sap de funcions amb el que ha fet amb els rectangles; en segon lloc, cal que els
alumnes aprenguin a organitzar el seu pensament i les seves idees, i a redactar i explicar el
procés seguit. En aquest moment es pren consciencia de tot el que s’ha fet i es dona pas a la
reflexié amb I'objectiu d'introduir millores en cas que es pugui.

En aquest procés, els estudiants hauran deduit que l'alcada de cada rectangle ve determinada
perlafunciéi, concretament, perlaimatge d'un punt determinat de la base. L'eleccié d’aquest
punt també és digna d'investigacié i discussid per part dels integrants del grup de treball.
Per fer-ho, no els donarem cap indicacio, siné que hauran de ser ells els que prenguin les
decisions en cada moment.

Es a dir, posem que hem de calcular l'alcada d'un rectangle que tindra la base entre les
abscisses x = aix = b;la seva alcada estara relacionada amb les imatges d'algun dels punts
delinterval [g, b]. Per I'experiencia que tenim, els alumnes acaben consensuant raonadament
quines alcades del rectangle agafen. La majoria escullen I'algada minima entre f(a) i f(b), de
manera que el rectangle caigui completament dins de la regi6, pero si haguessin escollit la
mitjana entre les dues, probablement estarien retallant I'error; cal valorar-ho. Aquiles opcions
sén multiplesi es produeix un tractament molt ric del control de I'error.

En el punt en qué ens trobem, no caldra calcular gaires imatges perqué els rectangles tenen
prou amplada i els alumnes podran estimar I'area fent els calculs a ma o amb la calculadora.
En el punt seglient, els intervals del domini seran molt més petits i la cosa ja es complicara.
Sera convenient llavors usar un full de calcul; per exemple, el de GeoGebra.

Queé succeira quan la imatge doni valors negatius? Aquest sera un punt important que la
manipulacié amb materials ajudara a resoldre. Mentre s'utilitzen tires de rectangles, no hi ha
dubtes a I'hora de calcular arees. Es quan es relaciona I'alcada dels rectangles amb la imatge
de la funcié en un punt, que aquest debat sorgeix i es resol. Caldra prendre sempre el valor
absolut de les imatges.
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D IEN B R ol wIPANYEE S5 Q
alclla E :— A, B C D E F G
6 1 | Nombre d'intervals 10
2 Amplada domini 18
3 Amplada interval 18
4 4
5 Interval (a,b) a. b. f(a). f(b). Alcada Area
6 1 9 72 0 -486 0 0
2 7 2 -T2 -54 -486 -486 486 875
8 3| 54 36 -48 -371 371 668
a=-19 b=1 9 4 36 18 -371 -198 198 357
12 o [ % 4 - 2 4 3 H 10 5 -18 0 -198 0 0 0
1 6 0 18 0 198 0 0
12 7 18 36 198 371 198 357
-2 13 8 36 54 371 486 371 668
14 9 54 72 486 486 486 875
» 15 10 72 9| 486 0 0 0
16
ﬂ Area fotal = E!
5 18

Els grups que ho necessitin, podran ampliar el que han fet experimentant; per exemple, fent
un estudi sobre com varia I'area obtinguda en funcié del punt de la base que s’ha escollit
com a referéncia. Experimentacié que, com hem comentat anteriorment, els pot portar a fitar
el valor real de I'area i fer una primera estimacio de I'error comés en I'aproximacio.

Una altra ampliacié interessant és provocar que els alumnes aprenguin a connectar el full
de calcul creat amb la pantalla grafica. En aquest cas, hauran de calcular i definir els punts o
vertexs de cada quadrilater i crear dins la columna A (o la que sigui) del mateix full de calcul
I'element Poligon(Bk,Ck,Ek,Dk), on k és la fila on es troben els punts creats.

D’aquesta manera, a laimatge anterior s’han calculat les alcades dels rectangles amb la funcié
minim o maxim, mentre que a la imatge segiient no s’ha fet aquesta precisio i s’ha agafat la
imatge de cada punt com a algcada del vértex base corresponent, per la qual cosa aquesta
segona vegada s'’han obtingut els trapezis que ens aproximaran |'area. Noteu que en aquest
segon cas s’ha modificat I'ordre dels vértexs per aconseguir el poligon buscat.

Paral-lelament, a la pantalla grafica es dibuixen automaticament els poligons creats.

ol am
DR D)= PANIE
» Lafinestra grafica > Full de cilcul
flw cBEEEE~ B~
° A | 8B | e | © E
7| Domini  Numinfe.. Amplada
s 2| . 18 1
Funcié =5 Vi | =
R | 4 | poigon | Punt1 | Acasat | Pum2 | Aiadaz ||
Nombre d'intervals 5 206 (-9,0) (9, 0) (8,0 | (8-412)
n=18 [6 | as 6,0) | (8,412 | (7,00 | (7,495
—_— [7 | 49 (7.0 | (7,495 | (6,00 | (5503
[8 | ass 6.0) | (6503 (500  (5-468)
. z 9 | a3 (5.0) | (5-468) (40 | (4-403)
Area calculada =56.61 [10] =t 40 | 4403 (30 (3319
E [11] 280 (3,00 | (3318 (2,00 | (2219
[12] 168 2,0 | (2219 (1,0 (-1
[12] oz (L0 | (.112) | ©.0 ©.0)
t v 2 3 s @ g [1a| oz ©.0) ©.0) 1,0 | (112
[15] e a0 | 0112 | 20 | @219
E [16 | 280 20 | 2219 | (30 | @318
[17] =8 G0 | 3318 | @0 | @440
2 [18| a3 @0 | 4403) | 50 | (5468
[18] 4es 6.0 | (5468) | (60 | (6503
o [20] 400 6.0 | 650 | (7,0 | 7499
21| ase 7.0 | .49 | 20 | (5412
[22] 208 ©0 | 8412 | ©0 @0
* [23 | suma 0,0y ©.0)
2 5861
s o=
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Amb aquesta idea, els alumnes visualitzen els calculs realitzats i s'asseguren que el que han
calculat és realment el que hi ha dibuixat. A 'exemple proposat, s’han calculat els trapezis
sota la corba, pero es podrien haver calculat els rectangles usant la funcié maxim o minim de
les alcades.

Valoracid del resultat

Un cop executada la proposta de resolucié per part dels alumnes, ens hem de preguntar fins
aquin punt el resultat trobat és fiable i 0Optim. Recordem que els alumnes han usat rectangles
per aproximar una funcié corba i que, per tant, quedaran petits espais entre la corba i els
rectangles que no estaran mesurats. Ens interessa que els alumnes es preguntin com es
poden cobrir aquests espais, ja que d’aquesta pregunta en sortiran de ben segur bones idees.
Una podria ser cobrir els espais amb trapezis en lloc de rectangles, una altra podria ser afinar
I'amplada del rectangle per ajustar-nos més a la corba.

a=-2428

B

Ens fixarem que, fent-ho d'aquestes maneres, haurem aproximat el nostre resultat molt més
del que ho haviem aconseguit en la resolucié inicial.

Una resposta ens porta un altre problema

Un cop tenim una hipotesi sobre el que estem treballant, ajustem la intuicié de I'alumne amb
una altra pregunta: quina quantitat d’espaguetis o de tallarines cabra sota la corba? Fem el
calcul primer i després comprovarem el resultat.

Els alumnes se les hauran d’enginyar per mesurar 'amplada d'una tallarina i d'un espagueti.
Acostumen a posar-ne uns quants I'un al costat de l'altre, i a repartir I'amplada total que
ocupen entre el nombre total d'unitats posades. Un cop obtingudes les amplades, apliquen
el mateix métode i els mateixos calculs al nou problema.

Mesura de I’area sota la corba mitjancant tallarines.
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Observem que ara els calculs seran molt més llargs, ja que per omplir el domini es necessiten
més intervals i, per tant, més rectangles. Per aquest motiu, és molt aconsellable fer totes
aquestes operacions amb el full de calcul S’'enganxaran amb cola totes les tallarines, d'una
en una, i tots els espaguetis, d'un en un, fins a recobrir tota I'area sota la corba, i es tallaran al
punt que toca (vegeu la imatge anterior amb el resultat final).

Un darrer pas seria comprovar si els calculs realitzats a partir de la practica s'ajusten als
teorics. En aquest cas, el resultat es podria validar a partir d'un calcul senzill si sabem quant
pesen els espaguetis que hi ha sota la grafica (caldria usar una balanca de precisio) i I'area
que cobreixen 100 g dels mateixos espaguetis. Amb tot, és convenient que els alumnes
argumentin quin metode han emprat per resoldre la situacio.

Pas al limit, els intervals es fan petits

Arribats fins aqui, ens podem preguntar fins a quin punt podem millorar I'estimacié de I'area.
D'alguna manera, manipulativament hem fet tot el que hem pogut i volem fer un pas més.
Geogebra acabara ajudant en aquesta fase.

a=-23 b=223 a=-2109 S
1 T

a=2824 ‘ t=lod 24
5
= ] L I . R )

Afinant 'amplada dels rectangles per explicar el pas al limit amb GeoGebra.

En aquest cas, de manera natural després del procés seguit surt que

Area buscada

(b — G)Z" [flar) — fla)|

- 5 , si es treballa amb trapezis.

(b —a
n

Area buscada Z: . [max(f(ax—1),f(ax))|, si es treballaamb sumes superiors.
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Area buscada = (b,,JZ::1 |min(f(ax—1), f(ax))|, si es treballa amb sumes inferiors.

Com veiem, el que hem fet ha estat treballar amb els diferencials de manera natural i sense
haver-los introduit.

Visualitzacio del limit amb GeoGebra

Al punt anterior hem comentat que no podem trobar manipulativament cap aproximacio
més precisa de |'area buscada. Bé, no és del tot aixi. GeoGebra és una eina molt potent
que ens permet visualitzar i manipular aquest pas al limit. Aixd ho podrem fer gracies a les
funcions SumaSuperior i Sumalnferior.

Per calcular i representar graficament la suma superior o la suma inferior d'una funcié
f(x) definidaenuninterval [a, b]amb n subintervals, cal usar les instruccions segients:

SumaSuperior(f(x),a,b,n) i Sumalnferior(f(x), a, b, n)

Si,a més, pretenem crear cert dinamisme, cal definir el nombre d'intervals n en forma de punt
lliscant que només prengui valors naturals (per exemple, des d'1 fins a 100).

Usarem les funcions Integral(f (x), a, b) o IntegralEntre(f (x), g(x), a, b si el que volem és
calcular el valor exacte de I'area definida sota una funcio f(x) definida en un interval
[a, b] o I'area definida entre dues funcions f(x) i g(x) al mateix interval.

L'Us d'aquestes funcions per visualitzar I'aproximacié de I'area amb sumes inferiors i superiors
sera el pas que necessiten els nostres alumnes per acabar de copsar el pas al limit descrit.

Referents historics

El métode que hem usat per apropar-nos a la integral i aproximar una area curvilinia donada
és en realitat molt antic. Una idea molt semblant a aquesta va ser usada per Eudox de Cnidos
(s. Iv aC) per aproximar de manera exhaustiva arees i volums a través d’'una successié de
poligons d’area coneguda que convergien en l'area buscada.

AN
\ :

Idea d’Arquimedes per aproximar I'area d’un cercle.
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El mateix métode va ser usat pocs anys més tard per Arquimedes (s. iii aC), que el va emprar
per trobar una aproximacio de pi, fitant-lo entre % <rm< 2—72 a través del calcul d'arees de
poligons regulars que s'aproximaven a la circumferéncia (vegeu laimatge superior). També va
treballar en el calcul d'un segment d'espiral i en el de I'area d'un segment de parabola (si voleu
treballar aquest darrer, us aconsellem la miniaplicacié de GeoGebra d'E.M. Ferndndez Aguilar,
titulada «La cuadratura de la pardbola de Arquimides»: www.geogebra.org/m/uNRgJDvJ ).
Poc més tard, a la Xina, Liu Hui i Zu Chongzhi usaven aquest mateix métode d'exhausti6 per

aproximar, respectivament, I'area del cercle i el volum d'una esfera.

Molt més endavant, ja al segle xvi, Cavalieri va fer servir la idea del metode d’exhaustié
d’Eudox per deduir el que avui coneixem com a principi de Cavalieri: «Si dos cossos de la
mateixa alcada son tallats per plans paral-lels a les seves bases i produeixen regions d’igual
area, tenen el mateix volumy».

o

Aquadrat = 1.17 Acerc!e =1.17

oy

Miniaplicacié de Juli Jurado Llamas que ajuda a visualitzar el principi de Cavalieri.

Per treballar el principi de Cavalieri podeu mirar el llibre de GeoGebra de Ramon Nolla, titulat
Sobre arees i volums (www.geogebra.org/m/wqsyzHAa) o I'applet de Juli Jurado Llamas titu-
lada Volum d’un con - Cavalieri (www.geogebra.org/m/h2GVAbyP) (veg. la imatge anterior).
Després de Cavalieri, la teoria va passar per Newton i Leibnitz, que amb el teorema fonamen-
tal del calcul van posar marc al que va ser la teoria del calcul infinitesimal. Posteriorment,
Riemann i després Lebesgue van recollir el treball dels seus predecessors i van establir amb
rigor el calcul integral.

En aquest cas, per treballar les integrals de Riemann recomanem les miniaplicacions de
Guillem Bonet sobre integrals definides (www.geogebra.org/m/AR9ENSTS), a la imatge, o la
de Raill Fernandez La integral definida (www.geogebra.org/m/Td2Qtm2Z), que inclou també
una comprovacio de la integral amb la regla de Barrow.
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Integral definida
Entra la funcio:
fX)=0c+3x+5)/5

el

Area entre el punt A | el punt B = 22.93
(] Mostra area

Aproxima I'area
n=14

n = Nombre d'intervals

(] suma Inferior= 20.48
("] suma Superior

ra
La

Miniaplicacié de Guillem Bonet per treballar les integrals de Riemann.

Conclusions i recomanacions

Com segurament deveu haver deduit, aquesta proposta d'activitat no és més que una
descoberta del métode de Riemann, on els alumnes de batxillerat, sense necessitat de grans
coneixements previs, van descobrint tots els detalls del metode, com ara els célculs infinite-
simals, les sumes superiors o les inferiors..., seguint les fases d'experimentacié, descoberta,
conceptuacié i formalitzacié que el professor Anton Aubanell esmenta que ha de tenir tot
bon recurs didactic.

L'experimentacié s’ha dut a terme amb materials manipulatius i amb GeoGebra. Destaquem
la importancia d’haver emprat els dos suports i d’extreure de cadascun d’ells I'ajut necessari
per fer les investigacions corresponents. La visualitzacié dels resultats que es van obtenint,
aixi com la de cadascuna de les etapes que conformen |'estudi, mostren que la matematica
també pot ser presentada com una ciéncia experimental, i aixd permet als nostres alumnes
treballar i desenvolupar les competéncies que la constitueixen.
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Jocs de simetria arreu

Enric Brasé Campderroés i Carlos Luna-Mota
Museu de Matematiques de Catalunya, MMACA
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Introduccio

Aprofitant I'efemeéride d'un dia tan palindromic com el 02/02/2020, volem donar a conéixer
una familia de trencaclosques que ha guanyat cert renom internacional i amb la qual hem
estat experimentant recentment (Ramellini, 2019): els jocs de simetria.

Un joc de simetria és un tipus particular de trencaclosques que té les caracteristiques
seguents:

+ El joc esta format per un conjunt de peces planes.

« L'objectiu és formar una figura plana amb simetria, normalment axial.
« Les peces no es poden superposar les unes a les altres.

+ Sino es diu el contrari, cal fer servir totes les peces.

En tots els jocs que presentarem en aquest article cal fer servir totes les peces per formar
figures amb simetria axial. En els casos en que hi hagi més d'una solucio, calgui fer servir
un subconjunt de les peces o la figura resultant hagi de tenir simetria rotacional, aixi ho
explicitarem.

Figura 1. Figures amb simetria axial (esquerra) i amb simetria rotacional (dreta).
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L'element caracteristic que distingeix aquest tipus de trencaclosques d’altres de semblants
és la imprecisié del seu objectiu. Alla on altres trencaclosques permeten un atac sistematic
del problema que s'ha de resoldre, aqui ens trobem sovint amb un ocea de possibilitats
i molt d'assaig i error. De fet, esta demostrat que resoldre’ls, en general, és un problema
computacionalment intractable (Demaine et al., 2015).

Per exemple, quan mirem de cobrir una silueta particular amb les peces del tangram, sempre
és una bona idea cercar o bé les parts més amples de la silueta (per tal d’encabir-hi els
triangles grans), o bé les parts més estretes (que necessariament s’hauran de cobrir amb les
peces més petites). Aquesta manera sistematica d’atacar un trencaclosques “comencant per
les cantonades” gairebé mai no es pot aplicar als jocs de simetria i, per tant, la seva resolucié
acostuma a ser més dificil del que es podria pensar a primer cop d'ull.

De fet, és precisament aquest contrast entre la simplicitat de les regles i la dificultat de
la resolucié el que fa especialment atractiu aquest tipus de jocs i permet trobar reptes
interessants amb només dues peces. Per exemple, el dissenyador japonés Hiroshi Yamamoto
va assenyalar que amb la peca més gran (pentagon) i amb la peca més petita (triangle)
del famos trencaclosques de la T es poden formar dues figures diferents amb simetria axial
(Demaineetal., 2015).

Figura 2. El trencaclosques de la T, amb el pentagon i el triangle destacats.

A la figura 2 podeu veure les quatre peces del trencaclosques de la T amb les dues peces
que heu de fer servir destacades. Al final de I'article trobareu les dues solucions d'aquest joc
de simetria, pero us recomanem que intenteu resoldre’l abans de seguir llegint per tal que
pugueu entendre com de dificils poden ser aquest tipus de reptes i com de necessaries sén
les adaptacions que proposem de cara a fer-los servir en entorns educatius. De la resta de
jocs que apareixen en aquest article, no en donarem cap solucié per respecte als seus autors
i per tal de donar al lector I'oportunitat de trobar-les pel seu compte.

Jocs de simetria a casa

El gran atractiu intel-lectual dels jocs de simetria fa que hagin tingut forca exit en concursos
internacionals de jocs d’enginy, com ara la Nob Yoshigahara Puzzle Design Competition,
on cada any acostuma a presentar-se’n algun de nou. Malauradament, perd, encara avui
dia és dificil trobar-los a les botigues i sovint no queda més remei que visitar pagines web
especialitzades o contactar directament amb els dissenyadors per adquirir-ne una copia.
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Per sort, la gran majoria d’aquests jocs consten de poques peces, que a més a més tenen
una natura geometrica senzilla (fragments de quadrat, fragments de triangle equilater,
cercles..). En conseqiiéncia, resulta raonablement facil fabricar-les a casa amb cartré o
goma EVA o, si disposem d’eines més sofisticades, fer servir una talladora laser o una im-
pressora en 3D per fer-ne una copia. En qualsevol cas, qui vulgui provar immediatament
algun dels jocs presentats en aquest article, pot fer servir els retallables que trobara a:
http://mmaca.cat/docs/simetriesretallables.pdf.

Aixi, si el nostre objectiu és, simplement, passar una estona entretinguts a casa, hem d’escollir
jocs de simetria que siguin facils de construir i molt dificils de resoldre. Un dels millors
exemples és I'Ex 3, del mateix Hiroshi Yamamoto, que va guanyar una mencié d’honor del
jurat a la Nob Yoshigahara Puzzle Design Competition del 2010 (Rausch, 2010).

Figura 3. Ex 3 (©Hiroshi Yamamoto).

Un altre punt que cal tenir en compte és que el joc que fabriquem proporcioni més d’'un
repte i, per tant, més entreteniment pel mateix preu. Aquest és el cas del Think Twice, de
Vladimir Krasnoukhov (Rausch, 2016), que té dues solucions que sén prou diferents entre si
perque trobar-ne una no doni gaires pistes sobre com sera l'altra.

Figura 4. Think Twice (©Vladimir Krasnoukhov).

Encara millor és el Symmetrix, de Tadao Kitazawa, que I'any 2003 va inaugurar aquesta
familia de trencaclosques (Demaine et al., 2015) i que proporciona tres reptes diferents:

+ Fer una figura simetricaamb dues de les quatre peces.
« Fer una figura simetrica amb tres de les quatre peces.
« Fer una figura simetrica amb totes quatre peces.
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Figura 5. Symmetrix (©6Tadao Kitazawa).

El fet d’haver d’escollir quines peces necessitem per resoldre els problemes menors compen-
sa amb escreix que facin servir menys peces, i tots tres reptes acaben resultant igualment
interessants.

Jocs de simetria al Museu

Si 'objectiu no és entretenir-se (o fer un regal enverinat a un conegut), el criteri canvia. Al
Museu de Matematiques de Catalunya (MMACA), per exemple, no ens podem permetre fer
una exposicié en qué cada persona dediqui una hora a cada modul i seleccionem els materials
de manera que els visitants puguin aprendre matematiques (sovint sense adonar-se'n) alhora
que es diverteixen. Aixi doncs, els criteris canvien i cal adaptar els trencaclosques al nostre
llenguatge expositiu.

Per exemple, quan vam descobrir el 3-4-5 Symmetry, de Donald Bell (Bell, 2015), vam estar
d'acord que era un trencaclosques molt interessant perque ens permetia treballar no només
la simetria axial, siné també el teorema de Pitagores i el calcul mental.

Malauradament, es tracta d’'un trencaclosques forca dificil i calia adaptar-lo abans de fer-lo
servir. Per aixd vam afegir unes marques als costats dels cinc triangles. L'objectiu és doble:
d'una banda, evidenciar les mides de cada peca per donar pistes sobre com s’ha d’atacar
el problema i permetre a I'usuari comprovar si una determinada figura és simétrica o no;
d‘altra banda, transformar un problema continu (com encaixar dos triangles) en un problema
discret (com encaixar dos triangles de manera que les marques quedin alineades) per reduir
la complexitat del repte.

NN

Figura 6. 3-4-5 Symmetry (©Donald Bell), amb marques afegides als costats.

De vegades no n’hi ha prou amb discretitzar un problema i cal simplificar-lo encara més. Per
exemple, el Bitten Biscuits, de Jin-Hoo Ahn, és un joc de simetria molt dificil que admet dues
solucions i que va guanyar una menci6 d’honor del jurat a la Nob Yoshigahara Puzzle Design
Competition del 2016 (Rausch, 2016).
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Figura 7a. Bitten Biscuits (©Jin-Hoo Ahn).

La clau per resoldre’l és adonar-se que tots els arcs de circumferencia implicats son multiples
de 20°. A partir d'aquesta dada no és dificil obtenir una versié molt més tractable i facil de
fabricar simplement transformant els arcs de circumferéncia en arcs d'octadecagon regular.

I8 3

Figura 7b. Bitten Biscuits (©Jin-Hoo Ahn), discretitzat.

El problema, pero, segueix sent forca dificil i la geometria de I'octadecagon no ens interessava
prou, de manera que vam decidir simplificar-lo encara més fent una nova versié basada en
dodecagons regulars, aquests si, molt més familiars i interessants per al nostre public.

T3Y

Figura 7c. Bitten Biscuits (©Jin-Hoo Ahn), discretitzat i simplificat.

Una manera diferent de simplificar el problema és la que vam fer servir amb el SYM-353,
de Jerry Loo i Stanislav Knot (Rausch, 2017), un joc format per tres peces que admet quatre
solucions diferents. Afegint unes marques addicionals a la peca pentagonal podem regular la
dificultat del repte: sino donem cap altrainformacid, les marques ajuden el visitant a entendre
les dimensions i la natura geomeétrica de les peces (que estan formades per fragments de
triangles equilaters), mentre que si afegim que les quatre linies son, precisament, els quatre
eixos de simetria de les quatre solucions d’aquest joc, aconseguim simplificar prou el repte
perqueé tothom el pugui afrontar amb éxit.
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Figura 8. SYM-353 (©Jerry Loo & Stanislav Knot), amb marques afegides al pentagon.

Els jocs de simetria que tenen un excés de solucions presenten un problema ben diferent.
En aquests casos acostuma a haver-hi un grapat de solucions més o menys obvies i d'altres
extremament dificils de trobar. Aixi doncs, no és satisfactori demanar al visitant que en trobi
només una (seria massa facil) o que les trobi totes (seria massa dificil).

Una manera tradicional de resoldre aquest problema consisteix a acompanyar el joc d'un
cartell on apareixen algunes solucions que no ens interessen (o bé perque s6n massa facils
0 bé perqué sén massa dificils) i demanar al visitant que en trobi alguna de diferent (i, per
tant, alguna del rang de dificultat que volem treballar). Una altra manera, molt més elegant i
tematica, és la que va fer servir Vladimir Krasnoukhov en el seu joc Symm-Aster (Stegmann,
2019).

O

Ol 13

Figura 9. Symm-Aster (©Vladimir Krasnoukhov).

En aquest joc s'afegeixen una serie de forats a les peces i es demana trobar solucions que
també respectin la simetria d'aquests forats. D’aquesta manera, el Symm-Aster va passar de
tenir nou solucions amb simetria axial i tres més amb simetria rotacional, a tenir-ne només
cinci una, respectivament.

Nosaltres hem aplicat la mateixa filosofia al Multi-Symmetrics-2, del mateix Vladimir Kras-
noukhov (Krasnoukhov, comunicacié personal, 10 de juny de 2019), afegint un Unic forat i
imposant que I'eix de simetria de les figures hi passi per sobre. Amb aquesta senzilla modifi-
cacié s'eliminen dos tercos de les solucions possibles, perd es conserven les que ens semblen
més interessants (dos heptagons, un octagon, un enneagon, un decagon, un dodecagon i
un tridecagon). Addicionalment es dona un punt de partida solid al visitant, “I'eix de simetria
creua aquest punt”, a partir del qual pot construir alguna d’aquestes solucions de manera
sistematica.
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Figura 10. Multi-Symmetrics-2 (©Vladimir Krasnoukhov), amb un forat afegit.

Jocs de simetria a I'aula

Finalment, si I'objectiu és treballar a I'aula amb jocs de simetria, haurem de tenir en compte
altres criteris. Un dels més determinants sera el preu del material i el temps que tardarem a
fabricar el joc, ja que sera imprescindible que cada alumne (o petit grup d’alumnes) disposi
de la seva copia del trencaclosques durant tota I'activitat.

Una possible solucio és fer servir materials didactics que ja tinguem al nostre centre, com
ara els pentominos. Si disposem d’un joc de pentominos per a cada grup, podem improvisar
(potser dins d’'una activitat més amplia que faci servir aquest material) un parell de jocs
de simetria ready-made: el Crab Puzzle, de Vladimir Krasnoukhov (Stegmann, 2019), i el
Symptomino, de Peter Gal (Rausch, 2014).

Figura 11. Crab Puzzle (©Vladimir Krasnoukhov).

En el primer cas, es tracta de fer una figura simétrica amb els pentominos |, Ti Y, mentre que
en el segon es fan servir els pentominos W, X, Y i Z per oferir tres reptes:

« Fer una figura simetrica amb dos d’aquests quatre pentdominos.

+ Fer una figura simetrica amb tres d'aquests quatre pentominos.
+ Fer una figura simetrica amb tots quatre pentominos.

L o

Figura 12. Symptomino (©Peter Gal).
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Si disposem de diversos jocs complets de pentdminos, també podem mirar de resoldre
alguna de les Pentomino Oddities proposades per Mike Reid (Sicherman, 1997a): formar
figures amb simetria axial fent servir un nombre senar de pentominos idéntics.

Figura 13. Dos exemples de Pentomino Oddities: 5L i 5N (0Mike Reid).

Una altra possible solucié és fer servir materials de construccié (policubs) per fabricar les
peces de manera temporal. Per obtenir els millors resultats, cal escollir jocs de simetria de
natura quadriculada que compleixin dues condicions:

« Que facin servir un nombre reduit de cubs en total perque puguem fabricar prou copies
amb els cubs de que disposem.

+ Que puguem formar un cicle, de manera que cap connexié mascle sobresurti de les
peces, un cop construides, per tal d’evitar problemes d’encaix o peces que ballin sobre
la taula.

Afortunadament, aquestes dues condicions les compleixen un bon nombre de jocs de
simetria. Podem trobar una recopilacié especialment interessant a la pagina que George
Sicherman dedica a les Polyomino Oddities (Sicherman, 1997b).

':ﬂ?tué
':ﬂ?t‘é
':ﬂ?tué

Figura 14. Dos exemples de Polyomino Oddities (©George Sicherman).
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Fer servir jocs de simetria quadriculats no només facilita la fabricacié de les peces, sind que
també ens permet treballar amb coordenades cartesianes, calcular arees i perimetres amb
facilitat, representar les solucions en una llibreta quadriculada i, fins i tot, treballar amb
aquest tipus de joc sense fabricar les peces fisicament. L'activitat seglient exemplifica alguns
d’'aquests avantatges:

1. Utilitzant una graella quadriculada, dibuixeu una figura de 30 quadrats unitat d’area
que tingui un eix de simetria (I'eix pot estar inclinat 45°). Procureu que sigui una figura
relativament complicada (no feu un rectangle!).

2. Penseu com podeu dividir la figura anterior en dos trossos d'area 15 o en tres trossos
d'area 10 d'una forma original i poc evident (no trenqueu la figura per I'eix de simetria!).

3. Dibuixeu les peces en un full a part, retalleu-les i passeu-les a un company, que haura
d'intentar reconstruir la figura inicial.

Treballar amb la quadricula també redueix, en general, la dificultat dels jocs per diversos
motius:

+ La quadricula és un entorn familiar per a I'alumne.
« El problema queda automaticament discretitzat.
« Redueix el nombre potencial d’eixos de simetria.

Tenint en compte aquests avantatges, fins i tot ens pot interessar quadricular un joc de
simetria que no ho sigui en origen. Es el que vam fer amb el SymmeTrick, de Vesa Timonen,
un dels trencaclosques més votats a la Nob Yoshigahara Puzzle Design Competition del 2013
(Rausch, 2013).

Figura 15. Esquerra: SymmeTrick (©Vesa Timonen). Dreta: SymmeTrick quadriculat.

Els jocs de simetria sén un recurs més que hi ha a la nostra disposicié i sempre que tinguem
cura de seleccionar-los i adaptar-los a cada Us, podem fer-los servir en I'ambit privat, en
museus i a I'aula per treballar nocions geométriques com ara els diferents tipus de simetria o
el calcul d'angles, distancies i arees de les peces.

Us convidem a resoldre tots els jocs proposats en aquest article, a buscar-ne de nous a la
xarxa i a adaptar-los a les vostres necessitats. De ben segur que us proporcionaran moltes

hores d’entreteniment i un bon grapat d’idees per aplicar a classe.

Ah!I no ens n'hem oblidat, aqui teniu la solucié del primer repte:
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Figura 16. Les dues solucions del repte de la figura 2.

Referéncies

Bell, D. (2015). Curious and Interesting Triangles. Disponible en linia a: https://mathsjam.com/
assets/talks/2015/DonaldBell-CuriousTriangles.pdf.

Demaine, E.D.; Korman, M.; Ku, J.S.; Mitchell, J.S.; Otachi, Y.; Renssen, A.V.; Roeloffzen, M.;
Uehara, R;; Uno, Y. (2015). “Symmetric Assembly Puzzles are Hard, Beyond a Few Pieces”. A:

Revised Papers from the 18th Japan Conference on Discrete and Computational Geometry and
Graphs (JCDCGG 2015), p. 180-192 (Lecture Notes in Computer Science, 9943).

Ramellini, G. (2019). “?"Con qué juega la gente del MMACA?". Suma, 92, p. 61-66.

Rausch, J. (2010). “2010 Puzzle Design Competition Entries”. A: Nob Yoshigahara Puzzle
Design Competition Home Page. https://johnrausch.com/DesignCompetition/2010/.

Rausch, J. (2013). “2013 Puzzle Design Competition Entries”. A: Nob Yoshigahara Puzzle
Design Competition Home Page. https://johnrausch.com/DesignCompetition/2013/.

Rausch, J. (2014). “2014 Puzzle Design Competition Entries”. A: Nob Yoshigahara Puzzle
Design Competition Home Page. https://johnrausch.com/DesignCompetition/2014/.

Rausch, J. (2016). “2016 Puzzle Design Competition Entries”. A: Nob Yoshigahara Puzzle
Design Competition Home Page. https://johnrausch.com/DesignCompetition/2016/.

Rausch, J. (2017). “2017 Puzzle Design Competition Entries”. A: Nob Yoshigahara Puzzle
Design Competition Home Page. https://johnrausch.com/DesignCompetition/2017/.

Sicherman, G.(1997a).“Pentomino Oddities”. A: Col. Sicherman’s Home Page. www.recmath.org/
PolyCur/pentodd/.

Sicherman, G.(1997b)."Polyomino Oddities”. A: Col. Sicherman’s Home Page. www.recmath.org/
PolyCur/oddities/.

Stegmann, R. (2019). “Assembly”. A: Rob’s Puzzle Page. http://robspuzzlepage.com/.



ANNEX RETALLABLE a l'article Jocs de simetria arreu
d'Enric Brasé i Carlos Luna-Mota (MMACA) al NOUBIAIX 46

descarregable a http://mmaca.cat/docs/simetriesretallables.pdf.

Retalleu les peces seguint el centre de les linies d'1 mm de gruix

Trencaclosques dela T
- Amb les quatre peces formeu una T.
- Amb les peces 1 i 4 formeu dues figures simétriques.

T puzledelaT puzledelaT

puzledela T
peca 2 de 4

peca lde 4 peca 4 de 4 peca 3de 4

Ex 3, d'Hiroshi Yamamoto ©
- Amb les peces 1 i 3 fogmeu una figura simetrica.
- Amb les peces 2 i 3 formeu una figura simétrica.
- Amb les tres peces formeu una figura simetrica.
Ex 3, d'H. Yamamoto
peca 2 de 3

Ex 3, d'H. Yamamoto
peca 1 de3

Ex 3, d'H. Yamamoto
peca 3de3

/

Think-Twice, de Vladimir Krasnoukhov ©
- Amb les tres peces formeu dues figures simetriques.

Think-Twice

hink-Twice, de V. Krasnoukhov

Think-Twice
peca 1 de 3

peca 2 de 3

Symmetrix, de Tadao Kitazawa ©
- Amb les quatre peces formeu una figura simetrica.

+ Amb tres peces formeu una figura simetrica.
- Amb dues peces formeu una figura simétrica.

Symmetrix, de Symmetrix, de
T. Kitazawa T. Kitazawa
peca 3de 4 peca 4 de 4
Symmetrix, de Symmetrix, de
T. Kitazawa T Kitazawa
peca lde4 peca 2 de 4




3-4-5 Symmetriy Puzzle, de Donald Bell ©
- Amb els cinc triangles formeu una figura simetrica.

A 4 4 A 4 4 4 L 4
Symmetry Puzzle, Symmetry Puzzle,
de D. Bell de D. Bell

® peca 2 de 5 ® peca 4 de 5

Symmetry Puzzle, @ Symmetry Puzzle, 9 Symmetry Puzzle, ?

de D. Bell de D. Bell de D. Bell
pecalde5 peca 3de5 peca5de5
. . A . A . .
l,, \\\
4
,  Bitten Biscuits simplificat, K
K de Jin-hoo Ahn© \
! - Amb les tres peces formeu dues | . o
' figures simétriques dins aquesta Bitten Biscuits
1 . B peca 2 de 3
! silueta.
\
AY
AY
A}
\\ ,,
\\‘ ‘,
\ ' Bitten Biscuits
' N peca 3de 3
\ 4
\ ,
\ 4
AY 4
~ 4
. . Bitten Biscuits

———————

peca 1l de 3

SYM-353
peca 3 de 3

-SYM-353, de J.Loo & S. Knot
. peca2de3 : SYM-353,
de Jerry Loo & Stanislav Knot ©
- Amb les tres peces
formeu quatre figures

simetriques.

SYM-353
peca 1l de 3
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Symm-Aster, de Vladimir Krasnoukhov ©
‘Amb les tres peces formeu cinc figures amb simetria especular.
‘Amb les tres peces formeu una figura amb simetria central.

Symm-Aster Symm-Aster
peca 1 de 3 peca 2de3 O Symm-Aster

ol o /o

Multi-Symmetrics-2,
de Vladimir Krasnoukhov ©
- Amb les quatre peces formeu set
figures simetriques amb I'eix
que passi pel centre del cercle.

Multi-Symmetrics-2
peca 3de 4

Multi-Symmetrics-2

Multi- peca 2de4

Symmetrics-2
peca 4 de 4

Multi-Symmetrics-2
peca lde 4

SymmeTrick
peca 2 de 2

SymmeTrick, de Vesa Timonen ©
- Formeu una figura simétrica.

SymmeTrick
peca 1 de 2

SymmeTrick quadriculat
- Formeu una figura simétrica.

SymmeTrick SymmeTrick
quadriculat quadriculat
peca 1 de 2 peca 2 de 2
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licenses/by-nc-nd/3.0/es/deed.ca. Aixi, doncs, s'autoritza el public en general a reproduir, distribuir
i comunicar I'obra, sempre que es reconegui l'autoria i I'entitat que la publica, i no se’'n faci un Us
comercial ni se'n difongui cap obra derivada.

6. Els articles es publicaran en llengua catalana. Només es traduiran al catala les contribucions accep-
tades d'autors no residents als Paisos Catalans.

7. Els autors es responsabilitzaran del compliment de les normes establertes per a I'autoritzacié de la
reproduccié de material procedent d'altres fonts bibliografiques.

8. Els articles tindran una extensi¢ de 6 a 12 pagines de text —és a dir, un total maxim de 12.000
caracters—, incloses les notes a peu de pagina. Podran anar acompanyats d'il-lustracions, sempre
que no superin I'extensio de dues pagines. En definitiva, tot complet —quan el text contingui qua-
dres, figures, fotografies, grafics, mapes, etc.— no podra superar, en cap cas, les 15 pagines.

9. Fem notar que en aquesta publicacio s'utilitza preferentment el punt per separar decimals, en lloc
de la coma recomanada per I'lEC, per tal de facilitar la comprensié de les expressions matematiques.





