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Proemi

Erael curs 1992-1993, shavien acabat els Jocs Olimpics a Barcelona, quan vaig
introduir una assignatura novella: Els Nombres. Una Introduccié a la Historia
de la Matematica, a primer cicle, en el nou pla d’estudis que s'iniciava. Fou un
curs molt apassionant per la novetat i per 'acollida excellent que tingué entre
els estudiants que hi van assistir. Entre ells hi havia, entre d’altres que no he
oblidat, Carles Dorce. Comengava aixi, deixeu-m’ho dir plagiant, «'inici d’una
gran amistat».

Més tard el vaig retrobar en els cursos d’Historia de la Matematica 1111, ja
en el segon cicle de la llicenciatura de matematiques.

En acabar I'ensenyament, per la seva qualitat com a estudiant, va aconseguir
una beca per collaborar en la docéncia del Departament —aleshores, de Logica,
Historia i Filosofia de la Ciéncia de la Divisid, i amb docéncia a Filosofia i a Ma-
tematiques— i per iniciar la seva recerca en 'ambit de la Historia de la Mate-
matica.

També en aquest segon aspecte —la recerca d’en Carles— vaig tenir el
privilegi de ser un protagonista actiu, ja que amb el professor Julio Samsé,
del Departament de Semitiques, vam dirigir-li la tesi doctoral que estudiava
unes taules d’un matematic de I'¢poca de I'Islam classic.

Ara fa cinc anys, acollint-me a la possibilitat d’'una prejubilacié pensada
amb la intencié de formar un futur professor ordinari, em vaig jubilar i
vaig deixar la meva docencia d’Historia de la Matematica, a la Facultat de
Matematiques, i al Master d’Historia de la Ciencia —que, amb el pla d’estudis
de Bolonya, sha ampliat amb el Master de Formacié del Professorat, en mans
del Carles, amb el convenciment meu particular i del Departament, ara ja de
Probabilitat, Logica i Estadistica, de la Facultat de Matematiques—, que era
una excellent opcié de futur.

Per desgracia, I'erronia politica economica endegada pels governs de Ma-
drid, i de casa, i seguida amb els ulls clucs pels equips de govern de les universi-
tats, fa molt dificil —si no impossible— que aquell projecte d’ara fa cinc anys
arribi al port al qual haviem posat rumb.
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Tanmateix, en aquests anys, en Carles ha fet una feina docent excellent.
No hi ha res més amable, més gratificant, que poder veure com els alumnes
esdevenen «deixebles» i, en alguns aspectes, van més lluny del que tu has fet.
Es el cas d’en Carles.

Fruit dels cinc anys de classes d’Historia de la Matematica, ha elaborat un
seguit de llicons —molt acurades, amb exercicis i textos—, que Publicacions i
Edicions de la Universitat de Barcelona ha considerat que podien ser adaptades
per constituir un text de divulgacié seriosa d’una part de la Historia de la
Matemitica, en cataly. Es, sense cap mena de dubte, un text que feia molta
falta, ja que sera el primer en aquest sentit en la nostra llengua.

Es una sintesi magnifica del periode antic de la matematica —va de Babilonia
i Egipte fins al Renaixement italia. Es a dir, tracta dels resultats matematics
assolits abans que la matematica inicii el cami de la modernitat del segle xvir
—albirada pels grans astronoms— i que portara a 'eclosié del segle xx, un
cop superades aparentment les crisis epistemologiques i amb la introduccié del
«paradis del qual ja mai no ens en expulsara ning»: la teoria de conjunts.

Es tracta, doncs, d’'una primera part —que espero que tingui continuitat—
en la qual trobem amb ma mestra el més notable que ha esdevingut a la
matematica babilonica, egipcia, grega —en diversos camps i époques—, en
la musulmana i, com deia, en el Renaixement italid, amb linici del que
esdevindra Ialgebra.

Es dificil trobar, fins i tot en castelly, una sintesi tan elaborada, tan rica de
matisos, tan acurada en I'exposicié, tan ajustada en I'aportacié de cada ¢poca
i de cada autor, tan correcta metodologicament i tan valuosa com a eina per
ser emprada en 'ensenyament de la matematica ¢’ESO i de batxillerat. Crec,
sincerament, que cobreix tots els aspectes historics necessaris en aquests graus
formatius.

M’heu sentit a dir, en més d’'una ocasid, que I'acte docent no és un acte
individual —una lli¢d, una classe, un curs—, siné que és un procés que es
desenvolupa en espiral i, en cada volta de I'espiral, s’aprofita allo adquirit en les
voltes anteriors per aprofundir-ho sobre un fonament, inicialment feble, pero
cada cop més solid.

En Carles, amb aquest text, comenga la primera volta d’aquesta espiral del
coneixement de la Historia de la Matematica, una espiral que, espero i desitjo,
vagi creixent d’ara endavant.

Vull felicitar, doncs, en Carles per la feina feta i encoratjar-lo a no abandonar-
la, i també a Publicacions i Edicions de la UB per haver pres la decisid, encer-
tada, de publicar aquest text.
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Se'm podra dir que, atesa la llarga interdependencia que hi ha entre en
Carles i jo, aquesta introduccié pot ser un simple acte de cortesia per a I'autor
i un frau per al lector.

Aix0 no obstant, jutja-ho tu mateix, lector! Permet-me que t'inciti al plaer
que el text, si el llegeixes com una novella en primera instancia, i I'apro-
fundeixes després com un text formatiu, de ben segur et proporcionara, i,
alhora, que et feliciti per la conquesta intellectual que hauras assolit.

Josep Pra 1 CARRERA

Professor emérit de la UB
Departament de Probabilitat,
Logica i Estadistica

Facultat de Matematiques
Universitat de Barcelona
Barcelona, 5 de novembre de 2012



Introduccié

Les matematiques sén una de les disciplines cientifiques més apassionants que
existeixen. En paraules del gran David Hilbert:

Tinguem en compte que nosaltres, com a matematics, estem en el punt més alt del
cultiu de les ciencies exactes. No tenim més remei que assumir aquesta alta posicié
ja que tots els limits, especialment els nacionals, sén contraris a la naturalesa de la
matemitica. Es un error absolut en la nostra ciéncia construir diferéncies basades
en persones i races, i les raons per les quals aixd s’ha produit sén vils.

I és que les matematiques no entenen de fronteres, ni de nacionalismes, ni
de cap trava que les pugui aturar. Tant se val si un nen de Panama esta
descobrint ara la demostraci6 del teorema de Pitagores com si una estudiant
bulgara de la Universitat de Sofia esta entenent I'algorisme d’Euclides per al
calcul del maxim comu divisor: tots dos comparteixen la passi6 per una ciencia
que esta darrere de coses de la vida quotidiana com poden ser la construccié
d’una carretera, els principis basics d’una reaccié quimica, 'optimitzacié de les
finances domestiques o la codificacié de secrets militars. Tanmateix, el cami
que ha seguit aquesta ciencia fins a arribar a 'actualitat esta ple de personatges
illustres, teories fantastiques, demostracions intuitives, aventures apassionants,
raonaments genials i anécdotes imprescindibles, les quals sén necessaries per a
tota persona avida de coneixement. Tot aquest conjunt de savieses ha estat
progressivament alimentat per gent de diferents époques, edats i localitzacions
geografiques, amb diferents interessos, motivacions i al'licients. Podem avangar,
doncs, en el coneixement de les matematiques sense parar-nos un instant a
gaudir de tot aquest procés tan brillant? Crec fermament que no.

Aquesta és la historia de 'evolucié de les matematiques comencada en el
moment en qué un home primitiu va decidir gravar una serie de marques en
el femur d’un mico, ara fara uns 2 5.000 anys. Probablement, no es va imaginar
mai que estava aportant a la humanitat el primer document matematic de la
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historia i només el temps ens podra donar llum (o no) sobre quina era la seva
intenci6 en fer-ho. Tanmateix, per tal de situar la linia cronologica del temps i
poder parlar de la matematica amb un cert grau d’abstraccié, iniciarem el recor-
regut en els antics pobles mesopotamics i egipcis i anirem avangant progressiva-
ment per '¢época grega i romana, ’hegemonia arab i el Renaixement europeu.
Es, doncs, una historia incompleta, ja que s'atura tot just abans d’introduir-se
en el que podem considerar com la matematica moderna. D’aquesta mane-
ra, diferents pobles, cultures, religions, persones... participaran d’aquest viatge
i ens aniran afegint les seves aportacions a I'equipatge. A poc a poc, anirem
construint la nostra matematica i veurem com el que molts de nosaltres sabem
i/o som capagos de recordar va ser forjat fa molt de temps. Reconec que ens
deixarem forca coses per veure en aquest turisme intellectual, pero el lector
sabra com continuar el seu viatge en el moment en que trobi un punt especial
d’interes: el llibre ha estat pensat com una primera aproximaci6é amb les amplia-
cions pertinents per a aquelles persones que ja han passat aquesta primera fase.

Com ja s’ha dit, aquesta historia esta inacabada, pero tinc la ferma intencié
de poder-la continuar: els reptes del segle xvi1, la creaci6 del calcul infinitesi-
mal, de les probabilitats, de la teoria de nombres... De moment, tot aixd queda
aparcat, amb la intencié de retrobar-nos-hi en una segona part, la qual espero
que sigui tan interessant de llegir com sembla que ho serd d’escriure. Aixo, el
temps i els lectors ho diran.

Abans de comengar, perd, haig d’agrair la intervencié que han tingut en
aquest llibre el Dr. Josep Pla, que és 'auteéntic instigador de la meva vocacié,
els meus companys de docencia Felix Bou i Josep M. Font, que van collaborar
en el disseny de l'assignatura d’Historia de les Matematiques de la Facultat de
Matematiques de la UB, la Jessica Cdliz, que m’ha ajudat en la part sintactica
i ortografica del text i, finalment, la meva familia, sense el suport de la qual
aquest llibre no hauria estat possible.

Barcelona, 4 de gener de 2013
3770¢ aniversari del naixement de Sir Isaac Newton



Les matematiques a Mesopotamia

BREU CONTEXT HISTORIC

El periode més important de I'antiga Mesopotamia comenga cap a l'any
3500 aC, moment en que petits nuclis urbans van comengar a evolucionar pro-
gressivament fins a esdevenir grans ciutats. D’aquesta manera, van comengar a
sorgir petites ciutats estat com ara Lagash, Nippur o Ur, totes elles a la regi6
asiatica compresa al voltant dels rius Tigris i Eufrates. Aquestes ciutats sumeéries
es van anar organitzant en un notable conglomerat social i cultural fins que van
ser envaides pel rei accadi Sargon I (c. 2400 aC). Els accadis van establir-se a
tota la regi6 i van ser capagos de dominar un gran imperi que abastava del mar
Negre al golf Persic i des del nord de Pérsia fins al mar Mediterrani. Gracies
al contacte amb els sumeris, els accadis van heretar la seva escriptura cuneifor-
me i el seu sistema de numeracid, avengos que van sobreviure a la caiguda de
Iimperi en el segle xx11 aC i a la recuperacié de la independéncia de les ciutats
estat.

Al voltant del 1900 aC, I'Imperi Sumeri d’Ur va caure a causa de la in-
vasi6 elamita per l'est i 'amorita per l'oest. Els amorites van fundar la ciutat
de Babilonia i van aconseguir adaptar-se perfectament a la fusié de les cultu-
res sumeéria i accadia que es van trobar. Aquest nou Imperi Babilonic va anar
progressant fins a arribar a una gran esplendor en temps del rei Hammurabi
(c. 1750 aC). A partir d’aqui, els segles segiients es caracteritzaren per les suc-
cessives invasions de la zona a carrec de diferents pobles: els hitites (¢. 1600 aC)
—amb I'Gs de les armes de ferro en lloc de les de bronze habituals—, els hurrites
(c. 1000 aC) i els assiris (c. 885 aC). Va ser justament amb el rei assiri Assur-
nasirpal (668-629 aC) que 'imperi va assolir una certa hegemonia cultural i
cientifica. Més tard, al 612 aC, els assiris van tornar a ser conquerits, aquest
cop pels caldeus, els quals van arribar al gran zenit cultural sota el regnat de
Nabucodonosor II (605 aC-562 aC). Finalment, Cir II el Gran va acabar amb
aquest imperi després de la seva conquesta 'any 539 aC.
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Tal com va passar a '’Antic Egipte, la guerra civil posterior a la mort
d’Alexandre el Gran va suposar la fundacié de la dinastia seleucida el 312 aC.
En aquesta nova etapa, els seleucides van dominar un territori que s'estenia
des del mar Mediterrani fins al riu Indus i que comprenia I'Asia Menor,
Mesopotamia, Siria i Pérsia. En aquesta eépoca es van fusionar la cultura i els
coneixements babilonis i grecs.

F1 SISTEMA DE NUMERACIO BABILONI

Al voltant de I'any 3200 aC, els sumeris van dotar-se del primer sistema de
numeraci6 conegut de la historia. Per fer-ho van escollir la base 60, de manera
que els seus comptes agrupaven les coses de 60 en 60, tal com es fa actualment
amb els minuts i els segons d’un rellotge (amb alguna intervencié del 10). Com
que encara no es coneixia el paper ni cap altre suport semblant, aquests «<nous»
nombres van comencar a apareixer a les seves tauletes d’argila en forma de
diferents marques:

voU'O@

1 10 600 3.600 36.000

Feien una petita marca allargada per representar la unitat i una de circular per

feien la mateixa marca allargada de la unitat perd més gran. Amb la combinacié
de les «ifres» 10 i 60 obtenien el 600 i una gran marca circular representava
el 3.600. Finalment, combinant el 10 amb el 602 representaven el 36.000.
Aquestes grafies no suposaven cap esforg per als escribes sumeris ja que utilit-
zaven calams de canya circulars per una banda i punxeguts per altra. Cap el se-
gle xxvi1 aC, les xifres van caure 90° cap a I'esquerra, tal com es pot observar
en una tauleta trobada a Suruppak datada del 2650 aC, aproximadament:

CHONOXO) 4-36.000 = 144.000
loNeoleNeNe) 5-3.600 = 18.000
| T3 PO P e 4-600 = 2.400

2-60 =120

D D 5-10 =50

c0oCoR 1-1=1

Total: 164.571
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Amb aquest sistema de numeracid, els mateixos sumeris van comencgar a idear
simplificacions ja que implicava posar moltes marques per als nombres grans.
Per exemple, en una tauleta d’argila del s. xxvi1 aC, es troba la simplificacié
seglient:

Coneixent les xifres, no és dificil identificar que es
tracta dels nombres 4 - 600 = 2.400i4-10 = 40.
@ A O Tanmateix, no representen el 2.440 ja que 'angle
@ @ oa e cobreix els quatre cercles és un signe «menys»,

de manera que el nombre és la diferéncia de

2.400 — 40 = 2.360.

Posteriorment, I'escriptura sumeéria va evolucionar cap a les grafies cunei-
formes (de cuneus, ‘tascé’, en llati), motiu pel qual els pictogrames inicials que
representaven les paraules van anar adoptant combinacions de marques cunei-
formes. En conseqii¢ncia, els nombres també es van veure implicats en aquesta
transformaci6 i van simplificar la seva escriptura per adoptar una auténtica ba-
se 60, expressada a partir de dues marques Gniques: una de vertical en forma
de clau per a la unitat i una d’obliqua per a la desena. Per exemple, en aquesta
tauleta del s. xx aC es pot llegir la segiient llista:

4 xais grassos
38 anyells petits

117 xais

221 ovelles

11 mascles cabrons

88 cabres

281 borregos

139 cabrits gairebé adults

20 cabres petites

A la cantonada superior de I'esquerra, es poden contemplar quatre simbols
similars a un clau que ens indiquen el nimero 4, un per a cada unitat. A sota,
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tres marques obliqiies i vuit unitats representen el nimero 38. Pel que fa al
ndmero 117, s'observa que esta format per 1 unitat, 5 desenes i 7 unitats.
Per poder llegir-lo, com que es tracta de la base 60, es comenga per la dreta:
7 unitats i 5 desenes; és a dir, el nombre 57. Ja que va seguit d’'una unitat,
aquesta ha de ser d’ordre superior a I'anterior i, per tant, ha de ser una unitat
de seixantenes: 1 - 60' = 60. Conseqiientment, es tracta del nimero:

1-60' +57-60° =117

En aquests casos, s'indicaran els nombres sexagesimals separant les xifres per
una coma i, en cas que hi hagi decimals, se separaran de les unitats mitjangant
un punt i coma. Per exemple:

2,34,17;42,60 = 2 - 60> + 34 - 60! + 17 - 60° + 42 - 60~ + 30 - 602

En aquesta evolucié de I'escriptura cuneiforme, també es van adoptar simpli-
ficacions d’escriptura per tal de poder escriure nombres grans de manera més
comoda:

O O D O Y

1-36.000 2-36.000 -36.000 4-36.000 -36.000 6-36.000

Per finalitzar, es pot especular sobre el motiu pel qual els antics habitants de
Mesopotamia van escollir la base 60 per a la seva numeracié. La pregunta ja va
ser plantejada pel gran Teé d’Alexandria al segle Iv quan comentava I'obra de
Ptolemeu (s. ). La base 60 no va quedar-se a Babilonia, siné que el seu ds en
els treballs d’astronomia va condicionar els astronoms grecs i també els arabs
medievals. Te6 va pensar que I'eleccié del 60 va ser deguda al fet que es va buscar
un nombre amb molts divisors i el 60 era el més practicable possible. Una altra
possibilitat suggerida al segle xvir apunta que aquesta eleccié podria haver
estat condicionada pels 365 dies de I'any que, arrodonits a 360, haurien estat
lorigen de la divisié del cercle en 360°. Dividint aquest cercle segons la mesura
d’un radi shauria obtingut un hexagon que hauria donat el 60 com a unitat
en cadascun dels seus angles interiors. Malgrat que hi ha altres hipotesis que
apunten, entre d’altres, als 5 planetes coneguts combinats amb els 12 mesos de
I’any, 0 ala combinacié d’una base 10 i una base 6, la idea que I'eleccié tingués
un origen astronomic ¢és forga plausible.
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LES OPERACIONS ARITMETIQUES

Amb aquest sistema de numeracid, els ba-
bilonis van poder desenvolupar les ope-
racions aritmetiques basiques de la ma-
teixa manera que es fa avui dia, sobretot
quant a la suma, la resta i el producte. El
mateix sistema posicional implica la su-
ma de xifres de diferents ordres de mag-
nitud i, per tant, es pot pensar que els
escribes babilonis no tenien gaires pro-
blemes per realitzar una suma, o una res-

, Tauleta d’argila amb tres productes
ta, d'una manera molt semblant a la nos-

tra: com que no es conserva cap suma o resta realitzada sobre una tauleta, sha
de suposar que les feien de cap, les escrivien a part i després les tapaven, o
utilitzaven algun tipus de comptador o abac com si fos una calculadora.

Pel que fa a la multiplicacié, shan trobat multitud de tauletes d’argila
amb taules de multiplicar sexagesimals exactament iguals que les taules que
ara aprenem quan som petits. Amb el seu ajut, havien de conéixer algun tipus
d’algorisme tenint en compte poquissims exemples que es troben en tauletes,
tots ells sense més explicacié que I'enunciat i la solucié.

La tauleta anterior esta dividida en tres parts amb tres productes diferents.
El primer correspon a la multiplicacié dels dos nombres situats a 'esquerra, és
a dir, el 35 i el [0;]30, el resultat de la qual és 35 - [0;]30 = 17;30. Els altres
dos productes sén [0;]40 - 35 = 23;20 i 45 - 40 = 30[,0]. També s’han trobat
tauletes que enumeren els quadrats dels primers nombres naturals i d’altres
amb calculs de quadrats com la segiient:

10 - 10 = 1,40

11-11 =2,1

11;40 - 11;40 = 2,16;6,40
12-12 =224

12;30 - 12530 = 2,36;15






