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Evolutes

Agusti Reventos
Departament de Matematiques
Universitat Autonoma de Barcelona

Resum | Abstract

Aquest article és un resum dels resultats | Inthis paper we summarize the results on the
sobre la cicloide que van apareixer en el | cycloid appearing in Huygens’famous work
famos treball de Huygens Horologium | Horologium oscillatorium. In particular, we
oscillatorium. En particular, veiem com va | look at how he constructed a tangent at an
construir la tangent en un punt qualsevol | arbitrary point on this curve and how, using
d’aquesta corba i com, utilitzant el | the evolute of a curve (envelope of normals),
concepte d'evoluta d'una corba | he could calculate its length. In this way,
(envolupant de les normals), calcula la seva | geometrically manipulating second
longitud. Manipulant derivades segones | derivatives (before the differential calculus of
geométricament (abans del calcul | Newton and Leibniz), he obtained the
diferencial de Newton i Leibniz) va trobar | curvature radius at every point of the cycloid
també els radis de curvatura de la cicloide i | and of other curves, such as the parabola.
d‘altres corbes com ara la parabola.

1. Definicio i propietats més importants

En aquest text veurem' que una idea simple, desenrotllar un fil situat en una corba, ha estat
el fil conductor, mai millor dit, de resultats matematics interessants. En particular, aquesta
idea va ser central per calcular la longitud de la cicloide.? Avui dia calculem longituds de
corbes fent una integral. Guanyem molt, pero també perdem el coneixement profund de
la corba en qiestid. Potser és cert que les matematiques no es poden explicar seguint el

desenvolupament historic, pero, independentment de si s’ha de fer aixi o no, hi ha coses que
els matematics no podem ignorar.

Recordem primerament la definicié d’evoluta d'una corba plana.

1. Notes basades en la conferéncia pronunciada el 6 d'abril de 2018 en el marc de la IX Jornada «Les
matematiques entre la secundaria i la universitat», organitzada per I'ICE i el Departament de Matematiques de la
UAB i que versava sobre el paper de la historia en I'ensenyament de les matematiques.

2. L'interes per aquest calcul durant el segle xvil era essencialment tedric. Tot matematic que volgués ser
apreciat havia de contribuir al problema. Vegeu Las raices del cdlculo infinitesimal en el siglo xvi, de P. M. Gonzalez
Urbaneja [1].
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Definicié 1.1. L’evoluta d’una corba plana és I'envolupant de les seves rectes normals.

La familia de rectes perpendiculars a una corba donada constitueix una familia uniparameétrica
de rectes, ja que n’hi ha una per a cada valor del parametre de la corba. L'envolvent d’'una
familia uniparamétrica de rectes és, per definicid, una corba tal que les seves tangents son
les rectes de la familia. Aquesta corba és la que I'ull huma detecta en mirar les infinites rectes
d’una familia.

Aixi doncs, tenim dues corbes, la inicial i la seva evoluta, i unes rectes que sén a la vegada
tangents a una i normals a l'altra.

L'evoluta d’un cercle és el seu centre. L'evoluta d'una el-lipse és una corba amb quatre vertexs,
com indica la figura 1. Les quatre punxes corresponen als quatre extrems de la curvatura de
I'el-lipse.

Figura 1. Normals a I'el-lipse.

Pero en general les evolutes poden ser molt complicades, com mostren les dues figures
seglients.3 Cada punxa correspon a extrems locals de curvatura.

Figura 2. Evolutes.

La primera corba té la funcié de suport p(t) = 5 + sin(2t) i la segona, p(t) = 40 + sin(6t).
Recordem que la funcié de suport p(t) és la distancia fins a I'origen de la recta tangent a la
corba (x(t),y(t)) en el punt de coordenada t. La relacié entre (x(t),y(t)) i p(t) ve donada per

3. Fetes per Eduard Gallego.
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x(t) = p(t) cos(t) — p'(¢) sin(1)
y(t) = p(t)sin(t) + p'(¢) cos(t)

En lloc de considerar una corba i les seves normals per construir I'evoluta, podem procedir al
revés: comencgar per una corba sobre la qual hi ha embolicat un cordill i anar-lo desplegant
mantenint-lo sempre tangent a la corba inicial. L'extrem d’aquest cordill descriu una corba
que que s'anomena desenvolupada o involuta de la primera. Es veu facilment* que el cordill
és automaticament perpendicular a la desenvolupada. Per tant, la corba inicial és I'evoluta
de la desenvolupada.

La figura segiient mostra la figura que s'obté en desplegar un fil inicialment enrotllat al cercle
mantenint-lo sempre tangent.

Desenvolupada
Tnvoluta

Evoluta

Envolvent de les normals

Figura 3. Corba desenvolupada del cercle.

Recordem que una manera d'introduir el radi de curvatura d’'una corba en un punt és consi-
derar el cercle que passa per aquest punt i per dos punts més de la corba proxims a aquest
i fer el limit quan aquests dos punts s'acosten al primer. Es diu, de manera imprecisa, que el
cercle osculador és el cercle que passa per tres punts «consecutius» de la corba. El seu radi és
el radi de curvatura i el centre és el centre de curvatura de la corba en el punt de contacte.

Si ara pensem que les normals a la corba en aquests tres punts, comuns a la corba i al cercle
osculador, sén aproximadament normals també a aquest cercle, és clar que podem dir que
tres normals «consecutives» es tallen en el centre del cercle osculador. | tenim, doncs, el
resultat seglient.

Teorema 1. Lalongitud del tros de cordill desplegat és el radi de curvatura de la desenvolupada.
Equivalentment, I'evoluta d’una corba és el lloc geomeétric dels seus centres de curvatura.

4. Huygens ho prova en la proposicié |, part i1 de I'Horologium, [4].
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2. Huygens i I’'Horologium Oscillatorium

Christiaan Huygens (1629-1695) va ser un matematic, fisic i
astronom neerlandés (va néixer a la Haia) del segle xviii un
dels cientifics més influents en la seva época. El seu pare va
tenir un paper important en la revolta dels neerlandesos
contra Lluis XIV i va mantenir correspondencia amb Des-
cartes, Mersenne i Galileu, tots tres implicats en la historia
de la cicloide.

El 1645 va anar a la Universitat de Leiden. Va millorar les
lents dels telescopis, cosa que li va permetre descobrir
els anells de Saturn. En el treball del 1651 Theoremata de
quadratura hyperboles [2], publicat a Leiden, refuta la qua-
dratura del cercle donada per Grégoire de Saint-Vincent.
En aquesta epoca es dedica a problemes de rectificacio,
quadratura, curvatura, determinacié de centres de grave- Figura 4. Christiaan Huygens.
tat, tangents a corbes, valors extrems, etc. Pero no disposa

de les eines adequades del calcul diferencial.

El 1657 publica el que es considera com el primer text de probabilitat, De Rationiis in Ludo
Aleae [3]. El 1673 publica el seu famés treball Horologium oscillatorium [4].
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Figura 5. Figures de I’Horologium.
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Buscant un rellotge de péndol precis, s'adona que I'ha de construir de manera que el periode
sigui independent de les variacions d’amplitud en les oscil-lacions. Busca una corba (la des-
crita per I'extrem del péndol) que sigui tautdcrona.® S'adona que aixd vol dir que el pes al
final del pendol ha de descriure una cicloide. Com que I'evoluta d’una cicloide és una cicloide
(vegeu la seccio6 4.3), només hem de penjar el péndol al vértex de dues cicloides invertides.
Defineix evoluta com la corba sobre la qual inicialment hi ha un cordill que es va desplegant;
concretament, en la definicio Iv de la tercera part de I'Horologium diu: «llla vero cui filum
circumplicatum erat, dicatur Evoluta».

D’aquesta manera, desenvolupa una teoria general d’evolutes i involutes i dona una expressio
geométrica del radi de curvatura molt abans del calcul diferencial de Newton i Leibniz. Es a
dir, manipula derivades segones geomeétricament.

L'Horologium consta de les cinc parts segiients:®

. Descripcié del rellotge oscil-latori.

. Caiguda de pesos. Cicloide.

. Evolutes ilongitud de corbes.

. Centre d’'oscil-lacié.

. Construccié d'altres tipus de rellotge.

U A WN =

El 1693 estudia la superficie de revolucié generada per la tractiu, posteriorment anomenada
pseudoesfera per Beltrami, i veu que te la mateixa area i la meitat del volum que I'esfera del
mateix radi.

2. La cicloide abans de Huygens

La cicloide és la corba descrita per un punt d'una circumferencia quan aquesta gira sobre una
linia recta. Sembla que la primera mencio6 d’aquesta corba la va fer Charles Bouvelles el 1501,
guan tractava de quadrar el cercle per procediments mecanics. Vegeu The Helen of Geometry,
de John Martin [6].

Pascal, a Histoire de la Roulette [7], diu que qui primer es va preocupar d'aquesta corba i li
va donar aquest nom de roulette va ser Mersenne, perd no la va estudiar. Es va limitar a
proposar el seu estudi als savis de I'época, en especial a Galileu. Era aproximadament el 1615.
No obstant aixd, en una carta a Cavalieri del 1640, Galileu diu que ell va comencar a estudiar
aquesta corba fa cinquanta anys.

L'any 1634, aproximadament, Gilles de Roberval va demostrar que l'area sota un arc de
cicloide és igual a tres vegades |'area del cercle generador. Aquest resultat havia estat intuit
anys abans per Galileu, quan va pesar I'arc de cicloide i va comparar-lo amb el pes del disc
generador. La demostracio de Roberval és molt simple i es basa en el principi de Cavalieriila
corba companya de la cicloide. Vegeu [6].

5. Una corba tautocrona és aquella per a la qual el temps que triga un objecte que llisca sobre ella a arribar
al seu punt més baix (suposem que sense fregament i sotmés només a l'accié de la gravetat), és independent del
punt de partida.

6. En aquestes notes només ens interessarem per la cicloide i les evolutes.
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B C

Figura 6. La cicloide i la seva companya.

La companya es construeix traslladant cada punt de la cicloide cap a la dreta una distancia
igual a la determinada per la recta paral-lela a la base que passa per aquest punt amb el
semidisc generatriu. Aixi és clar, pel principi de Cavalieri, que 'area entre la cicloide i la seva
companya és igual a (1/2)7R?. Per simetria i novament pel principi de Cavalieri, es veu que la
companya divideix el rectangle ABCD en dues regions d’area igual. L'area sota la companya
és, doncs, TR Per tant, I'area sota mitja cicloide és (1/2)7R? + ©R? = (3/2)7tR?, que és el
resultat de Roberval.

El primer que va demostrar que la longitud d'un arc complet de cicloide és igual a quatre
vegades el diametre del cercle generador, va ser Christoffer Wren, el 1658.” A Horologium,
despreés, de la proposicio vi, part Iil, Huygens fa uns comentaris historics i diu:

Aquest excel-lent geometra anglés, Christopher Wren, va descobrir per primera vegada
aquesta propietat de la cicloide [longitud] per un altre cami llarg, i després va confirmar
el seu resultat per una elegant demostracio, que ha estat publicada en un llibre sobre la
cicloide pel més destacat dels homes, John Wallis.

[Parla, a continuacié, de la contribucié de Pascal que hem comentatala pagina 12ilidona
prioritat sobre el calcul dels centres de gravetat, i acaba reivindicant un dels seus resultats
tot dient:]

[..] També he estat el primer a trobar la mesura [area] d’una porcié de la cicloide, limitada
per una linia paral-lela a la base, a través d'un punt de I'eix, que es pren a una quarta
part de la distancia del vertex, la qual cosa, obviament,® és igual a la meitat de I'area de
I'hexagon equilater inscrit al cercle generador [es quadra l'area perque és igual a l'area
d’una figura rectilinia].

Figura 7. Area sota la cicloide a 1/4 del vértex.

7. En donem una prova més endavant, en la seccié 4.4.
8. Silacicloide és x = R(t — sin(t)),y = R(1 — cos(t)), llavors I'area demanada és

J“ xdy = J " (tsin(t) — sin? (1) )dt,

amb to = 27/3 = —t;. El resultat d’aquesta integral no em sembla obvi, pero els calculs donen 3\/§R2/4, com diu
Huygens.
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4. La cicloide a I’'Horologium

Donem en aquesta secci6 els calculs de la tangent, la normal, I'evoluta i la longitud de la
cicloide tal com apareixen en I'Horologium.

4.1.Tangent a la cicloide

El tracat de la tangent en un punt de la cicloide es basa en el lema técnic segiient.’

Lema 2 (lema previ). Peraqualsevol puntE de la cicloide tracem la paral-lela a la base que talla
la circumferéncia generatriu corresponent al punt maxim B en un punt G. Llavors EG = arc GB.

Demostracié. Per tal com es construeix la cicloide, es compleix que AK = arcEK. Pero,
clarament, arc EK = arc GD. Analogament, AD = arc DGB. Per tant,

KD = AD — AK = arc DGB — arc GD = arc GB

Figura 8. Proposicio XIV de I’'Horologium.

Com que KD = EG, hem acabat. 0

Ara ja estem en condicions de construir la tangent. Ens basarem en la figura de la proposicié
xv de I'Horologium.

Figura 9. Proposicié XV de I'Horologium.

Teorema 3. Amb la notacié de la figura, la tangent a la cicloide en el punt B és la recta pel punt
Bparal-lela a la recta AE.

9. En aquesta seccié mantenim la notacié de Huygens. La construccié de la tangent que dona Huygens
és gairebé la mateixa que la de Descartes, que potser coneixia a través del seu pare, no ho sé; tot i que Descartes
construeix primer la normal i després la tangent. No obstant aixo, la justificacié del resultat és totalment diferent.
Huygens utilitza el lema 2 i Descartes imagina que el que gira no és una roda, siné un poligon (i després imagina
que el poligon té cent mil milions de costatsl).
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Demostracio. La paral-lela a la base pel punt B (figura 9) talla la circumferencia generatriu en
el punt E. Prenem un punt H sobre la recta per B paral-lela a la recta AE. La paral-lela a la base
per H talla la cicloide en L, a la circumferéncia generatriu en K i al segment AE en M. Sabem
que KL = arc AK. Es compleix també que MK < arc KE.'° Per tant,

ML = MK + KL < arc KE + arc AK = arc AE = BE = HM.

Com que ML < MH, el punt H és exterior a la cicloide. Fem un argument semblant per al
punt N de la figura. Per tant, la recta per B paral-lela a AE només té un punt en comu amb la
cicloide i és, doncs, la seva tangent. O

4.2. Normal a la cicloide

Com que l'angle inscrit que abraca un diametre és recte, per tracar la normal a I'evoluta per
B només hem d’unir Bamb el punt de contacte K de la circumferéncia generatriu per Bamb
I'eix horitzontal.

tangent

A

K D

normal

Figura 10. Construccio de la normal.

4.3. L'evoluta de la cicloide

Les construccions que acabem de comentar de latangent i la normal permeten ara a Huygens
veure que l'evoluta d’una cicloide és la mateixa cicloide traslladada. En efecte, si posem una
cicloide sobra una altra, simplement traslladant-la, de tal manera que la base de la segona
sigui la tangent al vértex de la primera, amb la circumferencia generatriu desplacada mig arc,
llavors les tangents de la primera sén perpendiculars a la segona (prop v, part 111).

F

A K

B

'
Figura 11. Proposicio Vv, part Iil.

10. Huygens no en fa cap comentari, pero aquesta desigualtat es dedueix del fet que ZMEK < ZEMK (en
tot triangle, al major costat s’hi oposa el major angle i, per tant, MK < KE). Per veure que ZMEK < ZEMK observem
que LEMK = ZADE perqué tenen costats perpendiculars i que ZMEK és menor que l'angle que forma AE amb la
tangent a la circumferéncia en E; pero aquest angle és igual a ZOED = ZADE, on O és el centre de la circumferencia.
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En efecte, amb la notacié de la figura i seguint Huygens, només hem de veure que la tangent
BK (paral-lela per B a HA) talla perpendicularment la cicloide de dalt. Aixo és degut a que si
es considera la circumferencia tangent a AK per K, amb el mateix radi que la circumferencia
generatriu, se sap, pel lema 2, que AK = HB = arc AH. Com que ZEKA = ZKAH, es compleix
que arc AH = arcKE.

Per tant, AK = arcKE, la qual cosa implica que E pertany a la cicloide i per la propietat de
com es traca la normal, seccié 4.2, la recta EK és normal a la cicloide superior (i tangent a la
inferior). La cicloide superior és, doncs, la involuta de la inferior, com es volia veure.

4.4, Longitud de la cicloide

El dibuix seglient (figura 12), d'una cicloide i la seva desenvolupada, o d'una cicloide i la seva
evoluta, depen de com es miri, demostra directament que la longitud d’un arc complet de
cicloide és vuit vegades el radi del cercle generador.

(’v?.f

Figura 12. Evoluta de la cicloide.

En efecte, la mitja cicloide ABC es desenvolupa des de A passant per ABC' fins a arribar a
AC”. Com que el moviment de C genera la cicloide inferior, ha de ser AC” = 4r i, per tant,
ABC = 4r.

Longitud d’un segment de cicloide

En una carta del 1659 Huygens diu que el resultat de Wren és un gran invent perque potser la
cicloide és I'inica corba que es pot rectificar, és a dir, que se'n pot calcular la longitud (trobar
un segment amb la mateixa longitud que la corba), i a la mateixa carta diu que ha generalitzat
el metode de Wren. L'ha generalitzat en el sentit que sap calcular la longitud d'un segment
arbitrari de cicloide, no necessariament tot I'arc de cicloide.

Aquesta construccié I'explica molt bé Flemming Sloth a [9]. Huygens demostra, no a I'Ho-
rologium,'" amb la notacié de la figura, que la longitud de I'arc d’evoluta AG és el doble de la
longitud de la corda AB (que implica que la longitud de mitja cicloide AH és dues vegades el
diametre).

11. Vegeu [5], vol. xv, p. 363-367.
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Figura 13. Longitud de la cicloide.

Per a aix0 traca la bisectriu AD de ZBAC i considera el punt M projeccié de D sobre I'eix.

Llavors demostra, fent una aproximacioé tipus Arquimedes, que podeu trobar a l'article de
Sloth abans esmentat, que I'arc de cicloide GH és igual a quatre vegades MC.

Com que
mc=1-%
2

com provem a la nota segiient, tenim que
AB
arcAG = arcAH —arcGH = 4 —arcGH = 4 — 4(1 — 7) = 2AB.

Nota. [Propietat de cordes i bisectrius en un cercle] Huygens utilitza la igualtat

mc-1-2,
2

on B és un punt qualsevol del cercle de diametre AC, D és la interseccié amb el cercle de la
bisectriu de I'angle ZBAC i M és la projeccié ortogonal de D sobre el diametre AC. Suposarem
que el radi del cercle és 1.

Figura 14. Cordes i bisectrius.
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Aix0 es pot veure aixi per la propietat dels angles inscrits, el triangle CDB és isosceles amb
angle a a la base. Pel teorema del sinus

D BC BC

sina  sin(m—2a)  sin(2a)

Com que també ZCDM = a, tenim que sin a = MC/CD. Per tant, MC = 2 sinz(a), i aixi

1— ? =1 —cos(2a) = 2sin’(a) = MC. 0
5. Evoluta de la parabola (Horologium)

Huygens, per calcular I'evoluta de la parabola,’> demostra que el centre de curvatura D de la
parabola en un punt B d'aquesta és el punt sobre la normal a la parabola en B, la qual és facil
de construir, a distancia

p =BD =BM + 2BZ, (M

on Z i M sén els punts d'interseccié de la normal amb els eixos de coordenades, com indica
la figura.

Figura 15. Centre de curvatura en un punt d’'una parabola.

12. A la proposicié xi de la part i de I'Horologium calcula evolutes en general i posa la parabola com
exemple.
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Per demostrar la igualtat (1), Huygens procedeix de la manera segiient.

1. Primer traca la tangent a la parabola per B. Per a aix0 construeix K com la interseccié amb
I'eix de la parabola amb la recta horitzontal per B i a continuacié determina H sobre |'eix
amb la condicio AH = AK (vegeu la figura segiient).

2. Ara utilitza una propietat coneguda de les paraboles que diu que les paraboles de latus
rectum a (y = ax?) compleixen que KM = %a, on M és la interseccio amb I'eix de la normal
a la parabola per B. Com que aixo és cert per a qualsevol punt de la parabola, tenim també
que LN = %a, on N és la interseccié amb I'eix de la normal a la parabola per un punt
arbitrari F de la parabola i L és la intersecciéo amb I'eix de la recta horitzontal per F. Aixo
implica que MN = KL. Observem que, amb la notacié de la figura, també MN = KL = BP.

Figura 16. Reproduccio de la figura de I'Horologium, proposicio Xi, llibre Ii1.

3. Pel teorema de Tales des de G, interseccié de les dues normals, tenim que

GB _ B0
GM ~— MN’

amb O interseccié de la normal per F amb la paral-lela a I'eix per B.

4. Com que farem tendir el punt F a B, podem suposar que F pertany a la tangent per B.
Aix0 esta d'acord amb la definicié de tangent com a limit de les secants. Apliquem ara el
teorema de Tales al «triangle» HNF i tenim

HN BO  BO
HL — BP  MN’
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