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bia xuno i Normes per a la presentació de contribucions

1. La revista Nou Biaix accepta per a la seva publicació contribucions originals relacionades amb expe-
riències didàctiques, activitats d’ensenyament i aprenentatge, escrits d’opinió, de divulgació i d’in-
vestigació en el camp de la matemàtica i el seu ensenyament en qualsevol nivell educatiu.

2. Les contribucions rebudes seran sotmeses a una avaluació prèvia a càrrec de dos especialistes reco-
neguts. L’acceptació de la publicació serà notificada directament a l’autor amb una indicació de la
data aproximada de publicació. En cas que una comunicació no fos acceptada, també se n’enviarà
notificació.

3. Per a la presentació de treballs originals, l’autor trametrà a l’adreça noubiaix@gmail.com un arxiu, en
Word o en LaTeX, amb un document a doble espai i amb marges amplis (65 caràcters per línia). Els
gràfics, diagrames i figures hauran de ser originals (no fotocopiats). Els arxius gràfics es presentaran
en format eps o tif.

4. La contribució haurà d’incloure el títol, el nomde l’autor o autors, la seva adreça professional comple-
ta i la seva adreça electrònica. S’adjuntarà un resum només llarg de 300 paraules en català i anglès. Al
final del document s’inclourà obligatòriament la bibliografia per ordre alfabètic de cognoms, d’acord
amb la normativa APA; exemples:

Articles
Albertí, M. (2002). LesMatemàtiques des d’una perspectiva cultural: Etnomatemàtiques. Biaix, 20, 6-25.

Llibres
Godino, J., Font, V. (2003). Razonamiento algebraico paramaestros. Granada: Universidad de Granada.

Capítols de llibres
Edo, M., Revelles, S. (2004). Situaciones matemáticas potencialmente significativas. Dins M. Antón i

B. Moll (ed.), Educación Infantil. Orientaciones y recursos (0-6 años) (p. 410/103-410/179). Barce-
lona: Praxis.

Actes de congressos
Morales, M., Font, V., Planas, N. (2004). Estudio microetnográfico en torno a un conocimiento mate-

mático situado. Dins A. Franzé i altres (ed.), Actas de la I Reunión Científica Internacional sobre Et-
nografía y Educación (CD-ROM). València: Germanía, Polis Paideia.

Pàgines web
Ibanyez, A., Paolu, N., Pedreira, J. (2007). Reloj Binario de sobremesa, a Microsiervos.
http://www.microsiervos.com/archivo/gadgets/reloj-binario-sobremesa.html

5. Els continguts de Nou Biaix estan subjectes —llevat que s’indiqui el contrari en el text, en les fotogra-
fies o en altres il.lustracions— a una llicència de Reconeixement-No comercial-Sense obra derivada
3.0 de Creative Commons, el text complet de la qual es pot consultar a http://creativecommons.org/
licenses/by-nc-nd/3.0/es/deed.ca. Així, doncs, s’autoritza al públic en general a reproduir, distribuir
i comunicar l’obra, sempre que es reconegui l’autoria i l’entitat que la publica, i no se’n faci un ús
comercial ni es difongui cap obra derivada.

6. Els articles es publicaran en llengua catalana. Només es traduiran al català les contribucions accep-
tades realitzades per autors no residents als Països Catalans.

7. Els autors es responsabilitzaran del compliment de les normes establertes per a l’autorització de la
reproducció de material procedent d’altres fonts bibliogràfiques.

8. Els articles tindran una extensió d’entre 6 i 12 pàgines de text —és a dir, un total màxim de 12.000
caràcters—, incloses les notes a peu de pàgina. Podran anar acompanyats d’il·lustracions, sempre
que no superin l’extensió de dues pàgines. En definitiva, tot complet —quan el text contingui qua-
dres, figures, fotografies, gràfics, mapes, etc.— no podrà superar, en cap cas, les 15 pàgines.

9. Fem notar que en aquesta publicació s’utilitza preferentment el punt per separar decimals, en lloc
de la coma recomanada per l’IEC, per tal de facilitar la comprensió de les expressions matemàtiques.
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Els primers, manual
d’instruccions

Xavier Xarles
Departament de Matemàtiques

Universitat Autònoma de Barcelona
xarles@mat.uab.cat

Resum Abstract

En aquest manual expliquem com es fa
realment per trobar nombres primers prou
grans per ser utilitzats per a la criptografia.

També fem una breu incursió en alguns
mètodes de factorització.

This paper explains exactly howwe find the

prime numbers large enough to be used in

cryptography. It also outlines somemethods

of factorization.

1. Introducció

Quan ens parlen dels nombres primers, o quan els expliquem a classe, sempre es posa molt
d’èmfasi en com són d’útils ara mateix. De fet, crec que no en som realment conscients,
de la importància cabdal que tenen i han tingut aquests últims anys. Penseu que cada cop
que ens connectem a una pàgina web segura (per exemple, les pàgines que comencen amb
«https»), aquesta fa servir un sistema de comunicació xifrada que amb tota seguretat utilitza
nombres primers molt grans (en parlarem després, però poden ser de prop d’unes sis-centes
xifres decimals). I penseu que això ho feu diverses vegades al dia (probablement, moltes).
Ara mateix, centenars de milers d’empreses necessiten utilitzar nombres primers enormes i,
a més, que siguin diferents tots ells, i fins i tot anar-los canviant cada poc temps. Així doncs,
sembla natural pensar que unmètode per trobar primers (o fins i tot elsmateixos primers) pot
tenir una sortida en el mercat (vaja, que algú compra primers). Una percepció completament
equivocada.

Aquesta percepció es deu, possiblement, al fet que no s’expliquen mètodes per trobar
primers grans als nostres graus (dematemàtiques), no surten als llibres (no especialitzats), tot
i que les eines necessàries per explicar-los són simples i, de fet, formen part del currículum de
primer curs de moltes de les carreres científiques (des de Matemàtiques i Física fins a moltes
enginyeries: d’Informàtica, Telecomunicacions, etc).
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Aquest escrit, quem’he atrevit a qualificar demanual, pretén omplir aquest buit. No explicaré
res de nou ni res que no es pugui trobar en els llibres, tot i que potser sovint no es posa
l’èmfasi en la practicitat que jo sí que hi posaré.

Una cosa vull dir: com que no he treballat per a la indústria dels primers, no puc saber amb
seguretat si utilitza els mètodes que jo mencionaré, tot i que tinc força pistes que sí que ho
fa. Sí que sé que fa servir els programes més utilitzats pels matemàtics, concretament pels
aritmètics, com el SAGE, el PARI, el MAGMA, el MAPLE i altres. D’altra banda, podria haver-hi
altres mètodes no públics (o secrets) que fossin millors, però d’això no en sé res (i, com
s’acostuma a dir, si en sabés, ho negaria).

2. Eines preindustrials per detectar nombres primers

Tots els matemàtics sabem de l’estranya fascinació que provoquen els nombres primers. És
un tema que des dels elements d’Euclides [3], on es demostrava que hi havia primers tan
grans com es volgués, i possiblement molt abans, ha ocupat la ment de molts dels millors
matemàtics.

Recordem que els nombres primers són els nombres que no es poden descompondre com a
producte de nombres més petits (és a dir, són irreductibles) i, per tant, són els blocs a partir
dels quals podem anar obtenint tots els altres nombres naturals a base de multiplicacions.
La unicitat de la descomposició de tot nombre natural com a producte de primers és un dels
pilars en què es fonamenta l’aritmètica (el teorema fonamental) i és el que permet demostrar
el teorema de la infinitud de nombres primers. És a dir, no ens hem de preocupar per si
s’acaben els primers del magatzem, perquè n’hi ha tants com en puguem necessitar.

Tot i això, hi ha moltes més preguntes pràctiques que ens podem fer sobre els primers i que
no queden resoltes dient que n’hi ha infinits. En vull destacar dues: què podem fer per trobar
primers molt grans i quants n’hi ha realment.

Sovint expliquemqueunabona resposta a la primerapregunta és la que vadonar Eratòstenes
amb el seu famós mètode del garbell cap al 230 aC. La idea fonamental del seu mètode era
que si volem veure que un nombre és primer, no ens cal veure que no és divisible per cap
nombre més petit que ell, sinó que ho és només pels nombres més petits que la seva arrel
quadrada.

La realitat, però, ésqueaquestmètodeno serveix per a res si el nostrenombre té, per exemple,
més de 50 xifres decimals. De fet, s’ha determinat que el nombre de càlculs necessaris per
comprovar que un nombre de 50 xifres és primer (si ho és) amb el garbell d’Eratòstenes és
molt més gran que tots els càlculs fets en tota la història de la humanitat (podeu consultar,
per exemple, la pàgina 7 de [2]).

Observem que el mètode d’Eratòstenes no només prova si un nombre és o no primer, sinó
que li troba un factor en cas que no ho sigui, una informació que en principi no volíem per
a res si només ens interessava saber si el nombre és primer o no. Veurem que, de fet, el
problema de la factorització és d’un ordre molt superior al problema de la primeritat. Així
doncs, ens cal un mètode que detecti si un nombre és primer sense factoritzar-lo! La idea
clau passa, curiosament, per adonar-se que és fàcil detectar nombres compostos.
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3. Com detectar nombres compostos

Com podem saber que un nombre és compost sense trobar-li un factor? Sols hem de veure
que no compleix una propietat que tinguin tots els nombres primers, encara que algun
nombre compost la tingui! Una propietat, és clar, que no faci referència (directa) a la seva
reductibilitat.

Depropietats d’aquestes enconeixemalgunes, peròprobablement laprimera, històricament,
és una de les més bones. I va ser enunciada per qui es pot considerar el pare (modern) de
l’aritmètica: Pierre de Fermat.

El 18 d’octubre de 1640 (i mentre a Catalunya començava la Guerra dels Segadors), en una
carta al seu amic Frénicle de Bessy, Fermat afirmava el següent: per a tot nombre primer p,
i per a tot nombre enter a, el nombre p divideix el nombre ap ´ a. En la carta, tal com va
fer en altres ocasions, mencionava que tenia una demostració d’aquest fet, però deia que no
l’escrivia per tal que la carta no fos massa llarga.

De fet, Fermat mateix va anunciar el seu resultat d’una manera que serà la que utilitzarem: si
a no es divisible per p, aleshores p divideix ap´1 ´ 1.

Per tant, una manera de detectar que un nombre n és compost pot ser: escollir un nombre a
no divisible per n, calcular el nombre an´1 ´ 1 i veure si surt o no divisible per n. Com a cas
particular tenim el criteri simple següent.

Criteri 1. Si un nombre senar n no divideix 2n´1 ´ 1, aleshores és compost.

Per exemple, per al nombre n “ 143, quan dividim 2142 ´ 1 entre 143 ens surt un residu de
84; per tant n no és primer (de fet, n “ 11 ¨ 13).

Compte, però, que això no serveix per detectar primers, ja que, per exemple, per a n “ 341
tenim que 2n´1 ´ 1 sí que és divisible per 341, però 341 “ 11 ¨ 31.

Hi ha qui ha suggerit que en casos de persones amb síndrome de Savant, que són capaces de
reconèixer nombres primers força grans, de fet el que podrien estar fent és aplicar el criteri
però a l’inrevés: si el nombre n divideix a 2n´1 ´ 1, aleshores el declaren primer. Veurem que,
tot i que això no és correcte, funciona prou bé en general!

Per veure que el mètode és útil, però, ens cal trobar un algorisme ràpid i eficient per decidir si
an´1 ´ 1 és o no divisible per n, i en particular un en què no ens calgui calcular efectivament
an´1, un nombre que pot tenir un nombre de xifres impracticable.

4. El càlcul de residus, teoria i pràctica

Per tal de veure si un nombre molt gran és o no divisible per un altre nombre n no tan gran,
s’utilitza el càlcul de residus, altrament dit teoria de congruències o càlcul mòdul n. El punt
clau és que el residu de dividir per n la suma o el producte de dos nombres sigui igual al
residu de la suma o el producte dels dos residus. Per tant, podem calcular-ho tot mòdul n.
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Podem o bé utilitzar la notació deguda a K. F. Gauss, diu que a ” b pmod nq per dir que a i b
tenen el mateix residu en dividir-los per n, o bé considerar el conjunt Z{nZ “ t0,1, . . . ,n ´ 1u
de residus de manera que podem assignar a cada nombre enter un únic element de Z{nZ
i, a més, podem sumar i multiplicar aquests residus prenent el residu de l’operació com
a nombre enter. Obtenim aleshores un conjunt amb dues operacions que té estructura
d’anell commutatiu i, per tant, compleix (la majoria de) les propietats usuals de la suma i la
multiplicació.

Compte, però, que en general no es compleix una propietat usual dels nombres: pot ser que
el producte de dos nombres diferents de zero ens doni zero (habitualment es diuen divisors
de zero). Per exemple, si n “ 6, aleshores els nombres 2 i 3, mirats com a residus mòdul 6, no
són zero, però sí que ho és el residu del seu producte: 6 “ 2 ¨ 3. Únicament per als nombres
primers p es compleix que Z{pZ no té divisors de zero i, de fet, és un cos, i per tant tot residu
mòdul p diferent de zero té invers mòdul p. Dit d’una altra manera, per a tot nombre enter a
no divisible per p, hi ha un nombre b tal que a ¨ b ´ 1 és divisible per p.

Aquest fet és la clau per als resultats bàsics que necessitem i que resumim en el resultat
següent, que és una ampliació d’un resultat de Fermat.

Petit i ampliat teorema de Fermat. Consideremp un nombre primer i denotem per pZ{pZq˚

:“ Z{pZzt0uamb l’operació demultiplicació de residus. Aleshores pZ{pZq˚ és ungrup cíclic amb

p ´ 1 elements i, per tant, existeix g P pZ{pZq˚, de manera que per a tot element a P pZ{pZq˚

hi ha un nombre 1 ď i ď p ´ 1 tal que a “ gi. A més, els únics residus mòdul p tal que els seus

quadrats són 1 són˘1.

La demostració d’aquest resultat passa per uns quants resultats generals. Primer, i gràcies
al teorema de Lagrange,1 en un grup finit de d elements tots els elements compleixen que
ad “ 1. Per tant, tots els elements del grup pZ{pZq˚ són arrel del polinomi ppxq :“ xp´1 ´ 1.
Aquest polinomi no té arrels múltiples, ja que el màxim comú divisor amb la seva derivada és
1 a Z{pZ, que és un cos. Així doncs, els elements de pZ{pZq˚ són arrels pp ´ 1q-èsimes de la
unitat, i se sap que per a tot n ě 2 hi ha alguna arrel primitiva enèsima de 1, de manera que
totes les altres són potències d’aquesta. L’última afirmació de l’enunciat és clara, ja que en un
cos els polinomis de grau d tenen com a molt d arrels.

És un problema força difícil trobar un generador del grup pZ{pZq˚ quan p és un nombre
primer molt gran, però de fet només farem servir (en alguna demostració) que té algun
generador.

Exemple2. Si el nombre n no és primer, hi ha enters a tals que a2 ” 1 pmod nq, però a ı ˘1
pmod nq. Per exemple, si n “ 15 i a “ 4, tenim que 42 “ 16 ” 1 pmod 5q. De fet, és fàcil de
provar que si n és divisible per dos primers senars diferents, aleshores sempre hi ha un tal a.

Tornem ara al problema que ens plantejàvem al final de la darrera secció: podem determinar
ràpidament si an´1 ´ 1 és o no divisible per n? Veurem que la resposta és que sí i que,

1. Val a dir que, com acostuma a passar en matemàtiques, el teorema de Lagrange no el va enunciar ell.
Gauss va demostrar el cas que ens interessa. I va ser C. Jordan qui el va demostrar del tot.
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de fet, hi ha un mètode immillorable per fer-ho. Abans, però, he de parlar un moment de
quins algorismes poden considerar-se ràpids quan estem parlant de nombres molt grans.
Direm que un algorisme que depèn d’un nombre n és lineal en n si el nombre d’operacions
elementals (essencialment, suma i producte) està fitat linealment pel nombre de xifres xifpnq
de n (que, essencialment, és com el logaritme logpnq de n), o sigui si hi ha nombres A i B tals
que el nombre d’operacions sigui menor o igual que A xifpnq ` B.

Observeu que el nombre de xifres de n depèn de la base en la qual es calcula, però si ho
calculem en una altra base no varia el seu caràcter (lineal, polinomial, exponencial, etcètera).
La relació entre el nombre de xifres en base a i aquest nombre en base b ve donada aproxi-
madament per la multiplicació pel logapbq; per exemple, si un nombre té r xifres binàries, té
aproximadament log2p10qr « 0,3r xifres decimals. Utilitzarem xifpnq per denotar el nombre
de xifres binàries.

Més en general, direm que un algorisme és polinomial si el nombre d’operacions està fitat
per un polinomi en xifpnq i, en canvi, és exponencial2 si està fitat per un polinomi en n i, per
tant, per una funció exponencial en les xifres xifpnq de n.

El punt clau és que els algorismes lineals o polinomials augmenten la seva duració demanera
controlada en augmentar les xifres de n i, en canvi, els exponencials es tornen impracticables.
Per exemple, un algorisme lineal sols doblarà el temps quan doblem el nombre de xifres.

Donarem un algorisme que permet calcular potències de nombres en temps polinomial
respecte a les xifres binàries xifpnq de n (de fet, el nombre de productes necessaris és lineal
en xifpnq). La idea clau de l’algorisme és molt simple: si n és parell, aleshores an “ pa2qn{2; i si
n és senar, aleshores an “ apa2qpn´1q{2. Per tant, com a molt en dues multiplicacions reduïm
el nombre de xifres binàries en 1.

Exemple 3. Imaginem que volem calcular 211. Aplicant repetidament l’observació anterior
tenim

211 “ 2p22q5 “ 2
´

2
`

p22q2
˘2

¯

,

que ens redueix a la meitat els productes necessaris per fer la potència de la manera naïf.

Si ho expressem com una funció recursiva expbinpa,nq, el que tenim és que

expbinpa,nq :“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

1, si n “ 0,

expbinpa2, n
2
q, si n és parell ą 0,

a expbinpa2, n´1
2 q, si n és senar.

Si preferim l’algorisme en forma iterativa, el podem escriure de la manera següent.

2. La denominació és molt confusa quan parlem des del punt de vista del nombre n i, en canvi, és moltmés
clara quan parlem des del punt de vista de les xifres xifpnq de n.
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Algorisme d’exponenciació binària

(1) Resultat = 1
(2) Mentre n ą 1
(3) Si n és senar
(4) Resultat = a ˚ Resultat

(5) n “ n ´ 1
(6) a “ a2

(7) n “ n{2
(8) Resultat

En el nostre cas i com que el que ens interessa és trobar la potència de a però mòdul un
nombrem, els passos 4 i 6 s’han d’interpretar comque hemde fer el següent: primer calculem
el producte indicat i després calculem el residu mòdul m. El càlcul d’aquest residu també és
molt ràpid: lineal en el nombre de xifres binàries del producte donat, que seran com a molt
el doble de les xifres dem.

En resum, l’algorisme per calcular el residu de dividir an entre m utilitza 2 xifpnq operacions
«multiplicació seguida de càlcul del residu mòdul m» de dos nombres ď m. Aquestes ope-
racions necessiten, de fet, unes 2 xifpmq4 operacions entre bits: xifpmq2 de multiplicar dos
nombres de xifpmq xifres, 2 xifpmq2 de dividir un nombre de 2 xifpmq xifres entre un de xifpmq
xifres. Per tant, si n im tenen més o menys les mateixes xifres, com és el cas en calcular an´1

pmod nq, ens calen un màxim de 4 xifpnq5 operacions bit per fer-ho.

5. Els primers i els secrets

Abans de veure com podem trobar nombres primers, per què ens són tan útils actualment
els nombres primers. Tot passa per un mètode conegut per les inicials dels seus creadors:
l’RSA (de Rivest, Shamir i Adleman). El mètode RSA és potser el mètode d’encriptació més
utilitzat actualment en el món i és un mètode de clau pública que permet la comunicació
secreta entre dues persones (a la pràctica, a través d’ordinadors) sense haver-se de posar
d’acord prèviament en quina clau s’ha d’utilitzar. La idea és fer servir una operació que sigui
molt ràpida de fer i molt lenta de desfer; en el nostre cas, la multiplicació d’enters (ràpida) i la
factorització (lenta).

Podem fer una analogia física per entendre el funcionament dels mètodes d’encriptació
de clau pública. Imaginem que volem rebre paquets de manera que ningú els pugui obrir
abans de nosaltres. El que podem fer és repartir arreu candaus oberts (la clau pública) dels
quals només nosaltres tenim la clau (la clau secreta). Qui ens vulgui enviar un paquet, l’ha
d’embolicar de forma prou ferma i tancar amb un dels nostres candaus (aquesta és l’operació
fàcil de fer). A partir d’aleshores només nosaltres, que tenim la clau, podem obrir el candau,
i encara que algú intercepti el paquet no podrà extreure el que té al seu interior (llevat que
trenqui el candau, per la qual cosa ens hem d’assegurar que és prou fort per resistir aquests
atacs).
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Per poder explicar el funcionament delmètodeens cal prèviament un resultat que generalitzi
el petit teorema de Fermat a nombres compostos.

Petit teorema d’Euler. Sigui n ě 2 un nombre enter, i sigui ϕpnq la quantitat de nombres

enters 1 ď m ď n ´ 1 que són primers amb n. Aleshores, per a tot a enter primer amb n,

aϕpnq ” 1 pmod nq.

En particular, si n “ p ¨ q, on p i q són dos primers diferents, aleshoresϕpnq “ n ´ p ´ q ` 1.

La demostració del resultat passa per veure que el grup dels elements invertibles respecte de
la multiplicació de les classes mòdul n té ϕpnq elements (ja que la condició de ser invertible
mòdul n és equivalent a la de ser primer amb n) i aplicar el teorema de Lagrange com hem
fet abans per al cas n primer.

El mètode de clau pública RSA funciona de la manera següent: el receptor que vol rebre
missatges té una clau secreta que està formada per la parella de primers p i q, juntament amb
un nombre 2 ď e ď ϕpnq (i primer amb ϕpnq).3 Amb això podem calcular d de manera que
e ¨ d ” 1 pmod ϕpnqq, i de fet hi ha un algorisme en temps polinomial per fer-ho (utilitzant
el conegut algorisme d’Euclides per trobar el màxim comú divisor entre dos nombres i la
identitat de Bezout).

La clau pública és n i e.

Si volem enviar un missatge, per exemple, que és un nombre 2 ď m ď n, calculem

c ” me pmod nq,

que és el que enviem.

El receptor rep c i calcula cd pmod nq. El punt clau és que cd ” m pmod nq, gràcies al petit
teorema d’Euler.

Efectivament, tenim que

cd “ med “ m1`kϕpnq “ m ¨ pmϕpnqqk ” m ¨ 1k “ m pmod nq

Missatge Encriptació Transmissió Desencriptació Missatge

m c ” me pmod nq m ” cd pmod nq m

Si algú intercepta el missatgem i vol desencriptar-lo (o sigui, coneixentm, n i e, obtenir c), el
que podria fer en teoria és el següent:

3. Sovint s’utilitza el nombre e “ 65537 per motius de rapidesa en la computació i de seguretat. Us repto a
descobrir què té d’especial aquest nombre.
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1. Factoritzar n i calcular ϕpnq.
2. Calcular d tal que d ¨ e ” 1 pmod ϕpnqq.
3. Calcular cd pmod nq.

Dels tres passos, només el pas 1 és difícil (en el sentit que pot durmolt de temps, com veurem
més endavant). Així doncs, la seguretat del sistema depèn molt d’escollir nombres n difícils
de factoritzar. En aquests moments es recomana utilitzar nombres que siguin producte de
dos primers d’unes 600 xifres decimals com amínim: el que correspon a 1024 bits, o sigui 617
xifres decimals aproximadament, i per tant claus n d’uns 2048 bits, o 1234 xifres decimals.
Observeu també que cada possible receptor vol tenir un nombre n diferent, i no n’hi ha prou
amb tenir uns quants primers grans, ja que provant aquests podríem factoritzar les claus. De
fet, idealment, ens calen nombres primers grans escollits a l’atzar!

6. Primers industrials

Tornem ara a la nostra pregunta inicial: si volem un (i no un, sinó molts!) nombre primer
d’unes 600 xifres, què podem fer per trobar-lo? La idea és simple: escollim a l’atzar un nombre
senar n de les xifres desitjades i calculem 2n´1 pmod nq utilitzant el mètode d’exponenciació
binària. Si ens surt 1, hi ha raons heurístiques per creure que aleshores el nombre és primer
amb força probabilitat. Numèricament, podem veure que hi ha 78498 primers menors d’un
milió i hi ha «només» 245 nombresmenors d’unmilió que compleixen que 2n´1 ” 1 pmod nq
i no són primers.4 Si anem molt més enllà, hi ha 455052511 primers menors de 1010, i dels
altres sols 14884.5

Direm que un nombre n és un primer probable6 en base a ą 1 si compleix que an´1 ” 1
pmod nq. La idea del mètode industrial per trobar primers és buscar nombres a l’atzar que
siguin pseudoprimers respecte a una base també a l’atzar. Com que és molt fàcil escollir
sempre nombres senars, per exemple escollint un nombre m i després prenent n “ 2m ` 1,
i ens estalviem de comprovar la meitat dels casos, és el que farem. De fet, usualment es
comprova que el nombre escollit no sigui divisible per cap primer menor de 100 (o 1000),
però només és una millora de rapidesa no gaire important pel que ens interessa.

Algorisme per a trobar primers industrials

Si volem un nombre primer n de N xifres decimals:

(1) Escollim un nombre n (senar) a l’atzar amb N xifres decimals.

(2) Escollim a l’atzar un nombre a (fins a 10000, per exemple).

(3) Si an´1 no és ” 1 pmod nq, tornem a 1.

(4) Si ho és, n és un primer industrial.

4. S’anomenen nombres de Poulet.
5. Podeu consultar aquestes dades a A055550 del [5].
6. Noteu que els primers són primers probables, però no tots els primers probables són primers. Així doncs,

estrictament parlant el nom és incorrecte: és el que en matemàtiques s’anomena un red herring.
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Val a dir que habitualment es demana al nombre n, per tal de ser declarat primer industrial,
que sigui primer probable en base a per a un nombre determinat de bases a escollides a
l’atzar, habitualment 50.

És difícil determinar amb exactitud quina és la probabilitat que un primer industrial de 617
xifres de fet no sigui un primer. Però tot fa pensar que és baixíssima, i ben segur que molt
més baixa que la quemai es trobarà qualsevol empresa a l’hora de fer previsions sobre el seu
futur. Així doncs, des del punt de vista del negoci, el problema s’ha acabat (a part de saber
aproximadament quants càlculs ens caldrà fer per trobar-ne un a la pràctica).

Però des del punt de vista d’un matemàtic, podem fer una lleugera millora al mètode que,
com veurem després, ens proporcionarà una seguretat molt més gran ambmolt poc esforç.

Abans d’explicar-la, però, parlarem d’uns nombres molt especials que són primers probables
en totes les bases (en totes les bases que són primeres amb ell mateix) sense ser primers: els
nombres de Carmichael. De fet, es poden descriure com els nombres enters n tals que tots els
seus divisors primers p compleixen que p ´ 1 divideix n ´ 1. Aquests nombres es coneixen
des de fa força temps i els més petits, trobats per Carmichael el 1910, són els següents:

561 “ 3 ¨ 11 ¨ 17
1105 “ 5 ¨ 13 ¨ 17
1729 “ 7 ¨ 13 ¨ 19
2465 “ 5 ¨ 17 ¨ 29
2821 “ 7 ¨ 13 ¨ 31
6601 “ 7 ¨ 23 ¨ 41
8911 “ 7 ¨ 19 ¨ 67

Ell mateix va conjecturar que n’hi ha infinits, cosa que van poder provar el 1994 Alford,
Granville i Pomerance. De fet, se sap que fins a X n’hi ha de l’ordre ą X2{7 si X és prou gran [1].

Aquests nombres de Carmichael són nombres que serien declarats primers industrials sense
ser primers encara que els passéssim el test per a moltes bases. Així doncs, si podemmillorar
l’algorisme per evitar que hi hagi nombres que el puguin passar en moltes bases sense ser-
ho, ens pot ser molt útil. I el fet és que hi ha una millora que no comporta fer més càlculs, ja
que aprofita els càlculs que calen per mirar si un nombre és un primer probable.

La idea per millorar el mètode és utilitzar el que ja he dit en el petit i ampliat teorema de
Fermat: un residu r a Z{pZ per a p primer tal que r2 ” 1, ha de complir que r ” ˘1. Per tant,
si p és primer senar i a és un nombre enter no divisible per p, tenim que:

a
p´1
2 ” ˘1 pmod pq.

Com que podria ser que p ´ 1 fos divisible per 2 més d’una vegada, podem utilitzar aquest
criteri repetidament.
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Criteri 4. Donat n un enter senar, escrivim n ´ 1 “ 2s ¨ r amb r senar. Si a és un enter primer

amb n, i

(1) ar ı 1 pmod nq
(2) i

ar¨2
t ı ´1 pmod nq

per a tot 0 ď t ď s ´ 1,

aleshoresn és compost.

Un nombre enter n tal que en aplicar aquest criteri per a donat no doni compost, es diu que
és un primer fortament probable en base a.

Observeu que el criteri funciona, ja que si el nombre n és primer, aleshores an´1 ” 1 pmod nq
i, per tant, si ar ı 1 pmod nq i com que parq2

s

” 1 pmod nq, per a alguna t tenim que parq2
t

pmod pq és un nombre que no és 1 però el seu quadrat ho és, i per tant ha de ser ´1.

Fixeu-vos que els càlculs necessaris no augmenten gens respecte als dels primers probables,
ja que acabem calculant les potències de a que ja hauríem calculat per veure que és primer
probable en base a.

Exemple 5. Considerem el nombre n “ 561, que és el menor nombre de Carmichael. Tenim
que n ´ 1 “ 24 ¨ 35. Calculem:

‚ 235 ” 263 pmod 561q
‚ 22¨35 ” 166 pmod 561q
‚ 22

2¨35 ” 67 pmod 561q
‚ 22

3¨35 ” 1 pmod 561q

i, per tant, és compost seguint el criteri 4.

Utilitzant aquest criteri obtenim un algorisme lleugerament millorat per trobar primers
industrials.

Algorismemillorat per trobar nombres primers industrials

Si volem un nombre primer n de N xifres decimals:

(1) Escollim un nombre n (senar) a l’atzar amb N xifres decimals.

(2) Escollim a l’atzar un nombre a (fins a 1000, per exemple).

(3) Si n no és un pseudoprimer fort en base a, anem a (1).

(4) Si ho és, n és un primer industrial fort.
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Com en el cas dels primers industrials, normalment es demana que sigui un primer fortament
probable per unes quantes bases, habitualment 50.

Veuremmés endavant que si un nombre és un primer fortament probable per a un nombre
prou gran de bases, però no massa gran (de fet, el nombre de bases necessàries depèn
linealment de les xifres del nombre en qüestió), podem estar del tot segurs (almenys si ens
creiem una conjectura molt coneguda anomenada hipòtesi de Riemann generalitzada) que
el nombre serà primer. Així doncs, des del punt de vista teòric i pràctic, aquest mètode és
imbatible.

7. Un criteri a la Fibonacci

Comentarem un criteri diferent, d’alguna manera ortogonal, per veure que un nombre és
probablement primer. La idea, com abans, és veure si es compleix una propietat que és certa
per als primers i que és fàcilment calculable. En aquesta secció haurem d’utilitzar alguns
resultats més avançats de matemàtiques per a les demostracions.

Considerem les successions del tipus Fibonacci donades de la forma següent. Fixem a, un
nombre enter, i considerem les successions unpaq i vnpaq, donades les dues per la mateixa
recurrència

unpaq “ un´1paq ´ aun´2paq si n ě 2

però amb termes inicials diferents: u0paq “ 0 i u1paq “ 1, i v0paq “ 2 i v1paq “ 1. Fixeu-vos
que la successió de Fibonacci és unp´1q.

De la mateixa manera que es pot veure que la successió de Fibonacci es pot expressar en
termes del nombre d’or 1`

?
5

2 , aquestes successions es poden posar en funció de les arrels

αpaq :“ 1`
?
1´4a
2

i βpaq :“ 1´
?
1´4a
2

(reals o complexes) del polinomi x2 ´ x ` a.

De fet, tenim que

vnpaq “ αpaqn ` βpaqn i unpaq “ αpaqn ´ βpaqn?
1 ´ 4a

,

que ens permet veure les fórmules recursives següents:

u2npaq “ unpaqvnpaq u2n`1paq “ u2npaq ` v2npaq
2

v2npaq “ v2n ´ 2an v2n`1 “ p1 ´ 4aqu2npaq ` v2npaq
2

El següent lema és l’equivalent en el món de les successions del petit teorema de Fermat.

Lema de Lucas. Sigui p nombre primer de manera que 1 ´ 4a no sigui congruent mòdul p en

cap nombre enter al quadrat. Aleshores

up`1paq ” 0 pmod pq.
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La demostració s’utilitza que si 1 ´ 4a no és un quadrat mòdul p, aleshores el polinomi x2 ´
x ` a no té arrels mòdul p. Per tant, les arrels αpaq i βpaq mòdul p viuen en un cos més gran,
que necessàriament ha de ser el cos de p2 elements Fp2 .

En aquest cos es té en general que si α i β són les dues arrels d’un polinomi f pxq quadràtic i
irreductible amb coeficients a Fp, aleshores αp “ β . Això és degut que «elevar a p» respecta
les operacions de suma i producte a Fp2 (i a qualsevol cos que contingui Fp), d’on es dedueix
que αp ha de ser una arrel de f pxq, i com que no pot ser α, ha de ser l’altra arrel β .

Obtenim, per tant, queαpaqp`1 ” βpaqp`1 mòdul p. Utilitzant les fórmules anteriors obtenim
el resultat.

El problemaper poder utilitzar aquest resultat passa per saber decidir si elmeunombre 1´4a
és o no és congruent amb algun nombre enter al quadrat. La idea és utilitzar la famosíssima
llei de reciprocitat quadràtica de Gauss,7, de la qual es dedueix el resultat següent:

Teorema 6. Prenemd “ 1 ´ 4a (que és un enter senar (positiu o negatiu) i d ” 1 pmod 4q) i p
un nombre primer senar. Suposemque d és lliure de quadrats. Aleshoresd és un quadratmòdul p
si p és un quadratmòdul |d|.

El resultat, de fet, és un si i només si quan |d| és un nombre primer.

Obtenim així el criteri següent.

Criteri7. Siguinunnombresenar. Busquemelmenorenterdde la llistat5,´7,´11,13,´15 . . .u
dels enters senars lliures de quadrats (amb el signe adequat per tal que d ” 1 pmod 4q) de
manera que n no és un quadratmòdul |d|. Sigui a “ 1´d

4 .

Si unpaq ı 0 pmod nq, aleshores és compost.

Observeu que per calcular unpaq utilitzant les fórmules recursives anteriors, ho podem fer
d’una manera similar a l’exponenciació binària. Deixo al lector com a exercici l’algorisme en
qüestió que el calcula.

Val a dir que hi ha un test de Lucas fort, en un sentit similar al criteri 4 dels primers fortament
probables en base a.

Criteri8. Siguinunnombresenar. Busquemelmenorenterdde la llistat5,´7,´11,13,´15 . . .u
dels enters senars lliures de quadrats (amb el signe adequat per tal que d ” 1 pmod 4q) de
manera que n no és un quadratmòdul |d|. Sigui a “ 1´d

4
.

Escrivim n ` 1 “ 2s ¨ r, amb r senar.

Si urpaq ı 0 pmod nq i vr2t ı 0 pmod nq per a tot 0 ď t ă s, aleshoresn és compost.

7. Enunciar i demostrar aquesta llei ens portaria per caminsmolt interessants, però potser allunyats de l’ob-
jectiu d’aquest manual. D’altra banda, recomano al lector interessat explorar a [4] alguna de les 246 demostracions
conegudes d’aquesta llei, començant per les sis que va escriure Gauss.
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Un nombre que superi aquest test (o sigui, que no digui que és compost) s’anomena primer
fortament probable de Lucas.

Combinant els tests que hem presentat obtindrem el que s’anomena el test de primeritat de
Baillie-PSW, que és el que alguns programes d’ordinador apliquen quan els demanem si un
nombre prou gran és primer.

Algorismemés utilitzat per trobar nombres primers industrials

Si volem un nombre primer n de N xifres decimals:

(1) Escollim un nombre n (senar) a l’atzar amb N xifres decimals.

(2) Mirem si és primer fortament probable en base 2.

(3) Mirem si és primer fortament probable de Lucas.

(4) Si supera els dos tests, declarem n primer industrial de Baillie-PSW.

Val a dir que no es coneix cap nombre senar n que sigui primer industrial de Baillie-PSW i no
sigui primer.8 De fet, s’ha comprovat que tots els nombres ambmenys de 64 bits que passen
aquest test són primers. Tot i això, hi ha arguments heurístics per justificar que hi ha d’haver
infinits nombres que superin aquest test i no siguin primers.

8. Quina és la probabilitat que un nombre sigui primer?

Per tal que els mètodes que he explicat en la secció anterior siguin realment efectius, cal
saber quants primers hi ha d’un nombre donat de xifres; o, dit d’una altra manera, quina és la
probabilitat (aproximada) que un nombre de n xifres sigui primer.

La resposta a aquesta pregunta, encara que ens pugui semblar mentida, és coneguda des
de fa molt temps. De fet, el mateix K. F. Gauss als setze anys (el 1791) va conjecturar que
el nombre de primers de n xifres hauria de ser aproximadament de n{ logpnq. Sembla que
va fer aquesta hipòtesi després de comptar nombres de primers de mil en mil, que permet
eliminar les fluctuacions en el nombre quan es consideren intervals massa petits (tal com
si fossin errors experimentals). Altres matemàtics van fer i publicar conjectures equivalents,
fins que l’any 1896 Jacques Hadamard i Charles Jean de la Vallée-Poussin van demostrar el
resultat simultàniament i de manera independent, basant-se en les idees introduïdes per P.
L. Txebixov i G. F. B. Riemann.

Com a conseqüència, podem calcular quants nombres a l’atzar haurem d’escollir en els
algorismes per obtenir primers industrials explicats anteriorment per tal de trobar un primer.
Com que logp10617q « 1421, la probabilitat que un nombre de 617 xifres sigui primer és
aproximadament d’una entre 1421; o sigui, entre 710 si només agafem senars. Així doncs,
de mitjana haurem d’escollir uns 700 nombres senars de 617 xifres decimals a l’atzar per
trobar-ne algun que sigui nombre primer.

8. Fins i tot hi ha un premi en metàl¨lic per a qui en trobi un (de només 30 dòlars!), ofert per Pomerance,
Selfridge iWagstaff. Unexemple anàlegperòper aun criteri similar ambels nombresdeFibonacci téuna recompensa
més alta (de 635 dòlars): s’anomena la conjectura de Selfridge.
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