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Prélogo

La primera versiéon de esta obra fue publicada por la Universidad de Barcelona en 1974, for-
mando parte de la coleccién Publicaciones del Laboratorio de Calculo. Pronto se convirtio
en libro y después de un periplo de cinco lustros por las editoriales EUNIBAR, PPU y EUB
S.L., y tras una docena de ediciones, la tltima (revisada y ampliada), aparecié en 1999-2000.
Agotadas estas ediciones, y ante la insistencia de varios colegas, la obra regresa a la Univer-
sidad de Barcelona, que se ha ofrecido a editarla y publicarla con nuevo formato, dentro de
la coleccién de Textos Docentes.

Es este un libro de ejercicios y por lo tanto destinado a proponer y resolver proble-
mas de probabilidades y estadistica. Los problemas de naturaleza tedrica se alternan con
los aplicados. Se ha procurado presentarlos en orden de dificultad creciente. La extension
de la obra ha obligado a dividirla en dos volimenes: el primero dedicado a Problemas de
probabilidades y el segundo a Problemas de inferencia estadistica. La actual ediciéon EUB
de la Universidad de Barcelona mejora la edicion de 1999-2000 en la presentacion y revision
de algunos apartados.

Afin de facilitar la consulta del libro, se incluye en cada capitulo un extenso resumen de
la teoria. Para ampliar la teoria, el lector debera consultar los libros pertinentes, pudiendo
orientarse en la bibliografia que aparece al final de cada volumen. Los apartados de mayor
dificultad teérica y los problemas de resolucion mas dificil se indican con un asterisco.

La Estadistica se ha ido imponiendo como materia fundamental en la mayoria de los
estudios universitarios. Esta obra, con un planteamiento teérico-practico, sintetiza los prin-
cipales temas de la Probabilidad y la Estadistica. A pesar de los grandes avances tecnol6-
gicos, la base no ha cambiado, por lo que el contenido de este libro sigue teniendo plena
actualidad.

Esta obra resulta adecuada para estudiantes y profesores de primer ciclo de carreras
y grados universitarios (Estadistica, Biologia, Mateméticas, Fisica, Quimica, Geologia, Inge-
nieria, Arquitectura, Informatica, Economia, Veterinaria, Psicologia, Pedagogia y Medicina).

Mi maés sincero agradecimiento a todos aquellos que me han hecho comentarios, suge-
rido cambios y correcciones, haciendo posible la version actual. En especial debo mencionar
aJ. Fortiana, P. Sdnchez Algarra, G. Alonso, J. M. Oller, E Carmona, J. Ocafia, C. Ruiz-Rivas,
M. Rios, R. Vélez, J. M. Font y D. Cuadras.

Respecto a la presente edicién, deseo agradecer a M. Aicart, J. M. Oller y M. C. Palleja
su valiosa colaboracion en la preparacion del original.

Carles M. Cuadras

Barcelona, septiembre de 2016
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1. ALGEBRA DE SUCESOS Y PROBABILIDAD

1.1. Experiencias, sucesos y dlgebras

Sea 2 un conjunto no vacio. Una experiencia E consiste en obtener, por algiin procedimien-
to que la caracteriza, un elemento w de (2. Diremos que w es un suceso elemental (o caso
posible), resultado de la experiencia E.

Sea A un subconjunto de 2. Diremos que A es un suceso ligado a la experiencia E si
obtenido w podemos afirmar que w € A (A se ha presentado) o bien w ¢ A (A no se ha
presentado). Un suceso es un subconjunto observable o distinguible bajo la experiencia E.

Una coleccion .¢/ de subconjuntos de €2 diremos que es un digebra si verifica:

1. SiA € ./, entonces A¢ € ..
2. SiA B € .o/,entoncesAU B € .of.
3.0 e .«.

La coleccion de sucesos observables bajo una experiencia E, incluyendo el conjunto },
tiene estructura de adlgebra. A los elementos de .¢/ les llamaremos también sucesos. A€ es el
suceso contrariode A, A U B es el suceso reuniony 0 es el suceso imposible.

Consecuencias de la definicién de 4lgebra son:

4, Qe .
5. SiA,B € ./,entoncesAN B € ..

Es decir, 2 es también un suceso al que llamaremos suceso seguro, y A N B es otro suce-

so, llamado suceso interseccién. Indicaremos también el suceso contrario por A y el suceso
interseccion por A- B.

1.2. Definicién de probabilidad

Una probabilidad P sobre un adlgebra .</ es una aplicacion:
P: o ——[0,1]

verificando:

1. P(Q)=1.

2. Si Ay B son conjuntos disjuntos de .</ (sucesos mutuamente excluyentes), entonces,
indicando A U B = A+ B, se cumple:

P(A+ B)=P(A)+ P(B).

Alaterna(f,.¢/, P) se le llama espacio de probabilidades.

13
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1.3. Propiedades de la probabilidad

P@=0.

Si A C B, entonces P(A) < P(B).
P(A¢)=1—P(A).

P(AU B)=P(A)+P(B)—P(AN B),

Ll

siendo Ay B sucesos no necesariamente excluyentes.

1.4. Observaciones

1. Un suceso elemental puede no ser un suceso probabilizable.

2. Solamente los sucesos pertenecientes a un dlgebra .¢/ tienen definida una probabilidad.

3. Partiendo de un mismo conjunto o poblacién 2 se pueden definir diferentes experiencias
E. Cada experiencia E tiene asociada un dlgebra .¢f (el dlgebra de los sucesos observa-
bles). Sobre una misma dlgebra ./ pueden definirse distintas probabilidades, P, P’, P”,
etc.

4. Siempre que deseemos encontrar la probabilidad de un suceso es necesario especificar
Qy .«/. El buen manejo de las propiedades anteriores nos facilitard el célculo de las pro-
babilidades de los sucesos de .</.

1.5. Algebras finitas

Un suceso A de un dlgebra, distinto de 0 y de €, es un dtomo si verifica:
Be.od BCA pero B#A= B=0.

Los atomos de un 4lgebra, si los hay, son siempre sucesos mutuamente excluyentes.
Un dlgebra, distinta del dlgebra trivial {@}, 2}, con un ntimero finito de sucesos contiene al
menos un atomo, verificindose:

Teoremal. Sean A, ...,A,, los &tomos de un algebra finita .«/. Entonces:
1. Todo suceso A € .o/ es reunion de uno o varios atomos,
AZAil u---u Aik‘

2. Laprobabilidad de un suceso es la suma de las probabilidades de los 4&tomos que contie-
ne,

P(A)=P(A;)+---+ P(A;,).

*1.6. Sigma-algebras

Una coleccion .«/ de subconjuntos de €2 es una o—algebra si verifica:

1. SiA € ./, entonces A¢ € ..

14



2. SiAy, ..., A,, ... esuna coleccion numerable de conjuntos de .¢f, entonces
o0
UA,- € .d.
i=1

3.0e o.
Consecuencias de la definicién de c—4lgebra son:

4. Qe d.
5. SiAy, ..., A,, ... esuna coleccién numerable de conjuntos, entonces

ﬁAi € .d.

i=1

Una probabilidad P sobre una o—délgebra ./ se define como una aplicacién
P: .o — [0, 1] tal que:

—

. P(Q)=1.
2. SiAy, ..., A,, ...esuna colecciéon numerable de sucesos mutuamente excluyentes dos a
dos, entonces

Problemas resueltos

1.1. Sea (2 el conjunto de casos posibles que resultan de la tirada de un dado. Decir cuéles
de las siguientes clases de conjuntos son algebras:
a) .o, ={0, Q}.
b) .o, =10, {1, 3,5}, {2, 4,6}, Q}=1{0, I, P, Q}.
c) .o/ =2(0Q), conjunto de las partes de ).
d) o, =1{0, {1}, {3, 5}, {2, 4, 6}, }.

Solucion

a) .¢/; esdlgebraporque el pertenece a.</, asi como sucomplementario 2 ylareunién
puQ=Q.

b) También, porquel € .o, 0°=Q € .o, PUQ=Q € .o,, [UP=0Q € .4,, etc.

¢) También, ya que cualquier operacion entre conjuntos de Z?(£2) serd cerrada.

d) No es dlgebra, puesto que {1} ={2, 3, 4, 5, 6} ¢ .o,.

1.2. Consideremosla experiencia «lanzar un dado ordinario». Indiquemos Q={1,2,3,4,5, 6}
el conjunto de casos posibles (caras del dado). Construir el dlgebra asociada a la expe-
riencia en los casos:

15
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1.3.

16

a) de que las caras pares estén pintadas de blanco y las caras impares de negro, ocul-
tando el namero de la cara,

b) sin ninguna manipulacién sobre las caras del dado.

Solucion. En el primer caso, dado que solo se puede distinguir entre blanco (= par) o
negro (= impar), el dlgebra asociada es

o ={0, P, I, Q}.

Un suceso elemental no es un suceso. Por ejemplo, si se presenta el resultado {1} solo
podemos afirmar que se ha presentado el suceso I (impar), porque el resultado que
observaremos es que la cara obtenida es negra. Esto significa que el suceso elemental
{1} no es un suceso y por tanto carece de probabilidad. Los tinicos sucesos probabili-
zables son los sucesos de .</, cuyas probabilidades son:

P(B)=0, P(P)=1/2, P(I)=1/2, P(Q)=1.

En el segundo caso es posible distinguir entre cada una de las caras del dado. Luego
los sucesos elementales {1}, ..., {6} son también sucesos, cada uno de ellos de proba-
bilidad 1/6, y el dlgebra asociada es

o =2(Q) (partesde Q).
Todo subconjunto de Q2 es suceso y tiene definida una probabilidad.

Se extrae una carta de una baraja espafola de 48 cartas. Se pide:

a) Probabilidad de que sea figura o copa.

b) Probabilidad de que sea figura, pero no espada.

Solucién. El conjunto de sucesos elementales es:
= {48 cartas de la baraja}.

Al extraer una carta indicamos los sucesos:

A = {que salga figura}
B = {que salga copa}

C = {que salga espada}.

a) Corresponde al suceso A U B:

P(AUB) = P(A)+ P(B)—P(ANB)
12 12 3 7

= — 4+ =
48 48 48 16

porque hay 12 figuras, 12 copas y 3 figuras que son copas.



1.4.

b) Es el suceso A N C (indicando por C el complementario de C). Entonces:

En una ciudad se publican tres periédicos A, By C. El 30% de la poblacién lee A, el
20%lee Byel15%lee C,el12%lee Ay B,el9% Ay C yel6% By C; finalmente el 3%
lee A, By C. Se pide:

a) Porcentaje de personas que leen al menos uno de los tres periddicos.
b) Porcentaje que lee sélo A.
c) Porcentaje que leen B o C, pero no A.

d) Porcentaje de personas que leen A o bien, noleen ni B ni C.

Solucién. En este caso cada ciudadano representa un suceso elemental, siendo:
Q= {poblacién de la ciudad}.

Indiquemos también por A, B o C, los sucesos un ciudadano lee A, B o C respecti-
vamente.

El dlgebra .«/ de sucesos estd formada por @}, Q y todas las posibles reuniones,
intersecciones y complementaciones formadas a partir de A, By C. Se dice que .</
es el dlgebra generada por tales conjuntos.

Dividiendo los porcentajes por cien, tendremos las probabilidades de los di-
ferentes sucesos.

a) Corresponde al suceso AU B U C. Por generalizacion inmediata de la probabilidad
de la reunién de dos sucesos:

(x) P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(AN B)—P(AN C)
— P(BNC)+P(ANBN C)

=0,3+0,2+0,15-0,12—-0,09—0,06 + 0,03
= 0,41.

Respuesta: el 41 %.

b) Corresponde al suceso A N B N C. Se verifica
AUBUC=(ANBNC)UBUC,
de donde segtn (*)
P(AUBUC)=P(ANBNC)+P(B)+P(C)—PM)—PW)—P(B n C)+ P®),
pues téngase en cuenta que:

(ANBNC)NB=(ANBNC)NnC=(ANBNC)NBNC=0

17
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luego
P(ANBNC)=P(AUBUC)—P(B)—P(C)+P(Bn C)
= 0,41—0,2—0,15+0,06=0,12.

Respuesta: el 12%.

¢) Correspondeal suceso AN (B U C)=A-(B U C).
Se verificaAUBU C=AU(A-(BU C)),P(AUB U C)=P(A)+P(A-(Bn C))
pues Ay A-(B U C) son mutuamente excluyentes.

P(A-(BU C))=0,41—0,3=0,11.

Respuesta: el 11%.

d) Corresponde al suceso A U (B N C), contrario del anterior

P(AU(B-C))=1-0,11
Respuesta: el 89 %.

Nota: En este problema, un suceso elemental no es un suceso (no tiene sentido de-
terminar con los datos que tenemos el porcentaje o probabilidad correspondiente
a un ciudadano determinado). Tampoco es un suceso cualquier subconjunto de
Q, tal como «el conjunto de ciudadanos que poseen automévil», porque no puede
expresarse en funcion de los sucesos anteriores.

1.5. Seaun dado tal que la probabilidad de las distintas caras es proporcional al niimero de

18

puntos inscritos en ellas. Hallar la probabilidad de obtener con este dado un ntimero
par.

Solucidn
Q2={1, 2,3,4,5, 6} yelélgebraes .o/ =2(Q).

Cada suceso elemental es un suceso cuya probabilidad es:

donde A es una constante de proporcionalidad.
Pero:

1
Ai=1 = A-21=1 = /1:2—.

[

Il
—

Luego:

2 4 6 12 4
P 1 =P(i2,4,6})=-+ -+ ==
({que salga par}) = P({ } 21 21 21 21 7



1.6.

1.7.

1.8.

Dar una explicacién en términos de espacio de probabilidad, de la férmula clasica:

n.° de casos favorables
n.° de casos posibles °

probabilidad =

Solucién. Sea Q={w;, wy, ..., w,} o =2(Q).
Cada w; representa un caso posible que es, ademads, un suceso. Si todos los w
son igualmente probables:

- 1
Y Pw)=1 = n-Pl)=1 = Plo)=—, V]
j=1

Si A es un suceso que consta de k sucesos elementales,

A:{(J)il, Wiyy eney C!)ik},
k k
entonces: P(A) = Z P(wl-],) = o
j=1

Un examen de revélida de Licenciatura consta de 14 temas. Se debe escoger un tema
de dos elegidos al azar. Calcular la probabilidad de que a un alumno que ha preparado
5 temas, le toque al menos uno que sabe. ;Cudl es el nimero minimo de temas que
debe preparar para que tenga una probabilidad superior a 1/2 de superar el examen?

Solucién. Hay ( 124 ) maneras de elegir dos temas (casos posibles). Por otra parte, hay

5 x 9 maneras de elegir uno que sabe y uno que no sabe, y ( 2 ) maneras de elegir dos

temas que sabe (casos favorables). La probabilidad es:

5
5%9 2 55

+ =2 ===0,6044.
14 14 91
2 2

Si prepara n temas, por un razonamiento andlogo, el niimero de casos favorables es:

C(n)=n(14—n)+ ( ’zl ) — n(14—n)+ n(n—1)/2.

91
Como ( 124) =91, n debe ser tal que C(n) > > La solucién es n =4.

Se elige un ntimero al azar del 1 al 6.000, todos igualmente probables. Hallar la proba-
bilidad de que sea multiplo de 2 0 de 3, o de 4, o de 5.

Solucién. 2 estd formado por los niimeros del 1 al 6.000. Al extraer un nimero, indi-
camos los sucesos:
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