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Introduccion

El término «estadistica» se suele asociar con valores numéricos y representaciones grafi-
cas que expresan un resumen de unos hechos o fenémenos de interés. La primera tarea de
un lector u oyente critico no es quedarse fascinado por la sofisticaciéon cuantitativa o vi-
sual, sino preguntarse sobre dos aspectos fundamentales: a) como se han obtenido estos
resimenes y b) qué significan exactamente. De hecho, las mismas cuestiones se presentan
delante de un profesional que ha obtenido datos y necesita organizarlos de alguna manera
para que se conviertan en «informacién». En la época actual, dominada por la tecnologia y
las aplicaciones informadticas, la obtencién de los resimenes estadisticos parece no acarrear
ninguna dificultad, gracias al software estadistico disponible, tanto de pago como gratuito.
Sin embargo, la pregunta de cémo se obtienen los resultados estd inherentemente relacio-
nada con el tipo de datos de los que se dispone y a los indices que se han utilizado. Nos
referimos, en este caso, a uno de los aspectos que vertebran el presente documento: las es-
calas de medida de las variables. ;Es suficiente con averiguar que los indices calculados son
apropiados para los datos disponibles? Es necesario, pero no es suficiente. La posibilidad
de obtener resimenes numéricos de manera inmediata y sin més esfuerzo que varios clics
en el software correspondiente puede ser de gran ayuda, pero también puede representar
una dificultad para el segundo de los aspectos mencionados anteriormente: la interpreta-
cion de los resultados. El software facilita y agiliza la tarea del analista de datos, pero lo aleja
del proceso, lo que convierte el paso de los datos brutos a los resultados en una caja negra
con contenido desconocido. En este sentido, consideramos que conocer exactamente las
operaciones que se han realizado con los datos puede ayudar a entender qué informacién
dan los resiimenes numéricos (por ejemplo, en el caso de la descripcion estadistica univa-
riante, si los indicadores son resistentes o no a valores anémalos, si se basan en la totalidad
de las medidas disponibles o solo en un porcentaje de los datos centrales de la distribucién
ordenada).

Partiendo de esta conviccion, el objetivo del presente documento es invitar al lector a
que sea activo a la hora de resolver las cuestiones planteadas en relacién con la estadistica
descriptiva e inferencial. Se sugiere que la resolucién de los problemas se realice de manera
auténoma antes de contrastarla con las soluciones ofrecidas, tanto a nivel numérico como
a nivel verbal. La extension de estas soluciones responde a la finalidad de guiar no solo el
proceso de cdlculo, sino el proceso de reflexion sobre el célculo y el resultado obtenido. Por
tanto, los comentarios que acompanan al calculo hacen referencia tanto a la obtencién de
valores numéricos como a su interpretacién. En este punto, es preciso dejar claro que la in-
terpretacion de los valores proporcionados por los indices puede complementarse y verse
favorecida por las representaciones gréaficas que resumen los mismos resultados, pero de
una forma visual, un aspecto que hemos considerado oportuno resaltar en algunos de los
ejercicios. No obstante, el presente documento no se centra en la elaboracion e interpreta-
cion de gréficos, debido a la amplia disponibilidad de textos sobre la materia, empezando
por el texto clasico de John Tukey sobre el andlisis exploratorio de datos y, més recientemen-
te, continuando por los libros escritos por Edward Tufte.
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La organizacion del presente documento es la siguiente: en primer lugar, se ofrecen
ejercicios sobre conceptos bésicos de probabilidad. La finalidad que se persigue es que di-
chos conceptos estén activados en la mente de los lectores a la hora de enfrentarse a los
problemas relacionados con las distribuciones de probabilidad. En este primer bloque, he-
mos decidido centrarnos en detalle en la distribucién binomial y en la ley normal (entre
otros modelos de probabilidad), abarcando, por ende, aspectos de variables tanto discretas
como continuas. En segundo lugar, se presentan los problemas relacionados con la estadis-
tica descriptiva, comenzando por la descripcién univariante para posteriormente trabajar
diferentes maneras de evaluar y cuantificar la asociacién entre dos variables. En este segun-
do bloque, se hace patente la importancia de la escala de medida de las variables ala hora de
escoger los indices estadisticos apropiados. En tercer lugar, una vez tratadas las bases de la
probabilidad y la estadistica descriptiva, se abordan cuestiones propias de la estadistica in-
ferencial. Este tltimo bloque comprende una gran variedad de pruebas estadisticas, tanto
paramétricas como no parameétricas. Adicionalmente, se incluyen ejercicios sobre el mode-
lado de relaciones entre variables mediante el andlisis de la regresion.

Teniendo en cuenta el contenido del documento, que incluye informacién practica so-
bre el proceso de cdlculo, referencias a aspectos tedricos y enfatiza el aprendizaje de inter-
pretacion de los resultados estadisticos, consideramos que el presente texto puede resultar
de utilidad en cursos de introduccién a la estadistica. De hecho, el documento puede ser
utilizado tanto por quienes se inician en la estadistica, permitiéndoles un aprendizaje aut6-
nomo, como por los docentes, que podran aprovechar el material para las sesiones précticas.
Para enriquecer tanto el aprendizaje auténomo como las sesiones presenciales en las que se
ilustran los contenidos tedricos, sugerimos trabajar el presente documento conjuntamente
con las actividades practicas incluidas en un recurso digital (Manolov, Solanas, Leiva, Losa-
da, Per6 y Guardia, 2015), que se centra en los mismos bloques que se tratan aqui.



PARTE 1
VARIABLES ALEATORIAS
Y PROBABILIDAD

» ;C6mo se obtiene conocimiento a partir de la incertidumbre?

+ ;Qué informacién proporcionan los modelos de probabilidad?

+ ;Qué condicidn se requiere, necesariamente, para obtener informacién valida me-
diante los modelos de probabilidad?

+ ;Qué eslo que distingue a las variables discretas de las continuas?

Estas y muchas otras preguntas encontrardn respuesta a continuacion.

Los problemas que se presentan en este primer bloque repasan los conceptos bésicos
relacionados con la probabilidad (por ejemplo, la unién e interseccién de sucesos, la inde-
pendencia de eventos y la probabilidad condicionada) previamente a adentrarse en los mo-
delos de probabilidad para variables aleatorias discretas y continuas, donde se tratan, entre
otros, los siguientes aspectos: la obtencién de momentos y sus propiedades, la posibilidad
o no de obtener probabilidades para valores concretos de las variables aleatorias, la manera
de obtener la probabilidad para uno o mads intervalos de valores y la inversa de la fun-
cion de distribucion. De los modelos de probabilidad para variables discretas, se abordan la
distribucién binomial y la distribuciéon de Poisson, mientras que, para variables continuas,
el énfasis se pone en la distribucién normal y la distribucién uniforme, aunque muchas de
las maneras de proceder que se muestran a continuacién son aplicables al resto de los mo-
delos discretos y continuos. Algunos de los conceptos expuestos en este primer bloque son
fundamentales en la inferencia estadistica, como ocurre, por ejemplo, con el valor p, tam-
bién denominado «grado de significacién», asociado al «estadistico de prueba» cuando se
pretenden realizar extrapolaciones para las poblaciones de referencia a partir de los resul-
tados obtenidos en muestras.



1. NOCIONES DE PROBABILIDAD

Ejercicio 1

Dado un espacio muestral A definido como A = {a;, a,, as, a,, as, ag}, justifique cudl de las
siguientes alternativas se corresponde con una funcién de probabilidad que designa proba-
bilidades al conjunto de sucesos elementales.

a) Pr(a,)=1/6; Pr(a,)=1/6; Pr(as)=1/6; Pr(a,)=1/6; Pr(as)=1/6; Pr(ag)=1/6
b) Pr(a,)=1/6; Pr(a,)=—1/6; Pr(as)=2/6; Pr(a,)=1/6; Pr(as)=1/6; Pr(as) =1/6
¢) Pr(a,)=0,3; Pr(a,)=0,1; Pr(as)=0,15; Pr(a,) = 0,25; Pr(as) = 0,1; Pr(as) = 0,2
d) Pr(a,)=0,4; Pr(a,)=-0,1; Pr(a;) =0,2; Pr(a,) =0,3; Pr(a;) =0,1; Pr(ag) =0,1

e) Pr(a,)=2/6;Pr(a,)=1/6; Pr(a;)=1/6; Pr(a,) =2/6; Pr(as) =1/6; Pr(az)=1/6

Solucion. De las expresiones anteriores, la Gnica que se constituye como espacio
muestral es la a, puesto que la suma de las probabilidades asignadas a los 6 sucesos
elementales, Pr(a;), es igual a 1 y todas las probabilidades de los sucesos elementales
Pr(a;) presentan valores entre 0 y 1.

La expresion b no es un espacio muestral puesto que Pr(a,) presenta un
valor negativo, aspecto que vulnera el axioma de no negatividad. La expresion ¢ no
es un espacio muestral porque, a pesar de que todas las Pr(a;) estdn entre 0 y 1, la
suma de todas ellas es superior a 1; en concreto, esta suma devuelve un resultado
igual a 1,1y, por tanto, se vulnera el axioma de la aditividad para sucesos mutuamente
excluyentes. La expresion d no es un espacio muestral puesto que Pr(a,) presenta un
valor negativo, aspecto que vulnera el axioma de la no negatividad. Finalmente, la
expresion e tampoco es un espacio de probabilidad puesto que, a pesar de que todas
las Pr(a;) estan entre 0y 1, la suma de las mismas es superior ala unidad (8/6), aspecto
que vulnera el axioma de la normalizacion.

Ejercicio 2

Si Q = {a,,a,, as,a,} es un espacio muestral, héllese el valor de probabilidad asociado al
suceso elemental a, para las siguientes expresiones:

a) siPr(a,)=0,25, Pr(as)=0,25y Pr(a,)=0,25

b) siPr(a,)=1/4, Pr(a;)=1/8yPr(a,)=1/2

c) siPr(a,)="Pr(as)=0,25yPr(a,)=2-Pr(a;)

Solucién. Teniendo en cuenta que la probabilidad asociada al espacio muestral Q2 es
igual a la unidad, la suma de las probabilidades asociadas a los cuatro sucesos ele-
mentales debe ser igual a la unidad (axioma de normalizacién). Por consiguiente:

n
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Pr(dl) aF Pr(az) aF Pr(a3) ar Pr(d4) = ].
Asi pues, para resolver la expresion a se deben seguir los siguientes pasos:

Pr(a;)+0,25+0,25+0,25 = 1
Pr(a;)+0,75 = 1
Pr(a,)=1-0,75 = 0,25.

Los pasos a seguir para resolver la expresién b se resumen a continuacion.

Puesto que
Pr(a;)+1/4+1/8+1/2=1
y que
1 1 1 2+1+4 7
-4+ —4+_—=——=_=0,875,
4 8 2 8 8

se puede escribir
Pr(a,)+0,875 = 1
Pr(a;)=1-0,875 = 0,125.

Finalmente, los pasos a seguir para resolver la expresion ¢ se muestran a conti-
nuacion. Si

Pr(a,)=Pr(a;)=0,25 y Pr(a,)=2-Pr(a)),

entonces
Pr(a,)+0,25+0,25+2-Pr(a;) = 1
3-Pr(a;)+0,5 = 1
3-Pr(a;) = 1-0,5
3-Pr(a;) = 0,5
Pr(a,) = 0,5/3 ~0,1667.
Ejercicio 3

En una clase de 35 ninos, 10 tienen problemas escolares. Contéstense las siguientes cuestio-
nes.

a) La probabilidad de que, al seleccionar 3 nifios al azar, los 3 tengan problemas escolares.

Solucidn. Puesto que en el aula hay 35 nifios y 10 tienen problemas escolares, se puede
resolver aplicando la definicion clésica de probabilidad. Por tanto:
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Pr(x=3)= casos favorables
~ 77" casos posibles

La obtencidn tanto del nimero de casos favorables como del niimero de casos
posibles se realiza a partir de la utilizacion de nimeros combinatorios. Asi pues, el
numero de casos favorables se obtiene de la combinacion de los 10 nifios con proble-
mas escolares que existen en el aula seleccionados de 3 en 3. Asi:

n 10 10! 10-9-8-7-6-5-4-3-2-1
= = = = =120.
" k 3 3.7 3.2.1-7-6-5-4-3-2-1

El nimero de casos posibles se obtiene de la combinacién de los 35 nifios del
aula seleccionados en grupos de tres. Por tanto:

. (n 35) 35! 35-34-33-32- -1
=) |l= =6,545.

k 3 | 31,321 3.2.1-32-31-30-29-----1

Una vez que se dispone del niimero de casos favorables y del niimero de casos
posibles, obtener la probabilidad de que, al seleccionar 3 nifios al azar, los 3 tengan
problemas escolares es:

120
Pr(X =3)= —— ~0,0183.
6.545
Otra manera de solucionar esta cuestion es:

Pr(X=3)=— — — ~0,0183.
35 34 33

La logica subyacente a este planteamiento es la siguiente: antes de seleccionar
el primer alumno, los casos favorables que cumplen la caracteristica de tener proble-
mas escolares son 10 y existen 35 casos posibles. Al seleccionar el segundo alumno
quedan 34 casos posibles, pero, ala vez, de los casos favorables, existen 9, puesto que
se supone que el primer nino seleccionado tenia problemas escolares. Lo mismo su-
cede al seleccionar al tercer nifio. De los 33 casos posibles que quedan en el aula, solo
8 pueden ser casos favorables. Puesto que los sucesos son independientes, para ob-
tener la probabilidad de que 3 tengan problemas escolares, se calcula el producto de
estas tres probabilidades.

b) La probabilidad de que, al seleccionar 2 nifios al azar, ninguno de ellos tenga problemas
escolares.

Solucion. En este caso se trata de obtener la probabilidad de que los 2 nifios selec-
cionados no tengan problemas escolares. Al igual que en el caso anterior, se puede
obtener esta probabilidad a partir de la definicién clasica de probabilidad:

casos favorables
casos posibles

Pr(x = k)=

13
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Nuevamente, el niimero de casos favorablesy el de casos posibles se puede obte-
ner a partir de nimeros combinatorios. Asi, el nimero de casos favorables se obtiene
a partir de la combinacién de 25 nifios que no tienen problemas escolares seleccio-
nados de 2 en 2:

. [ n 25\ 25! 25:-24-23--1
C = = = = :300.
" k 2 21.231 2.1.23-22.21----. 1

El ntiimero de casos posibles se determina de la combinacion de los 35 nifios del
aula seleccionados en grupos de 2. Por tanto:

. n 35 35! 35-34-33-----1
C = = = = :595.
" k 2 2!-33! 2.1-33-32-31-----1

Unavez que se dispone del niimero de casos favorablesy de casos posibles, obte-

ner la probabilidad de que, al seleccionar a 2 nifios al azar, los 2 no tengan problemas
escolares es:

300
Pr(X =2) = — ~0,5042.
595

Otra manera de solucionar esta cuestion es:

Pr(X=2)= 2—5 . 2—4 ~ 0,5042.
35 34

La légica subyacente a este planteamiento es la siguiente: al seleccionar al pri-
mer alumno, los casos favorables que cumplen la caracteristica de no tener proble-
mas escolares son 25 y existen 35 casos posibles. Cuando se va a seleccionar al segun-
do alumno, quedan 34 casos posibles, pero, a la vez, de los casos favorables quedan
24, puesto que se supone que el primer nifo seleccionado era un nifio del subgrupo
sin problemas escolares. Puesto que los sucesos son independientes, para obtener la
probabilidad de que los 2 no tengan problemas escolares se realiza el producto de
estas dos probabilidades.

Ejercicio 4

En una muestra de 70 personas, 20 tienen un diagnéstico de solo depresion, 10 tienen un
diagnéstico tinicamente de ludopatia y 15 tienen un diagnéstico de comorbilidad, es de-
cir, tanto depresién como ludopatia. Teniendo en cuenta esta informacién, resuélvanse las
siguientes cuestiones:

a) El namero de personas con un diagnoéstico de depresion en la muestra.

Solucién. Puesto que 20 personas de la muestra tienen solo diagnéstico de depresion
y 15 tienen un diagndstico tanto de depresiéon como de ludopatia, el niimero total de
personas que tienen depresion en la muestra estudiada es de 35.
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b)

)

d)

e)

f)

El ntimero de personas con un diagnostico de ludopatia en la muestra.

Solucién. Puesto que 10 personas de la muestra tienen solo diagnéstico de ludopatia
y 15 tienen un diagndstico tanto de depresiéon como de ludopatia, el ntimero total de
personas que tienen un diagnéstico de ludopatia en la muestra estudiada es de 25.

El ntimero de personas sin diagndstico en la muestra.

Solucién. El namero total de personas que tienen algtin diagnéstico es de 45 (20 solo
depresion +10 solo ludopatia +15 depresién N ludopatia). Por tanto, el nimero total
de personas de la muestra sin diagnéstico es de 70 —45, es decir, 25.

La probabilidad de tener un diagnoéstico de depresion teniendo en cuenta la informacién
de la muestra.

Solucidn. Se aplica la definicién empirica de probabilidad. Por consiguiente:

En este caso el nimero total de medidas realizadas es 70 (n = 70) y el ntimero to-
tal de personas con diagndstico de depresion es de 35 (n, = 35). Por tanto, aplicando
la expresion anterior, la probabilidad de tener un diagnéstico de depresion es de 0,5,
tal como se muestra a continuacion:

35
Pr(depresion) = = 0,5.

La probabilidad de tener un diagndstico de ludopatia teniendo en cuenta la informacién
de la muestra.

Solucidn. Se aplica la definicién empirica de probabilidad. Asi:

Pr(A) = %

En este caso el namero total de medidas realizadas es 70 (n = 70) y el numero
total de personas con diagnoéstico de ludopatia es de 25 (124 = 25). De este modo, apli-
cando la expresion anterior, la probabilidad de tener un diagnoéstico de depresion es
aproximadamente igual a 0,3571, tal como se muestra a continuacion:

25
Pr(ludopatia) = = ~0,3571.

La probabilidad de tener un diagnéstico de depresion y de ludopatia teniendo en cuenta
la informacién de la muestra.

15
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h)

16

Solucion. Es necesario encontrar la probabilidad asociada a la interseccién de dos su-
cesos (depresion Nludopatia). Del enunciado del ejercicio se sabe que 15 personas de
la muestra cumplen este criterio. Se aplicard la definicion empirica de probabilidad:

n
Pr(An B)=—408),

En este caso el nimero total de medidas realizadas es 70 (n = 70) y el nimero
total de personas con diagndstico de depresion y ludopatia es de 15 (14 p) = 15). Asi,
aplicando la expresion anterior, la probabilidad de tener un diagnéstico de depresiéon
y ludopatia es de casi 0,2143, como se obtiene del siguiente célculo:

. . 15
Pr(depresién N ludopatia) = = ~0,2143.

La probabilidad de tener un diagndstico de depresion o de ludopatia teniendo en cuenta
la informaci6n de la muestra.

Solucion. Es necesario encontrar la probabilidad asociada a la unién de dos sucesos
(depresién U ludopatia). Por tanto, se tiene que aplicar la expresion:

Pr(A U B)=Pr(A)+Pr(B)—Pr(AN B)

De los apartados d), e) y f) se sabe el valor asignado a estas tres probabilidades:
Pr(depresion) = 0,5, Pr(ludopatia) ~ 0,3571 y Pr(depresion N ludopatia) ~ 0,2143. Por
consiguiente:

Pr(depresion u ludopatia)~ 0,5+ 0,3571 —0,2143 = 0,6428.

En este caso, como sabemos que el namero total de personas que tienen diag-
nostico de depresion o ludopatia es de 45, también podriamos resolver el ejercicio
aplicando la definicién empirica de probabilidad y, por tanto, seria:

45
Pr(depresién U ludopatia) = = 0,6428.

La probabilidad de tener un diagnéstico de depresion si se sabe que se tiene un diagnés-
tico de ludopatia.

Solucion. En este caso se trabaja con un espacio muestral reducido, puesto que ya se
sabe que la persona tiene un diagnéstico de ludopatia. En concreto, se trata de una
probabilidad condicionada. En consecuencia, se debe aplicar la siguiente expresion:

Pr(ANB
Pr(A|B)=%

La probabilidad asociada a la interseccién de tener un diagnéstico de depresion
y un diagnéstico de ludopatia es 0,2143 (ver apartado f) y la probabilidad de tener un



diagnoéstico de ludopatia es de 0,3571 (ver apartado €). En consecuencia, la probabi-
lidad de tener un diagnéstico de depresion si se sabe que se tiene un diagnéstico de
ludopatia es:
0,2143
Pr(depresion |ludopatia) ~ —
(dep | patia) OBE1

)

~ 0,6001.

i) La probabilidad de tener un diagnoéstico de ludopatia si se sabe que se tiene un diagnos-
tico de depresion.

Solucion. Nuevamente, en este caso se trabaja con un espacio muestral reducido,
puesto que ya se sabe que la persona tiene un diagnéstico de depresion. En concre-
to, se trata de una probabilidad condicionada. En consecuencia, se debe aplicar la
siguiente expresion:

Pr(AnB)

Pr(A|B)= Pr(B)

La probabilidad asociada a la interseccion de tener un diagnéstico de depresion
y un diagnéstico de ludopatia es 0,2143 (ver apartado f), y la probabilidad de tener
un diagnoéstico de depresion es de 0,5 (ver apartado d). En consecuencia, la probabi-
lidad de tener un diagnéstico de ludopatia si se sabe que se tiene un diagnéstico de
depresion es:

0,2143
0,5

Pr(ludopatia|depresion) ~ =0,4286.
Ejercicio 5

Segtin diversos estudios realizados en la poblacién espanola, la probabilidad de no sufrir
insomnio o dificultades para dormir es de 0,55 (sin problemas de suefo), la probabilidad
de padecer un trastorno de dependencia al alcohol es de 0,099 y la probabilidad de tener
problemas de sueiio y sufrir un trastorno de dependencia al alcohol es de 0,05.

a) Teniendo en cuenta la informacién anterior, determinar la probabilidad de no sufrir un
trastorno de dependencia al alcohol.

Solucidn. En este caso se trata de obtener la probabilidad asociada al complementario
de sufrir un trastorno de dependencia al alcohol. Por tanto, la expresién para obtener
esta probabilidad es la siguiente:

Pr(A)° = 1—Pr(A)

Puesto que la probabilidad de sufrir un trastorno de dependencia al alcohol es
de 0,099, Pr(A), su complementario es:

Pr(dependencia alcohol)¢ =1—0,099 = 0,901.

17
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b) Determinar la probabilidad de sufrir un problema de suefio o sufrir un problema de
dependencia al alcohol.

Solucién. En este caso se trata de obtener la probabilidad asociada a la unién de dos
sucesos no disjuntos. Por tanto, la expresion de cdlculo es la siguiente:

Pr(A U B)=Pr(A)+P1(B)—Pr(AN B)

En el enunciado se proporciona la probabilidad de no sufrir un problema de sue-
fio (0,55), pero, puesto que se pide la de la unién de sufrir un problema de suefno y
padecer un problema de dependencia al alcohol, primero se debe obtener la proba-
bilidad de sufrir un problema de suefio, que se puede calcular aplicando la ley del
complementario:

Pr(A)=Pr(A)° =1—Pr(A)

En la expresion anterior, A significa que no se da el suceso A, que, para el caso
que nos ocupa, es que no sufre un problema de suefio. Asi pues, la probabilidad de
sufrir un problema de suefio es:

Pr(problema sueno) = 1— Pr(problema suefio)’ =1—0,55=0,45.

Por consiguiente, ahora ya se dispone de todas las probabilidades necesarias
para poder determinar la probabilidad asociada a la unién de los dos sucesos:
Pr(problema suefio) = 0,45, Pr(dependencia alcohol) = 0,099 y Pr(problema suefio N

dependencia alcohol) =0,05. Ast:

Pr(problema suefio U dependencia alcohol)= 0,45+ 0,099 — 0,05 = 0,499.

c) Determinar la probabilidad del complementario de sufrir un problema de suefio y sufrir
un problema de dependencia al alcohol.

Solucidn. En este caso se trata de obtener la probabilidad asociada al complementario
de la interseccion de dos sucesos. Por tanto, la expresion de calculo para obtener esta
probabilidad es:

Pr(An B)* =1—Pr(An B)
La probabilidad asociada a la interseccion de sufrir un problema de suefio y su-
frir un problema de dependencia al alcohol es de 0,05. En consecuencia, su comple-
mentario (i.e., la probabilidad de no sufrir problemas de suefio ni de dependencia al

alcohol al mismo tiempo) es:

Pr(trastorno suefio N dependencia alcohol)® =1—0,05=0,95.
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