biaix

Revista de la FEEMCAT i de la SCM + Juny 2015

Luri de 737,50

al’\q\e




noubiaix

numero 36

sumari

Consell de Redaccio:
Manel Sol / Josep Lluis Solé (coords.)
Marianna Bosch
Joan Carles Ferrer
Joan Miralles
Josep Pla
Roma Pujol
Manuel Udina

Juanjo Cérdenas
(responsable pagina web)

© dels autors dels articles

Coediten:

Federaci6 d'Entitats per a 'Ensenyament
de les Matematiques (FEEMCAT)
Campus de Montilivi, edifici P-IV

17071 Girona
feemcat.org

Societat Catalana de Matematiques (SCM)
filial de I'lnstitut d’Estudis Catalans
Carme, 47
08001 Barcelona
scm.iec.cat
noubiaix@gmail.com
sites.google.com/site/noubiaix

Periodicitat: semestral
Preu d'exemplar ordinari: 12 €
Nombre d'exemplars: 1.700

Fotografia de la coberta:
Margarida i ordre
Josep Rey
Museu de Matematiques
de Catalunya (MMACA)

ISSN: 2014-2021
Diposit legal: B-22.314-2012

Impressio: Gréficas Rey

Publicacions i Edicions
de la Universitat de Barcelona
Adolf Florensa, s/n
08028 Barcelona
Tel.: 934035430
Fax: 934 035 531
comercial.edicions@ub.edu
www.publicacions.ub.edu

Editorial

articles

Bétes i barrils
Armengol Gasull

Resoldre no és aprendre. De la resolucio a la competencia
matematica i de la vivenciacio a l'abstraccid

i la generalitzacié matematica

Josep Callis i Franco

El raonament probabilistic en alumnes d'educacio infantil

i de cicle mitja d'educacio primaria
Paula Ldpez, Silvia Serra i Laia Torres

Descobertes matematiques
Ndria Cardet

Matematiques i entorn a l'educacié infantil
Fatima Dalmau i Angel Alsina

Construir, conjecturar, comprovar i demostrar amb
el GeoGebra

Pep Bujosa

Concurs de resolucié grafica de «sangakus» amb el GeoGebra
(arlos Giménez Esteban

seccions

Per pensar d'un minut a una hora
Jordi Deulofeu

Construint matematiques
Anton Aubanell

El racd del MMACA
Josep Rey i Manuel Udina

El raco del Cesire-Creamat



editorial

Aquest mes de juliol es fara la dissetena edicié de les JAEM, organitzada per la SEMRM
alaciutat de Cartagena. Es la millor mostra de la vitalitatila il-lusié que té el professorat
de matematiques de tot I'Estat espanyol per la feina que fem. Malgrat les dificultats
dels temps actuals, al voltant d'un miler de professors i professores dediquen uns
dies a compartir i aprendre noves idees per millorar el nostre treball a les aules. Els
organitzadors han preparat un programa ben interessant que podeu veure amb detall
a la seva pagina web: http://17jaem.semrm.com

D'altra banda, un curs més s’acaba i ja hem de mirar el seglient, que, com és habitual,
es presenta amb uns quants canvis. A primaria es completara la implementacié de la
LOMCE a tota l'etapa. Pel que fa a secundaria, es comencara la LOMCE a primer i tercer
d’ESOi a primer de batxillerat. En el moment d’escriure aquestes linies, el Departament
d’Educacié de la Generalitat encara no ha fet publics els curriculums, pero si que es
poden veure els que ha publicat el Ministerio de Educacion al BOE del 3 de gener
d’'aquest any.

L'abast que tindran tots aquests canvis dependra en bona mesura de quina sigui I'evolucié
de totes les gliestions politiques obertes a I'Estat espanyol. Sigui com sigui, 'aprenentatge
per competéncies continua estant a la base del curriculum de matematiques. Per tant,
atenint-nos al que diuen sobre el paper, no s’hi haurien de produir grans modificacions. Diem
aixo per fer notar que tots els esforcos que s’han fet des de I'any 2007 per anar introduint
el treball per competéncies a les aules no hauran estat esteérils, ja que interpretem que
ara s’haura de continuar treballant en la mateixa linia. Animem tot el professorat a seguir
innovant, formant-se i compartint les bones experiencies, com ha fet fins ara.

En aquest nimero 36 us proposem articles de tots els nivells educatius. Recordeu que un
dels objectius de la nostra revista és que pugui interessar als professors de matematiques
des d'infantil fins a la universitat. Creiem, com diem al comengcament, que els qui ensenyem
matematiques som un col-lectiu amb bones idees, bones practiques i molta il-lusié per la
nostra feina a les aules.

En primer lloc, trobem un article de I’Armengol Gasull sobre les matematiques associades
a una qulestié practica com és el calcul del volum d'una béta o barril. L'Armengol ens
explica que aquest problema interessa a Kepler, que el 1615 publica sobre el tema un llibre
titulat Nova stereometria doliorum vinariorum. Aquest llibre, previ al desenvolupament del
calcul diferencial i integral, es considera I'avan¢ més serids, juntament amb els resultats de
Bonaventura Cavalieri, del calcul d’arees i volums, des dels temps d’Arquimedes. Amb aquest
problema com a fil conductor, a I'article hi apareixen matematics o astronoms com Oughtred,
John Newton, Simpson, Cavalieri i Gauss.
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A «Resoldre no és aprendre», en Josep Callis posa de manifest la seva preocupacio pel pas
d'un aprenentatge basat en la memoria a un aprenentatge competencial. L'article explica
una experiencia que ha fet amb els seus alumnes de magisteri i amb mestres en actiu. Sén
interessants les reflexions sobre com el mestre pren les decisions, reflexions que poden
també ser utils a altres nivells educatius.

L'article de Paula Lopez, Silvia Serra i Laia Torres presenta un estudi que han portat a
terme sobre les dificultats que tenen els nens i nenes d'infantil i primaria per a comprendre
I'atzar. Les autores mostren que, malgrat ser conceptes no immediats, podem introduir-los i
treballar-los a I'aula d’'una manera apropiada.

Una bona practica de la descoberta matematica sobre la forma geométrica dels nombres ens
la presenta Nuria Cardet. Es tracta d'una experiéncia feta amb alumnes de quart de primaria.
Dues qiestions caracteritzen el seu treball: laintegracié de tot I'alumnat i el desenvolupament
de les competencies. Aquest treball va ser exposat a les jornades de Lleimat «Enriquiment
competencial».

En Pep Bujosa ens mostra I's del GeoGebra per a treballar processos matematics com ara
construir, conjecturar, comprovar i demostrar. A més a més, també posa de manifest com
I'eina informatica permet donar més protagonisme a l'alumnat a la classe de matematiques,
al mateix temps que li provoca un treball reflexiu. Hi trobareu bones propostes per a portar a
les aules de secundaria.

A «Matematiques i entorn a educacié infantil», la Fatima Dalmau i 'Angel Alsina expliquen
una experiencia d’aula amb un plantejament teoric del treball competencial de matema-
tiques a infantil, concretament un exemple d’aprenentatge de matematiques a partir dels
coneixement intuitius que els nens adquireixen en les seves experiencies. Aquest treball és
un resum del que va guanyar el premi Maria Antonia Canals a la innovacié en educacié
matematica en l'edicié de 2014, en la categoria d’educacié infantil.

Carlos Giménez ens presenta un altre exemple de I'is del GeoGebra a la classe de mate-
matiques. En aquest cas es tracta de resoldre problemes geométrics a I'estil dels sangakus
japonesos. Aquest treball també és un resum del que va guanyar un accéssit en el premi d’in-
novacié matematica Maria Antonia Canals a I'edicié de 2014, en la categoria d’ensenyament
secundari.

Jordi Deulofeu ens recorda que el 2014 s’ha celebrat el centenari del naixement de Martin
Gardner, motiu pel qual arreu del mén s’han celebrat actes commemoratius. A continuacid, i
fidel al titol de la seva seccid, ens proposa una bona col-leccié de problemes per pensar una
mica, de manera gradual: al comengcament uns de més senzills i després uns altres que no ho
son tant.

L’Anton Aubanell, a la seva seccié «Construint matematiques», ens presenta una bona tasca
en la qual I'experimentacié amb materials es complementa amb I'abstraccié. Es tracta d'un
problema que Puig Adam ja presentava a Diddctica matemdtica heuristica, en el qual combina
I'aritmética amb la geometria a partir de I'experimentacié amb triangles i rombes i s'amplia
després a l'estudi de mosaics.
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Al «Raco del Museu», en Josep Rey i en Manel Udina descriuen uns moduls de les exposicions
del Museu que mostren algunes de les classiques propietats del nombre d’or i la seva relacié
amb la successié de Fibonacci.

Des del Cesire-Creamat ens presenten les campanyes que han dissenyat per afavorir els
canvis a les aules en tres temes com sén la geometria, I'estadistica i les investigacions. Amb
bona idea les anomenen «impulsem», amb la voluntat d’animar el professorat a portar-ho
endavant. Les propostes que fan van des d’infantil fins a batxillerat. Mireu-vos-ho, que segur
que hi trobareu bones idees.

Finalment, encoratgem tots els lectors a explicar, per mitja del Nou Biaix, les propostes, expe-
riéncies o idees que considerin d'interés per a la comunitat d’ensenyants de matematiques
del nostre pais. Esperem els vostres articles!
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Botes i barrils

Armengol Gasull

Departament de Matematiques, Edifici C,
Universitat Autonoma de Barcelona,
08193 Bellaterra (Barcelona)
gasull@mat.uab.cat

Resum | Abstract

En aquest treball ens interessem per la | Inthis paper we consider the validity of
validesa de distintes férmules usades a | several practical formulas used to calculate
la practica per a calcular la capacitat de les | the volume of wine or cider barrels. In our
bétes de vi o de sidra. Hi trobareu, per | study we will find, for instance, Simpson’s
exemple, la formula de Simpson pera | formula for calculating definite integrals; a
calcular integrals definides, un llibre escrit | book written by Kepler on the subject; and
pel mateix Kepler sobre el temaiel | the method of least squares established by
métode dels minims quadrats, introduit | Gauss and Legendre, for calculating the best
per Gauss i Legendre per a trobar la millor | solution for overdetermined and
solucié per a sistemes sobredeterminatsi | incompatible systems.
incompatibles.

RellegintI'enciclopédia’ amb la qual vaig estudiar quan era petit, aixi com altres enciclopédies
i llibres antics que hi havia per casa (vegeu per exemple [3, 11]), vaig trobar un parell de
féormules que permetien calcular el volum d’'una boéta de vi amb seccions circulars. Si
anomenen D i d els diametres de la part més ampla i de les bases de la bota, respectivament,
hlasevaalturai? la distancia entre el forat per omplir la b6ta i 'extrem més allunyat d’aquest
forat (vegeu la figura 1), les formules eren:

V, = %(2[)2 + d2) x h, i V, =0.625 x &3 = 223. (1)

1. Als anys cinquanta i seixanta, com alguns de vosaltres segur que recordareu, a moltes escoles de
Catalunya s’estudiava amb un llibre (enciclopédia) que contenia totes les matéries i servia per molts d’anys. De fet,
en alguns temes hi havia fins i tot dues mides de lletra, de manera que quan eres més petit només llegies la lletra
més gran i en una segona passada, de més gran, ho havies d'estudiar tot.
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Figura 1. Mesures en una béta de vi.

Buscant per Internet també vaig veure que en una pagina web dedicada a la sidra ([16]) es
donava la férmula alternativa

V3;=0.82xDxdxh. (2)

Per a un matematic és un problema forca suggerent trobar explicacions sobre la validesa de
les tres formules. Amb una mica de reflexio, ben aviat hom s’adona que la formula V, ha
de pressuposar alguna informacié addicional. No pot ser que només amb una mida £ ja
puguem saber el volum de la béta. De totes maneres, aquesta formula ja fa molt de temps
que s'usa a altres llocs del mén, com per exemple a Austria (consulteu la seccié 2) o a les
Canaries (vegeu [7] i les seves referencies, o també [1]). Per tant, ha de ser «<bona», almenys
en algun context. La férmula V5 també sembla poc natural.

L'objectiu principal d’aquest treball sera donar justificacions matematiques de les tres
féormules. Buscant en la literatura trobem altres treballs que han tingut una motivacié similar
(vegeu, per exemple, [6, 10, 15]). La férmula V; es basa en el calcul d'un volum de revolucié
i a aproximar 7 per la fraccié 22/7. De fet, en el cami d’aquesta férmula i d’altres de ben
semblants, ens trobarem Kepler, que es va interessar precisament per aquest problema, cosa
que el va motivar per ser el continuador d’Arquimedes en el calcul de volums, abans de la
creacio del calcul integral (vegeu [8]). Pel que sabem, les explicacions que donarem de les
altres dues férmules son originals.

Es curios saber que, segons el diccionari de I'Institut d’Estudis Catalans, un barril és una
bota petita. Més concretament es diu que una bdta és «un recipient de fusta més llarg que
ample, de secci6 transversal aproximadament circular, major en el centre que en els extrems,
les bases del qual sén dues peces de fusta i la superficie lateral esta formada per dogues
encorbades i acoblades mantingudes unides amb cércols de fusta o ferro, que serveix per a
guardar i transportar vi i altres liquids, especialment de capacitat superior a quatre cargues».
D’altra banda, seguint la mateixa font, una carga de vi equival a 128 porrons, és a dir,a 121.60
litres. Per tant, la diferéncia entre béta i barril és d'uns 500 litres. En aquest treball hem decidit
parlar només de botes, pero tots els resultats que es donen sén també aplicables als barrils.
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1. Volums de revolucio: formules exacta i aproximada

y

Figura 2. Un volum de revolucié.

Donada una figura de revolucié, respecte a I'eix OX i amb perfil y = f(x), com la de la figura 2,
el seu volum és donat per la férmula

b
V, = n/ (f(x))2 dx. 3)

Quan la integral de (f(x))? és molt complicada de calcular, o bé la funcié en qiiestié no
té primitiva expressable en termes de les funcions elementals, pot ser util usar la formula
d’integracié de Simpson per a calcular una aproximacié de V,. Aquesta férmula s’escriu com

[[owan= o2 (s +as(25E) 2o0) - () GL

on s és un punt desconegut de l'interval (g, b) i g’ denota la derivada quarta de g. Si no
tenim en compte el darrer terme (anomenat terme de I'error), obtenim una aproximacié de
la integral buscada.

Si apliguem aquesta férmula aproximada al calcul de la integral (3) arribem a

b—a

Vap = 6

bo\2
n((f(a))2+4(f(";r )+ (1)), (5)
o, en altres paraules,

V —h A +4A A (6)
ap — g( it mt s)

on A;, A i As son respectivament les arees de les seccions inferior, mitjana i superior d'un
volum de revolucié, amb altura h. Aquesta formula apareix a [10, p. 24] amb el nom de
férmula universal. El motiu d'aquest nom és que si s'aplica per a calcular el volum d'un prisma,
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un cilindre, una piramide, un con, una piramide truncada, un con truncat (tots rectes) o una
esfera, en tots els casos dona el resultat exacte. De fet, per a les figures de revolucié anteriors,
que (6) ens doni el volum exacte és una conseqiiéncia de I'expressié de I'error a la formula de
Simpson (4). Observeu que en aquesta formula I'error és zero si I'apliquem a un polinomi g
de grau menor que 4, ja que g" = 0. Per tant si fem girar perfils y = f(x) de manera que (f(x))?
sigui un polinomi de grau menor o igual que 3, el resultat obtingut usant (6) sera exacte.
Aquest és el cas del cilindre, en qué el grau de (f(x))? és 0, i del con, el con trucat i I'esfera, tots
amb grau de (f(x))? igual a 2. Aixi, per exemple, el volum d’una esfera de radi r sera

2 4
V=Vp="(0+4r7+0) = - P,
"6 3

1.1. Aplicacid de les bétes de vi. Una explicacid de la formula v,

Per tal d'aplicar les formules (3) i (5) posarem coordenades adients a certs punts de la bota.
Aixi, els punts superiors de les dues bases i el punt de més altura seran b* = (+h/2,d/2) i
¢ = (0, D/2), respectivament (vegeu la figura 3).

Figura 3. Coordenades en una béta.

Ara tenim l'opcié d'aplicar directament la formula universal (6), o bé buscar corbes senzilles
que tinguin un perfil similar al d’'una béta de vi i aplicar la formula (3). En el primer cas,

obtenim
=g (=(5) +an(3) +7(5)) = 55 (202 we)n

Per a la segona opcié podem considerar diverses possibilitats:

(@) Perfil format per dos segments, els que uneixen els punts b~ i c i els punts c amb b*.
L'equacié és:

_J(D—dx/h+D/2 per —h/2<x<0,
Y“\d—Dwh+D/2 per 0<x<h/2

i en aquest cas la figura de revolucio es la unié de dos cons truncats.
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(b) Perfil format per un tros d’ellipse. La seva equacio és:

dZ_D22 DZ
y= h? X+I‘

(c) Perfil format per un tros de parabola. La seva equacié corresponent és:
2d-D) , D
Y="p Xty

(d) Perfil donat per un tros de la funcié cosinus. En aquest cas I'equacio és:

: 9 cos (Zarccos (d/D)X)
y - h .

2
També es poden prendre altres perfils. Per exemple, a [17] es considera el cas en qué el perfil
és un tros de circumferéncia.

Aplicant en cada situacié la férmula (3), arribem a diferents expressions per a obtenir el volum
de la nostra béta. Per exemple, en el cas (c) tenim:

M2 2d—-D) , D\2
Vr—ﬂ/h(z(hzx +§) dX

M o4d-DyY , 2d-DD , D?
—271/0 ( b X"+ s x+7)dx

(M (1) 200 1y 0

__ /d-DP (d-DD D?
_Zn( 20 12 +§)h

_ T M2 -~ 2\ o T 2 2
_60(3(d D) + 10(d D)D+15D)h 60<8D +4Dd+3d)h.

Fent uns calculs similars, en els altres tres casos anteriors obtenim les férmules seglients:
@ Vs = 5(0?+Dd+d)h.
(b) Vs = 5 (20 + & )h.
(@ V; = 5 (802 +4Dd +3d ) h.

D 4/1—(d/D)?
(d) Vg = %(1 + Darccos(d/D) )h
De fet, no caldria haver calculat Vs fent servir (3), ja que hauriem pogut aplicar directament
la formula de Simpson V,, perqué en aquest cas (f(x))?> és un polinomi de grau 2. Es clar
que laférmula Vs és la pitjor de totes, ja que aproxima la béta per dos cons truncats, que clara-
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ment tenen un volum menor que el que busquem. A més, per exemple, Vs és sempre més
gran que V7, jaque peraD > d,

Ve — V, = —(D —d)*h > 0. )

s
30
Si substituim en les formules que ens donen V, = V4 el nombre 7 per la seva aproximacié
racional 22/7, deguda a Arquimedes, obtenim que

1
V, = Ve ~ E(zoz+d2)h= v,

i arribem en consequiéncia a una justificacié matematica de I'expressié V;, tal com desitjavem.

Volem remarcar aqui que a I'época de les enciclopédies, en qué no es disposava encara
de calculadores, era habitual treballar en els calculs concrets amb aproximacions de 7 com
a 3.14, 3.1416 o el mateix 22/7 = 3.1428..; d'aqui ve que a la férmula V; es prescindeixi
de 7 i es posi directament una aproximacié seva que déna lloc a una expressi6 amb
nombres senzills. No podem deixar de mencionar aqui la fantastica aproximacio racional
de 7, 355/113, ja coneguda des del segle v pel matematic xinés Tsu Ch’'ung-Chih. De fet,
|t — 355/113| < 3 x 1077. Aquestes aproximacions racionals son precisament dos dels
convergents del desenvolupament de 7 en fraccié continua:

1 22 1T . 355 1
P | 7=3+71
T4 7 7 113 7+ o

’

7
2974

(vegeu [4, p. 68]). Acabarem aquesta seccié amb alguns comentaris historics sobre les
formules V, = Vi i V5 i amb mencions a altres formules similars. La formula Vs va ser donada
per Johannes Kepler (1571-1630). Com que es basa a aproximar la béta per la unié de dos
cons truncats, ja es pot considerar coneguda des de I'epoca dels egipcis i els babilonis ([15]).
L'expressid Vs (i en conseqliéncia la de V;) és deguda al matematic anglés William Oughtred
(1574-1660), inventor, entre d'altres coses, del regle de calcul.

De fet, les tres férmules Vs, Vi i V; admeten un format comu:

miD?*+jDd + k d?

Vik=— h, 8
k=g i+j+k (8)

Figura 4. Johannes Kepler i William Oughtred.
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amb (i, j, k), nombres naturals. Es a dir, que en totes el volum és mh/4 vegades una mitjana
ponderada de D?, Dd i d*. Aquesta estructura és molt raonable, ja que en el cas particular
d’una boéta cilindrica (D = d = 2r), on r és el radi de la base, la formula anterior ens ha de
proporcionar sempre el volum del cilindre:

T
\/frf/k‘D:dzzr = Zdzh = 1'CI’2h.

La férmula (8) ens déna, per exemple, la senzilla férmula donada a [6], que usa la mitjana de
Did,

nD?>+2Dd+ d?
V1,2,1 = 0

h="_(D+d)’h,
4 4 16

les férmules proposades I'any 1692 per John Newton, astronom a Cambridge ([15]),

m 10D*>+5d%, . n 8D*+7d?
Vm’O’SZZTh | V8,0,722Th

la formula donada en una ordre Ministeri de I'Interior frances de I’any2 1799,

n4D?*+4Dd+ d? T 2 2
Vigr =5 ———5————h="2(d+5(D—d))'h,

o la férmula proposada per M. Dez, professor a I'Escola Reial Militar francesa I'any 1773 ([5]),
usada per exemple en un reglament de duanes a l'illa de Cuba I'any 1847:

25D*+30Dd +9d? 5 2
V25,30,9 =§ 64 h= §<d+ g(D*d)) h

Per a aquesta darrera férmula es proposava també reemplacar el valor 5/8 = 0.625 per
2/3 = 0.667 sila béta era molt bombada (precisament la formula anterior), o per 0.55,0 0.6 en
cas contrari ([6]), donant lloc a les férmules V151 195 81 1 Vo, 12 4, respectivament. Altres férmules
d'aquest tipus, aixi com un manual sobre I'is de regles de calcul per a calcular volums de
bétes es pot trobar a [9]. Es facil veure que totes les férmules de la forma

M, P 2 p p
V_Z(d+a(D—d)) h 0<o<1 T

també donen lloc a formules del tipus (8) amb (i, j, k) = (p% 2(q — p)p, (g — p)?).

L'expressio de Vg és totalment diferent i sembla que només té interés matematic, vegeu [17].

2. A[17]és parla de Pluviés de I'any VII, sense cap més explicacid. De fet, els anys del calendari revolucionari
francés s'acostumaven a escriure amb xifres romanes, i es comptaven a partir de I'inici de I'Era Republicana, que
comencga el dia 22 de setembre de 1792. Aixi, per exemple, el numeral roma VIl indica el seté any —o any 7— de la
Republica francesa. Els mesos tenien noms relacionats amb la natura. Aixi, els mesos d’hivern eren Nivos, Pluvids i
Ventos.
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2. Laboda de Kepler

L'any 1613, Kepler va decidir comprar unes quantes botes de vi per a les celebracions de la
seva segona boda. Quan va veure la manera com el venedor mesurava la quantitat de vi
que contenien les bétes va quedar astorat. L’home usava la férmula V, = 0.625 £3 donada
a la introduccié. Immediatament Kepler va comencar a pensar quina havia de ser la forma
de la bota que li sortia més a compte triar, ja que és evident que entre botes amb la mateixa
distancia £ el volum real no sempre és el mateix. Per aclarir bé el problema va tractar el cas
«ideal» de bétes cilindriques D = d amb una £ fixada.

En aquest cas, és clar que el volum és donat per
V=vih = Zdh=" (a2 —m)h,
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on hem usat que d? + (h/2)? = £2,ique en aquest cas D = d (vegeu lafigura 3). Per tal d'obtenir
el maxim de V(h) per a una £ donada, resolem

Vi(h) = o= (402 = 3h%) = 0,

i obtenim h = 2£/+/3, o equivalentment £ = \/3h/2 o d = h/+/2. Es facil veure que aquest
valor de h és un maxim absolut quan 0 < h < 2 £, que és quan el problema té sentit. Recordeu
que en el seu temps el calcul diferencial no es coneixia i, per tant, va haver de resoldre la
qliestié amb altres mitjans. La seva aproximacié al problema va ser geométrica (vegeu el
teorema v de la segona part de [8]).

A la figura 5 podem veure un gravat i una fotografia on s'illustra el métode d’aplicar la
férmula V, per a calcular volums de bétes. En castella, aquest procediment té el nom d’«aforo
diagonal». No he sabut trobar el nom catala d’aquest métode, perd potser es podriaanomenar
«cabuda diagonal».

Figura 5. Métode de calcul de volums basat en I'tis de la formula V.

Per tant, hem vist que si es compleix que h ~ 2£/+/3, aleshores el métode donat per a la
férmula V5, suposant que la férmula ens doni realment el volum, és just, en el sentit que no
hi haura bétes amb la mateixa £ amb essencialment menys capacitat.
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Figura 6. Portada i una pagina del llibre de Kepler, Nova stereometria doliorum vinariorum.

Sembla que perales botes d’Austria, que és on es casava, si que es compleix aproximadament
aquesta proporciod, i aixo va tranquillitzar relativament Kepler (consulteu [2, 8]). Perd aquest
fet no explica de cap manera la validesa de la férmula V;. Per tant, segurament motivat per
la seva insatisfaccio, va seguir buscant férmules millors per a calcular el volum d’un solid de
revolucid, i un parell d’anys més tard escrivi el tractat Nova stereometria doliorum vinariorum,
[8]. Aquest llibre ha estat, després de la contribucié d’Arquimedes (287-212 aC), 'avancament
més serids juntament amb els de Bonaventura Cavalieri (1598-1647), en els calculs d’arees
i volums fins al desenvolupament del calcul diferencial i integral per part de Gottfried W.
Leibnitz (1646-1716) i Isaac Newton (1642-1727).

Observeu finalment que a la discussié del primer paragraf d’aquesta seccio, basada en I'estudi
de Kepler, no s’han considerat en cap cas botes no cilindriques. A continuacié farem un estu-
di d’optimitzacio similar per a diverses de les formules que hem obtingut en la seccié anterior.
Aquesta qliesti, usant només la férmula Vs, es tracta ja a [13].

Per comencar, sera util introduir un nou parametre, p = D/d > 1, que ens mesura el bom-
bament de la béta, ja que p = 1 correspon al cas cilindric. A més, observem que pel teorema
de Pitagores, 482 = (D + d)* + h* = (p + 1)?d? + h?, on el catet vertical és D/2 + d/2 (vegeu la
figura 3). Per tant,

, 40—

(p+1)?°
Aleshores les formules V; perj = 5,6 7, es transformen en

T

V.= —
7712

g/(p) (482 — )b, j=567,





