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Capitol 1

Formalisme 1 postulats de la

mecanica quantica

1.1 Introduccié. Sistemes classics i sistemes quantics

La fisica classica esta dominada per un paradigma que anomenem determinisme, i que es cor-
respon matematicament amb la formulacié de les equacions de la dinamica com a equacions
diferencials, de tal manera que un cop fixades les condicions inicials, les lleis de la dinamica
(lleis de Newton en mecanica classica) dicten una evolucié temporal determinista. Si bé podem
reconeixer que no és possible determinar experimentalment les condicions inicials amb una pre-
cisié infinita, com demanaria la identificacié d’un nombre real, aquesta limitacié practica només
afectaria la nostra capacitat predictiva perd de cap manera posaria en dubte el determinisme
intrinsec subjacent a la teoria.

Considerem per exemple el formalisme canonic de la mecanica classica. El temps és 'inica
variable independent, i la resta en depen: x(t) i p(¢). Un cop s’ha donat la funcié de Hamilton

H del sistema, 1’evolucié de les variables x i p es descriu mitjancant les equacions de Hamilton

&t = {z,H}
p = {p.H} (L.1)
on H(z,p,t) = Ec+V, p sén els moments canonics conjugats de les variables z i {—, —} son els

parentesis de Poisson. Fixades les condicions inicials, la solucié d’aquestes equacions diferencials
per a l’evolucié temporal és tnica.

La fisica classica considera que les mesures que podem fer d’un sistema fisic sén completament
passives respecte a aquest i no constitueixen cap interaccié amb ell. En aquest sentit, la fisica
classica, a causa de les idealitzacions que la fonamenten, no inclou la descripcié del procés de
mesura ni els seus efectes.

Aquesta situacio tan idealitzada entra en crisi quan les energies propies d’un sistema sén de
I'ordre de les involucrades en el procés de mesura. Aleshores la fisica classica esdevé inservible i
ha de ser substituida per un paradigma nou: la fisica quantica. El preu que hem de pagar, pero,

és I’abando6 radical del determinisme com a ingredient consubstancial de la teoria.
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Ja hem dit que en la fisica classica, la nostra capacitat predictiva esta limitada en moltes
circumstancies perque no podem fixar amb absoluta precisié les condicions inicials, pero ara
es tracta d’una altra cosa ben diferent: el formalisme mateix sera probabilista. La mecanica
quantica (MQ a partir d’ara) especifica sense ambiguitat quins poden ser els possibles resultats
d’un experiment, perd només pot donar-nos les probabilitats d’aquests possibles resultats, no

pas quin d’aquests resultats es produira —excepte en circumstancies que el formalisme ja preveu.

La MQ és una teoria amb una formulacié matematica molt precisa. Els estats fisics estan
representats per vectors en un espai vectorial sobre els complexos, i els possibles observables
associats a la mesura de magnituds fisiques, per operadors lineals. En aquest marc queda total-
ment especificat quins sén els possibles resultats d’un experiment sobre un estat fisic determinat,
i com es determinen les probabilitats d’ocurrencia d’aquests resultats. I és precisament aquesta
aleatorietat de la MQ en el marc de la seva formulacié la que també ens porta a les conegudes
relacions d’incertesa, que posen limits a la possibilitat de tenir estats que permetin de fer-hi

prediccions acurades de certs observables a la vegada.

Aquest factor d’aleatorietat present en la MQ, i la impossibilitat de determinar les condi-
cions inicials (tots els valors dels observables) de qualsevol sistema fisic, pot induir a pensar
que aquesta probabilitat esta associada amb una manca d’informacié sobre el sistema, és a dir,
amb una incompletesa de la MQ per a descriure la realitat. Aixo porta directament a conside-
rar 'existencia de les anomenades variables amagades, que serien etiquetes que determinarien
univocament els valors de les magnituds fisiques associades al sistema, la seva evolucio i el re-
sultat de qualsevol experiment fet sobre aquest, pero que anomenem amagades perque no les
coneixem. En aquest context, els resultats probabilistics en fer les mesures estarien lligats al
fet de no coneixer els valors concrets d’aquestes etiquetes. La probabilitat, per tant, hauria de
ser entesa com en la mecanica estadistica, o sigui, com una perdua d’informacié. En aquesta

interpretacio, el vector d’estat descriuria un conjunt estadistic de sistemes, no un sol sistema.

No obstant aixo, el 1964 John Bell va demostrar un resultat, conegut com el teorema de
les desigualtats de Bell, del qual avui hi ha diverses variants, que ha tingut un fort impacte en
el debat de tipus filosofic que ha acompanyat sempre la MQ. Aquestes desigualtats mostraven
la incompatibilitat entre les prediccions fetes per la MQ i les de qualsevol teoria de variables
amagades que no admetés ’accié instantania a distancia. Com que els resultats experimentals
observats sén compatibles amb els predits per la MQ, hem de concloure que la hipotesi sobre
I’existencia de variables amagades —del tipus esmentat— ha estat refutada, i que el fet de manejar
conceptes probabilistics a I’hora de predir un determinat valor en una mesura sobre un sistema
fisic no esta associat a una incompletesa de la informacié que posseim del sistema, siné que és
inherent al mateix sistema quantic. La probabilitat esta associada amb un sol estat quantic, no

amb una colleccid estadistica.

En els fenomens quantics apareix de manera natural la constant de Plank A, que té dimensions
d’acci6 ( [h] = ML?T~!, es a dir, energia per temps). Direm que un sistema és classic quan
I’accié associada amb aquest sistema és tal que S > h, i direm que és quantic si S és de
lordre d’h. Aquesta definicié esta d’acord amb el principi de correspondencia, segons el qual la

descripcié quantica es redueix a la classica en el limit de nombres quantics grans.
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Exemples. Considerem una particula lliure que quan ¢ = 0 esta en 'origen i quan ¢ = g, en

xo. El cami classic és z(t) = xot/tg, i I'accié ve donada per

1 [t L [t (xp)2 1 22

S = - / 2dt = / (—) dt = =m-=2
2m 0 v 2m 0 to tho
10~4m?

~ 1078 kglim ~ 1077 Js — 10%h (1.2)
S

10-34 Js
si zg = lem, tg = 1sim = 1g; mentre que, si agafem un electré (m = 10727 g), tindrem S de
l'ordre d’A.

Un altre exemple el tenim en 'oscillador harmonic quantic, que recordem que E,, = hw(n +
1/2), aleshores S ~ ET = E %’r ~ hn. Veiem doncs que, quan n és petit, és necessaria una
descripcié quantica; pero, quan n és gran, veurem que per al cas particular de 'oscillador

harmonic es poden construir estats que tenen un comportament classic.

Per fer-nos més la idea de les escales implicades en els fenomens quantics, considerem per
exemple la llum visible, que fonamenta la nostra experiencia quotidiana del color, i triem-ne
una longitud d’ona representativa, com 5 x 10~7m (encara que tot I’espectre electromagnetic és
igualment quantic). La freqiiencia que li correspon (v = ¢/)) és aproximadament 10°s~%, o un
periode T = % ~ 107 %s. L’energia d'un tnic foté d’aquesta freqiiencia serd (F = hv = hw)
de Pordre de l'electré-Volt (1leV a2 1.6 x 10719J). Fixem-nos en els molts ordres de magnitud
que separen aquestes quantitats de les de ’experiencia ordinaria, pel que fa a lapses de temps,
energies, etc. Una altra magnitud que cal tenir present és el nombre d’Avogadro, ~ 6 x 1023,
que compta el nombre de mollecules en un mol de substancia. Si considerem una substancia
monoatomica de la qual en condicions de solid, un mol ocupi 1lem?, tindrem, en aquest volum,
de l'ordre de (10%)? atoms, la qual cosa vol dir que en una linia d'un centimetre en tindrem 108.

. N . . Y . 7 _2 —
La distancia interatomica és, doncs, en aquest cas, %m = 10" nm.

Si disposem de la constant de Plank (utilitzarem molt sovint i = %) 1 una carrega electrica
2

elemental ¢% = (on € és la permitivitat electrica del buit), la llei de Coulomb ens diu que les

&
41eq
. . 7 — . . 2 7 . .
dimensions de ¢? sén [¢?] = ML3T~2, i, per tant, la quantitat % és adimensional. El seu valor
. , 1 N . . . ,
aproximat és 13=. El fet que aquest parametre tingui un valor molt menor que la unitat és la
causa que es puguin fer desenvolupaments pertorbatius exitosos en la teoria de I’electrodinamica
quantica. Sitenim un parametre de massa a disposicié —la massa d’una particula—, podem definir

una longitud, la longitud d’ona Compton:

h
A= —,
mec
que déna una idea de la maxima localitzacié possible d’una particula puntual de massa m en
MQ. En aquesta férmula intervé la velocitat de la llum, que no és una constant que aparegui en
el formalisme que desenvoluparem de la MQ, perque el nostre formalisme esta d’acord amb la

relativitat galileana, i no amb la d’Einstein!, per aixo de vegades se'n diu MQ no relativista.

La teoria quantica de camps és el marc on la MQ i la teoria de la relativitat restringida d’Einstein es posen

d’acord.
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Si, a més de massa, tenim carrega electrica, podem definir una unitat de longitud que no

faci us de c:
h2
ro=——5.
m q>
Si ara prenem m = m, la massa de 'electrd, aquest parametre rg és 'anomenat radi de Bohr
i amb molt bona aproximacié és el valor esperat de la distancia de l’electrd al protd en I'atom

d’hidrogen en 'estat fonamental (el d’energia més baixa).

4
4
fet, ens proporciona l'ordre de magnitud —en valor absolut— de ’energia de ’atom d’hidrogen

2 7 . . . . N . . .
D’altra banda, com que % té dimensions de velocitat, tindra dimensions d’energia. De

en l'estat fonamental £ = —%mr'z;fl ~ —13.6eV. Per tant, veiem que quantitats construides per

pures raons dimensionals ja sén de ’ordre d’algunes magnituds importants que apareixen en la
fisica quantica per l'estat fonamental o per estats a prop del fonamental. Un altre exemple és
loscillador harmonic de freqiiencia w. La quantitat hw té dimensions d’energia i és de 1'ordre
de l'energia de 'estat fonamental de 1'oscillador harmonic en MQ, que és %hw.

En 'apendix G trobareu les principals constants fonamentals.

1.2 L’experiment de Stern-Gerlach

1.2.1 Descripcio de ’experiment

Els experiments de Stern-Gerlach mesuren el moment magnetic de determinats atoms (no ionit-
zats, 1 per tant neutres eleéctricament) en passar a través d’un camp magnetic inhomogeni, com

es mostra en la figura 1.1.

feix d” atoms 7
d'Ag E
2
N
z
y % % . l h
X 2
forn

Figura 1.1: Experiment de Stern-Gerlach

Agafant 1’eix 2z en la direccié NS i y en la direccié del feix d’atoms, el camp magnetic creat

és vertical en la direccié z i, a més a més, 88BZ 2 £ () - negatiu en el cas de la figura 1.1. Aquesta

ultima propietat (8£Z # 0) veurem que és necessaria per tal que l'experiment sigui sensible al

valor del moment magnetic.

D’altra part, es demana també que no tingui component en la direccié de 'eix y, aati 2=01

B£/ 2 = (), pero aleshores % = 0, per complir que la divergéncia de B ha de ser nulla.
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1.2.2 Equacions classiques del moviment d’un dipol magnetic en un camp B

Recordem que un corrent circular s’associa amb un moment magnetic ji perpendicular i de modul
w = 1A (i és la intensitat i A, Parea). En el cas d'un electré que déna voltes, aquest moment
magnetic estara relacionat amb el moment angular

-

e 9 Rv L L L

w=1iA= 27TR/U7TR 267:€2me = kB = A= —HBy (1.3)

(el signe és degut al fet que lelectrd té carrega negativa: —e) on pp és 'anomenat magneté de
Bohr i val

h
pp = —— =92Tx 1072 J/T,  h=1,05459 x 10734 Js
2me
e = 1,60219 x1077C, me = 9,109 53 x 1073 kg (1.4)

Recordeu que l'electré també té un moment magnetic intrinsec que esta associat amb el

moment angular intrinsec o spin (.5), i que en aquest cas

" S 5
He = —gnp3 =75 (1.5)

on g és la raé giromagnetica de l'electré? , i hem definit v = gug/h.

En Pexperiment original de Stern-Gerlach (el 1922, tres anys abans de la descripcié teorica
de I'spin), es van utilitzar atoms d’argent, perque sén neutres i tenen un moment magnetic
permanent practicament igual al de 1’electré.

L’energia potencial d’un dipol magnetic (si és neutre electricament) en presencia d’un camp

magnetic B ve donada per U = —i - B , 1 per tant el hamiltonia és
P> .
H=——-[i-B 1.6
o A (1.6)

(noteu que, com que la particula és neutra, no hi ha els termes que donarien lloc a la forca de

Lorentz) i les seves equacions del moviment sén

T {riH} = z:(

p = {pH}y=V(i B) (L.7)

oF OH @aﬂ)_g
opi  Op;i0zi) m

D’altra banda, I'equacié per 'evolucié temporal de fi, és

(En la darrera expressié hem fet servir que el moment 7 de la forca deguda al camp magnetic és

T B .) Si B fos constant, aquesta tltima equacié ens indicaria que el moment magnetic tindria

2Fl valor que s’obté de 'equacié de Dirac és g = 2, perd el valor experimental no és exactament 2. El calcul
teoric d’aquesta petita diferéncia va representar un dels primers grans exits de Ielectrodinamica quantica, a finals

dels anys 40.
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un moviment de precessié —precessié de Larmor— al voltant del camp magnetic amb un periode
de 5 5
- g - 7—; (1.9)

En cas que B no fos constant, tindriem un moviment de precessié no constant. Les altres
dues equacions (1.7) expliquen com sera la trajectoria del dipol.

En el cas particular dels experiments de Stern-Gerlach efectuats sobre atoms d’argent, re-
sulta que el temps de pas a través dels imants és molt més gran que el periode de precessio.
Efectivament, com que les velocitats dels atoms sén d’uns 100-1000 m/s, i la seccié de I'imant és
d’uns 10 cm, el temps de pas serd d'uns 10~%s, mentre que el periode de precessié per a camps
habituals de l'ordre del tesla sera

2r  2nh 61073 Js
“3B  gupB  2-10°BJJT-1T

~3-107'ts (1.10)

Aixo fa que només sigui rellevant el component del dipol magnetic en la direccié del camp

B, perque el valor mitja en les altres direccions és nul. Per tant, ’equacié del moviment és

.o S B, - .
b= VuaBe) = 1V (B.) = p 2 = . B (1.11)

que ens déna un moviment accelerat en la direccié z. Aleshores, el desplagament vertical dels

atoms dins 'electroimant sera

1 1B [ d\>
Az — a2 = H2 (& 1.12
A= 5t =T (V) (1.12)

on d és la longitud de 'electroimant, i M i V, la massa i la velocitat —en direccié horitzontal—
dels atoms , respectivament. Tenint en compte que B’ és de l'ordre de 102 T/m, d = 10cm
i M = 2 x 10"% kg, resulta que el desplacament maxim dins ’electroimant és de I’ordre del

millimetre:

_ 1up|B| (d)2 _107J/T-10°T/m ( 0,1m

A . = ~ 1073 1.13
Aa)me = 5= |7 10 B kg 103m/s> o (1.13)

Com que els atoms encara han de viatjar una distancia D = 50 cm abans de I'impacte en
la placa fotografica, el desplacament total sera major a causa de I’angle de deflexié no nul amb

que surten de I’electroimant:

Vy a,t 2
tanf ~ 0 ~ = = — = Az;— 1.14
an v v Zld ( )

i per tant el desplacament addicional fora de l'electroimant sera Azs ~ 0D = Azl%, iel

desplacament total

2D
Az =Az + Az = Az (1+ 7) o B’ (1.15)

que, com veiem, és proporcional al component del moment magnetic en direccid z, esta dominat
per Az, i determina un desplagament total maxim de l'ordre d’alguns centimetres. Observem
que si el component z del moment angular intrinsec de 1’electro és positiu (S, > 0), i per tant .,
de atom d’Ag és negatiu, aleshores el desplagament sera positiu (Az > 0), ja que, recordem-ho,
B’ és negatiu. En el cas contrari, si el component z del moment angular intrinsec de 1’electré és

negatiu, el desplacament sera negatiu.
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1.2.3 Resultats experimentals

Continuant amb 'experiment original de Stern-Gerlach, quan no hi ha camp magnetic hauriem
d’esperar un punt en la pantalla, ja que el feix no ha d’experimentar cap desviacié. En lloc
d’aix0, observem una linia, amb z = 0, deguda a la dispersié dels atoms en la direccié x.

Quan fem B suficientment gran, apareixen les dues linies de la figura 1.1, en lloc d’una
superficie totalment poblada com caldria esperar segons la teoria classica. Si ens centrem en
els punts de la pantalla amb = = 0 (on arribarien els atoms que no tenen component de la
velocitat en direccié x), esperariem veure una linia vertical de densitat uniforme, perque, com
que el desplacament és proporcional al moment magnetic en la direccié z i no hi ha cap direccio
privilegiada en la produccié dels atoms en el forn, la projeccié de (i en 'eix z ha de seguir
un continu. Ben al contrari, apareixen les dues linies esmentades (és a dir, dos punts si mirem

unicament la zona amb = = 0) que corresponen a dos valors concrets del moment angular, +7/2.

Interpretacié dels resultats

Si mirem la taula periodica, veurem que la configuracié electronica de I’atom d’argent és 1s? 2s?
2p0 3s? 3p0 4s? 3d10 4pf 4d10 5s, és a dir que només hi ha un electrd 5s fora de les capes completes.
Recordem que les capes completes tenen un moment angular total nul i, per tant, si ignorem el
moment magnetic del nucli (recordem que p1, = 1,41 x 10726 J/T, p, = —0,98x 10720 J/T, pe =
—9,28x10724J /T), que en aquest cas és alguns ordres de magnitud més petit que el de I’electro.
A la practica, l'electrd 5s és I'tinic que contribueix al moment magnetic total de 'atom d’argent.
Com que és un electré en I'orbita s no té moment angular orbital i, per tant, el moment angular

total de I’atom d’argent és simplement I'spin d’aquest electro,

—

fiag & fe = _QNB% (1.16)

Classicament, esperariem un continu, pero, com ja hem dit, observem solament dos valors
de S, = +h/2.

Estem davant un exemple tipic de mesura en la MQ: els possibles resultats de la mesura
estan determinats pel mateix aparell de mesura. De fet, diferents preparacions del feix d’atoms,
com veurem més endavant, només canviaran la proporcié d’aquells que deixen senyal en la linia
de dalt respecte de la de baix, pero no la posicié de les linies. A més a més, girant el camp
magnetic, les linies sobre la placa giraran igualment i es mantindran els dos valors observats.

Aquests dos possibles estats de sortida com a resultat de la mesura amb un Stern-Gerlach,
amb el camp en direccié de l'eix z, els anomenarem |S,,+) i |S,, —), per indicar que tenen un
moment angular en la direccié z ben definit: +A/2. De la mateixa manera, podem definir els
dos estats en una direccié 7 arbitraria com Sz, +) 1 |Sz, —).

Amb aquesta notacié només volem descriure la part de spin, ja que la part espacial té un
comportament totalment classic. En efecte, aplicant les relacions d’incertesa de Heisenberg —
que veurem més endavant—, 0,0, ~ h, a la dispersié en velocitats dels atoms d’argent, tenim
(pz = MAgUz)

h
0.0y, * —— =109 m%s ! (1.17)



8 CAPITOL 1. FORMALISME I POSTULATS DE LA MECANICA QUANTICA

Per tant, com que en el nostre dispositiu experimental tenim una incertesa en la posicié de
o, = 107%m, la dispersi6 en les velocitats sera d’'uns 107> m/s, que és negligible en comparacié
de l'escala de velocitats dels atoms d’argent, v = 50m/s. Aix{ doncs, podem considerar que
les variables de posicié i de moment sén puntuals i que obeeixen a les equacions del moviment
classiques. Aix0 ens permet analitzar aquest experiment des del punt de vista quantic, només
atenent als graus de llibertat de spin. La descripcié sencera de I'experiment de Stern-Gerlach,

utilitzant el formalisme de la MQ), la trobareu a I’Apendix F.

Seqiiéncies d’experiments

L’experiment original de Stern-Gerlach (vegeu la figura 1.1 o la seva representacié simplificada
en la figura 1.2) és un experiment destructiu, perque la mateixa mesura en la placa destrueix

els dos estats de sortida possibles.

I: feix

atoms Ag e %)
=) feix i: ::
atoms Ag
S N S

Figura 1.2: Experiment destructiu de Stern- Figura 1.3: Experiment de Stern-Gerlach sen-

Gerlach se cap efecte

Considerem ara la situacié més complicada de la figura 1.3. Els camps magnetics sén de
la mateixa intensitat, pero la polaritat de I'imant central esta invertida i és el doble de llarg.
D’aquesta manera, els objectes tenen la mateixa direccié en sortir que en entrar, com es pot
veure en la figura 1.4, on es dibuixa el component z de I’acceleracié, la velocitat i la posicié en
funcié d’y (Ay = 1 correspon a la longitud del primer imant), de la trajectoria classica esperada
per a un determinat valor del moment magnetic de la particula. Sorprenentment —és a dir, de
manera contraria a la nostra intuicié classica—, quan es fa ’experiment de la figura 1.3, s’observa
que l'estat de sortida té les mateixes caracteristiques de spin que el d’entrada, en lloc de |5, +)
o |S;,—), com haurfem d’esperar segons l’experiment destructiu de la figura 1.2. En aquest
cas, és com si no s’hagués produit cap mesura o que la particula hagués passat per les dues

trajectories possibles simultaniament i de manera coherent.
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Figura 1.4: Trajectoria possible

Si ara posem, pero, un petit bloc de plom en la trajectoria inferior (figura 1.5), resultara
que en sortir tindrem particules amb la mateixa direccié original, pero només amb 1’spin cap
amunt (aixo es pot comprovar fent després l'experiment original de la figura 1.2 i veurem que
només tenim la linia de dalt). Aixo és el que s’anomena mesura filtrant: en fer la mesura només
es destrueix un dels dos possibles resultats i, per tant, les particules que sobreviuen han d’estar
forcosament en 1’altre estat possible. La mesura filtrant constitueix doncs una preparacid, perque

el sistema fisic resultant apareix en un determinat estat quantic.

— feix
atoms Ag

atoms Ag . ,,,-/—J

Figura 1.5: Experiment filtrant de Stern- Figura 1.6: Representacié de 'experiment de
Gerlach la figura 1.5

Per simplificar aquesta configuracié de tres camps amb un bloc de plom per parar la tra-
jectoria inferior, la representarem com una caixa amb una fletxa pintada en la direccié de 1’spin
que filtra (figura 1.6). Vegem ara la combinacié de mesures filtrants.

Posem ara un segon filtre immediatament després del primer i amb la mateixa orientacio
(figura 1.7). Resultara que el segon filtre no tindra cap efecte. Del primer filtre, només en

surten particules amb spin cap amunt (seran la meitat de les particules originals si aquestes
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Figura 1.7: Seqliéncies up up Figura 1.8: Seqiiencies up down

s’han preparat sense cap direccié privilegiada de spin). Aleshores, el segon filtre, que només

deixa passar particules amb spin cap amunt, no produira cap efecte.

Figura 1.9: Seqiiencies up left Figura 1.10: Seqtiencies up left down

Considerem el cas en que el segon filtre té 'orientacié oposada (figura 1.8). Com que del
primer filtre només surten particules amb spin cap amunt, el segon no en deixara passar cap.

Considerem el cas en que el segon filtre esta girat 90° respecte al primer (figura 1.9). La
meitat de les particules surten del primer filtre, totes amb 1’spin cap amunt, i s’observa que el
segon filtre en deixa passar la meitat. Podem dir que, si tenim dues definicions de spin up per
a dos filtres amb angles de 90° entre si, la meitat de les particules satisfa les dues definicions.
Si anem variant I’angle entre els dos filtres de 0 a 180°, veurem que la fraccié de particules
que deixa passar el segon filtre varia del 100 al 0 %. De fet, hom troba experimentalment, i
és un resultat que sabrem deduir més endavant del nostre formalisme, que aquesta fraccio val
cos?(0/2), on 6 és I'angle entre les orientacions dels filtres.

Finalment, considerem ’experiment de la figura 1.10. Cada filtre deixara passar la meitat
de les particules que hi arriben i, al final, en tindrem 1/8 dels inicials. Observeu que, sense el
segon filtre, no sortiria cap particula. D’alguna manera aquest segon filtre canvia la definicié up
de les particules. Es un exemple clar de les relacions d’incertesa de Heisenberg, que ens diu que
no podem coneixer simultaniament els components de spin en dues direccions perpendiculars.

De fet, la segona mesura filtrant destrueix tota informacié previa.

1.2.4 Analogia amb la llum polaritzada

Tot el que hem explicat fins ara de les mesures filtrants amb experiments de Stern-Gerlach té
la seva analogia amb els filtres polaritzadors de llum. A la sortida d’un d’aquests polaritzadors,
només tindrem la llum polaritzada en una direccié, com es mostra en la figura 1.11.

Si després d’aquest polaritzador en posem un altre en la mateixa direccid, aquest no tindra
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Figura 1.11: Obtencié de llum polaritzada Figura 1.12: Seqiiencies de filtres polaritza-

dors

cap efecte en la llum. Si el posem a 90° no deixa passar res (figura 1.12), i si el posem a 45° en
deixara passar la meitat. Concloem que els efectes son similars entre els filtres consecutius per
a particules de spin 1/2 i els polaritzadors de llum, si tenim en compte aquest factor 2 entre les
seves orientacions relatives.

Tornem als experiments de Stern-Gerlach i avancem-nos una mica al que veurem quan enun-
ciem els postulats de la MQ. Recordem que el resultat de ’experiment sén dos possibles estats,
que hem anomenat |Sz,+) i |Sz, —), quan mesurem en la direcci6 7, i que corresponen a me-
surar moments angulars +//2 en aquesta mateixa direcci6. El que veurem és que aquests dos
estats formen una base de tots els estats possibles en un espai vectorial de dimensi6 2 i que els
observables estaran representats com a operadors lineals sobre aquest espai (matrius de 2 x 2),
amb la particularitat que la mesura feta en la direccié 71 estara representada per un operador Sz
que té com a vectors propis precisament els vectors |Sz,+) 1 |Sz, —), amb valors propis +h/2
(és a dir, Sz|Sz, =) = £h/2|S7, ), que representen els dos possibles resultats de I’experiment.

Aixi podem agafar com a base, per exemple, els dos vectors

|SZ7+> = <(1)>a

Sz —) = <(1) ) , (1.18)

que, per 'aparell de Stern-Gerlach en orientacio z, estan associats amb els dos possibles resultats,
j:%, de ’experiment. Noteu el fet matematic que la informacio sobre els vectors i els seus resultats
associats es pot condensar en una matriu (operador lineal expressat en una certa base), que
anomenarem S, tal que tingui els vectors com a autovectors i els resultats com a autovalors. Hem
realitzat una abstraccié ben remarcable: fer que la descripcié de tot 'aparellatge experimental
estigui condensada en una matriu bidimensional!

En el cas que considerem la matriu, sera, evidentment:

{1l O
S, =— ) (1.19)
2 0 -1
No tenim ni idea, de moment, de com aquests vectors i operadors es transformen sota rotaci-

ons, és a dir, no sabem relacionar els vectors Sz, +) 1 |Si, —) amb la base que acabem d’escollir.
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No obstant aixo, per analogia amb la llum polaritzada, podrem intuir els resultats per a |S;, +),
’Sa:a _>a ‘Sy7+> i ’SZN _>'

Suposem llum incident en direccié y i polaritzada linealment en direccié z. El seu camp
eloctric serd E = Egk cos(ky — wt), i si fos polarizada en direccié @ serd E = Eyi cos(ky — wt).
Un filtre polaritzador en la direccié z només deixara passar l'ona on el camp electric esta en
aquesta direccid. Si després hi posem un filtre en direccié x, no tindrem llum. Aleshores, per

analogia, podem relacionar

E = Eokcos(ky —wt) — |S.,+)

E = Eyicos(ky —wt) = |S;,—) (1.20)
D’altra banda, recordem que girar el filtre polaritzador de la llum 45° té els mateixos efectes

que girar I'aparell de Stern-Gerlach 90°. Si anomenem K i els vectors unitaris girats 45°

respecte als kid (en el mateix pla), tenim

1

. . 1 - .
E = Eyk cos(ky — wt) = —=Eopk cos(ky — wt) + —= Eqi cos(ky — wt)
V2 V2
- 5 1 - 1 >
E = Eyi cos(ky —wt) = _EEOk cos(ky — wt) + ﬁEoi cos(ky — wt) (1.21)

i, per 'analogia esmentada,

1 1 1 1
|Sx,+> = E|Sz,+>+ﬁ‘5z,_>:ﬁ<l>

1 1 1 —1
|Se,—) = —ﬂ|sz,+>+ﬂ|sz,—>=ﬂ< ) ) (1.22)

aleshores, 'operador S,, que té com a vectors propis els dos anteriors, és

szﬁ(o 1) (1.23)
2\ 1 0

Fixem-nos que estem dient que un estat quantic, per exemple |S;,+), és una superposicid
d’altres estats quantics, |S,,+) 1]S., —). Aquest fenomen de la superposici6 d’estats és peculiar
de la MQ i es correspon matematicament a la suma —combinacio lineal— de vectors en un espai
vectorial.

Com implementem |Sy,+) i |S,,—)?7 Per arguments de simetria, si tenim un feix |5, +)
movent-se en direccié y i sotmes a una mesura S, la situacié ha de ser molt similar a un feix
|S2,4+) movent-se en direccié x i sotmes a una mesura S,. Aleshores, |Sy,+) i |Sy, —) han de
ser combinacions de |S;,+) i |S;, —), pero diferents de les trobades per a |Sz, +) i |Sz, —).

L’analogia, la trobarem un altre cop en la llum polaritzada. L’experiment fet per a un
polaritzador vertical, un polaritzador a la dreta i un altre polaritzador vertical, té el mateix
comportament que 'experiment amb particules de spin 1/2 fet per a S, Sy i S..

La llum polaritzada circularment cap a la dreta és descrita per

E = (%Eogcos(ﬁy —wt) + %EOZsin(my — wt))
1

— Redl | E _E i(ky—wt) L’-' —i(ny—wt)) 1.94
ca ( (ke + sl ) (1.24)
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Aleshores, comparant amb el que teniem a (1.21), se’ns fa plausible adoptar les definicions

1 i 1 1
’Syv+> = _2’Sz7+> + %‘Sz, —> = % ( . ) (1.25)

D’altra banda, la relacié per a llum polaritzada circularment cap a ’esquerra seria amb —i en
lloc d’i. De totes maneres, i per coheréncia amb el que obtindrem en el capitol de rotacions,
aquesta relacié es multiplica per una fase addicional no observable (i), de manera que seguim

descrivint el mateix estat quantic i, per tant,

i 1 1 i
= 5ISu P+ 518 ) = ( ) ) (1.26)

L’operador Sy, que té com a vectors propis els dos anteriors, és

[Sys =)

Sy == (1.27)

Volem fer notar que aquestes noves superposicions —combinacions lineals del punt de vista
matematic— han estat possibles perque hem admes en el nostre formalisme els nombres comple-
x0s. Si no fos aixi, no sabriem com construir els estats |S,, £). Aixi doncs, els espais vectorials
que manejarem en el formalisme de la M@ seran espais vectorials sobre el cos dels nombres
complexos.

Les matrius

0 1 0 —i 1 0
Oy = , oy = , 0, = (1.28)
10 i 0 0 —1
son les anomenades matrius de Pauli.

L’operador associat amb un experiment de Stern-Gerlach en una direccié arbitraria n =

(sin @ cos ¢, sin @ sin p, cos ) ve donat per

. —ip
o 5.7 g ( cos@ sinfe ) (1.29)

no | St

sinfe’*  —cosf

amb vectors propis

[

cos 3

‘Sﬁ7+> = . 921
Slnie‘p

—e ¥gin?
|Si, — > = ( ) 2) (1.30)

COS 5

En alguns llibres, I'estat |S5, — > es multiplica per la fase addicional —e!¥ no observable.

Com hem vist abans, podem utilitzar I'aparell de Stern-Gerlach —en direcci6 7i— com un filtre
per deixar passar només un dels estats, per exemple |S;z,+ >. Diem en aquest cas que hem
fet una preparacio: Uestat de sortida queda identificat com un |Sz,+ > i a partir d’ara podem

experimentar amb ell sabent de quin estat quantic es tracta.
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Hem de fer notar que hem parlat de rotacions en dos espais diferents. D’una banda, podem
fer rotacions tridimensionals del nostre aparell de Stern-Gerlach; per exemple, podem girar
I’aparell de manera que el camp magnetic passi de la direccié z a una direccié arbitraria 7.
Aquestes rotacions s’expressen en termes de matrius reals de 3x 3. D’altra banda, hem considerat
rotacions en ’espai bidimensional dels estats de spin. Aquestes es descriuen en termes de matrius
complexes de 2 x 2.

Més endavant —a la seccié 2.4.3— veurem com aquests dos tipus de rotacions no sén més que

dues representacions diferents del concepte algebraic de grup de les rotacions.

Recordant I’analogia intuitiva que hem desenvolupat amb la llum polaritzada, podriem trac-
tar de generalitzar I'observacié feta anteriorment sobre el fet que un gir de 45° del filtre pola-
ritzador correspon a un gir de 90° en I'aparell de Stern-Gerlach. Vegem quines conseqiiencies
podem extreure de suposar que un gir d’angle g del filtre polaritzador correspon a un gir d’angle
0 en l'aparell de Stern-Gerlach. Si tenim llum polaritzada verticalment i el filtre polaritzador
fa un gir d’angle g respecte a la vertical, la intensitat de la llum es reduira en un factor cos? g.
Aquest, doncs, hauria de ser el factor de reduccié de la intensitat d’un feix de particules amb
spin up, |+ >, que entren en un aparell de Stern-Gerlach en una direccié 7 = (sin 6, 0, cos #) i que
té bloquejada la sortida del component |Sz, — >. Com que 'estat de sortida és |Sz, + >, noteu
que la reduccié de la intensitat del feix es pot expressar, recordant (1.30), com | < +|Sz, + > |2,
on < +|Sj,+ > representa un producte escalar de dos vectors bidimensionals. Si la intensitat
del feix entrant d’atoms d’argent es redueix fins que es pot considerar que els atoms entren a
I’aparell de Stern-Gerlach separadament d’un en un, I'nic que podrem fer sera una prediccid
probabilistica p sobre si I'atom sortird com l'estat |Sz, + > (p = cos? g) o impactara contra
I'obstacle. Totes aquestes consideracions emergiran de manera natural dels postulats de la MQ

que veurem més endavant.

1.3 El formalisme matematic de la MQ

L’experiment de Stern-Gerlach ens ha servit per introduir alguns dels conceptes clau de la MQ
(per exemple, el principi de superposicid) i la seva corresponent formalitzacié matematica (com-
binacions lineals de vectors en espais vectorials). Ara dedicarem un apartat sencer a repassar

les principals eines matematiques que necessitarem per al formalisme de la MQ.

1.3.1 Espais vectorials

Els espais vectorials que utilitzarem en MQ sén, com ja hem avancat, sobre els complexos, de
manera que els coeficients de les combinacions lineals seran en general nombres complexos. En
la major part de ’exposicié que en farem considerarem només el cas de dimensio finita. Cal dir,
pero, que el cas de dimensio infinita és molt freqiient en la MQ i també en direm algunes coses.
Fls resultats que presentarem es poden estendre en general a dimensio infinita, pero de vegades
amb importants matisacions, que ja seran comentades oportunament. A partir d’ara, doncs,

considerarem espais vectorials H de dimensié finita, n, sobre els complexos, és a dir, H = C".
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Producte escalar

Aquests espais vectorials estaran dotats d’un producte escalar que generalitza al cas complex el
producte escalar euclidia definit en espais vectorials sobre els nombres reals. El producte escalar

(i, ¥) és una aplicaci6 H x H — C que satisfa

1. (@, a¥ + Bw) = ali, ¥) + B(i, 0).

3. (@, @) >0; (4, @) =0=1d=0.

(i, U, son vectors qualssevol i «, f sén nombres complexos; el nombre complex conjugat d’«
s’escriu a*.)

La segona propietat assegura que (@, @) (el producte escalar d’un vector per ell mateix) és
un nombre real, cosa que, juntament amb la tercera propietat, ens permet definir la norma d’un
vector,

| = (i @),
que també es designa com |@| i que és estrictament positiva excepte per al zero, 6, de l'espai
vectorial, 0] = 0.

Volem fer notar també que la primera propietat, de linealitat, juntament amb la segona,

impliquen que

(o + B, @) = o™ (U, @) + B* (W, @),
és a dir, que no hi ha linealitat —sin6 el que se’n diu antilinealitat— respecte de la part dreta del
producte escalar. Es el preu que cal pagar per poder definir la norma d’un vector com a nombre
real.

D’aquests espais vectorials sobre els complexos, dotats d’'un producte escalar, en diem espais
de Hilbert. En el cas de dimensi6 infinita cal assegurar, a més, una propietat de completesa que

ja no detallem.

Bases ortonormals

Les bases ortonormals (b.o.) sén bases formades per vectors de norma unitat i mutuament
ortogonals, és a dir, tals que el producte escalar de dos vectors de la base és nul. Donada una
base qualsevol {1, s, -+, ¥,} es pot construir una base ortonormal {1, €s, -, &,} pel metode

de Gramm-Schmidt, que procedeix aixi. Definim

—

1=
|01 ]

a continuacié cerquem una combinacié lineal de 7,72 ortogonal a €. Ho és U — (€1, U2)er,

llavors definim

El pas segiient seria construir el vector U5 — (€1,03)e1 — (€2, 73)€2, que és ortogonal a € i a
€, 1 normalitzar-lo a la unitat (dividint per la seva norma) per definir €3. El metode continua

d’aquesta manera.





