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Consideracions preliminars

L ax]

Notacid i tipografia

Les definicions, els teoremes i les demostracions dels teoremes apareixen en el text amb la

tipografia segiient:

EXEMPLE DE TEOREMA

Teorema 0.1. Cada enter n > 1 és primer o producte de primers.

EXEMPLE DE DEMOSTRACIO

Demostracio. Utilitzant el principi d’induccié:

1) Per a n =2 es verifica perque és primer.
2) Suposem que es verificaVr | 1 <r <n.

3) Sin no és primer, llavors admet un divisor d talque 1 <d < n, ésadirquen=dc, 1<

¢ < n; perd com que tant per a ¢ com per a d se satisfa el teorema (pas 2), tenim
i d s6n primers o producte de primers, de manera que n és producte de primers.

EXEMPLE DE DEFINICIO

que ¢

c.u.d.

Definici6 0.1. Producte cartesia de dos conjunts (A x B). Donats dos conjunts A i B, ano-
menarem producte cartesia de A i B, A X B, el conjunt de tots els parells ordenats (x,y) tals

quexcAiy € B:

AxB={(x,y)| x€A i yeB}.

Simbols

implica

siinomés si

existeix

per a tot

tal que

cvd ‘com voliem demostrar’, marca el final d'una demostracio.

I_<E|_|JIIU

0.1)

n
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1. NOMBRES REALS

Existeixen diversos meétodes per a introduir els nombres reals. Un d’habitual és comencar a
partir dels enters positius, 1, 2, 3, ..., considerats com un conjunt no definit que fem servir
com a base per a construir un sistema més ampli. El procés consta dels passos segiients:

1) Es construeixen els nombres racionals positius, quocients d’enters positius.

2) S'utilitzen els nombres racionals per a construir els irracionals positius (com ara v2 o
).

3) S’introdueixen els nombres reals negatius i el zero. El sistema dels nombres reals es
construeix com a unié6 dels nombres racionals i irracionals.

La part més dificil d’aquest procés és el pas dels nombres racionals als irracionals. Tot i que
la necessitat de nombres irracionals ja esdevingué evident per als matematics de I'antiga
Grecia, no es van introduir métodes satisfactoris per a la construccié de nombres reals fins a
la darreria del segle x1x. En aquella época es perfilaren tres teories: la de Boole, la de Cantor i
la de Dedekind. L'any 1889 Peano va presentar cinc axiomes per als enters positius, els quals
serviren com a punt de partida per a la construcci6 dels nombres reals.

De tota manera, nosaltres ens interessarem més per les propietats dels nombres reals
que pels metodes emprats per a construir-los. Per tant, adoptarem un punt de vista diferent
i considerarem els nombres reals com a conceptes no definits (elements primitius) que sa-
tisfan un cert nombre d’axiomes (que no es demostren). A partir d’aquests axiomes dedui-
rem les propietats dels nombres reals. Aixi, doncs, establirem relacions entre els nombres
reals, algunes sense demostracié (axiomes) i d’altres amb demostraci6 (teoremes).

Suposarem, per tant, que existeixen els nombres reals i que satisfan deu axiomes (els quals
enumerarem més endavant). Els axiomes es classifiquen de manera natural en tres grups:

1) Axiomes de cos
2) Axiomes d’ordre
3) Axioma de completesa

1.1. Nocions basiques de la teoria de conjunts

La teoria de conjunts desenvolupada per Boole i Cantor a la darreria del segle xix va tenir
una gran influéncia en el desenvolupament de les matematiques del segle xx, ja que va aju-
dar a unificar idees aparentment inconnexes i a reduir molts conceptes als seus fonaments
logics d'una manera elegant i metodica.

Definici6 1.1. Conjunt. Colleccio d’objectes considerats com una sola entitat. Els objectes de

la colleccio s'anomenen elements o membres del conjunt i direm que pertanyen al conjunt o
que hi estan continguts. El conjunt conté els seus elements o esta format per ells.

13
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La major part de la teoria de conjunts no depén de la naturalesa dels elements indivi-
duals de la collecci6. Nosaltres estudiarem conjunts d’objectes d'indole matematica: con-
junts de nombres, punts, funcions, etc.

1.1.1. Notacié i definicions basiques

e Conjunts: A, B,C, ..., designats amb majuscules.

e Elements: a, b, c, ..., designats amb minuscules.

* x €S significa que x és un element de S; es diu que x pertany al conjunt S.

* x ¢ S significa que x no és un element de S o, equivalentment, que x no pertany al
conjuntS.

Podem descriure un conjunt escrivint els elements entre claus:

A = {2,4,6,8} conjunt finit } .

explicits 1.1
B = {1,2,3,...} conjuntinfinit
C = {x | xeN} implicit, x variable muda (1.2)

A partir d'un conjunt podem formar-ne de nous, anomenats subconjunts, agafant elements
del conjunt de partida:

* A éssubconjunt de B, A C B, si cada element de A també pertanya B:a € A= a € B.
* A és subconjunt propide B,AC B,siAC BiA# B.

* El conjunt buit, , no conté cap element: ) C A V A.

* El conjunt universal, E, conté tots els elements: ACE V A.

* Laigualtatés A=B & ac€cA=>ac€BiacB=>acA.

Exemple 1.1:
A = {2,4,6,8}

B = {4,6,2,8} A=B=C (1.3)
C = {2,4,2,6,4,8}

A, B s6n identics (A = B) i contenen els mateixos elements. Si un dels conjunts contingués
algun element que no pertanyés a l'altre, llavors els conjunts serien diferents i escriuriem
A#B.

* La notaci6 {x | x € Si satisfa P} es fa servir per a designar el conjunt de tots els ele-
ments de S que satisfan P. Els conjunts representats d’aquesta manera es caracteritzen
per una propietat definitoria.

Exemple 1.2. El conjunt de tots els nombres reals positius es denota per {x | x e Rix > 0}
o simplement {x | x > 0}, en que se sobreentén que el conjunt universal és el conjunt dels
nombres reals.

* Cal distingir entre '’element x i el conjunt {x}, I'tinic element del qual és x.

* Conjunt de conjunts: F ={A, B, C}. Els elements de F s6n A, B i C. Per tant els elements
de A no s6n elements de F.
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Exemple 1.3. Els elements de F = {{1,2},{3},4} son {1,2}, {3}i4. Encanvi,1 ¢ F,2 ¢ F,
3 ¢ F. Un altre exemple: el conjunt buit @ no conté cap element, pero el conjunt G = {0}
conté un element, d € G.

Definici6 1.2. Es defineix el conjunt de parts de A, P(A), com el conjunt de tots els possibles
subconjunts de A.

Exemple 1.4. Donat A = {a, b, c}, el conjunt de parts de A, P(A) = {0,{a},{b},{c}, {a,b},

{a,c}, {b,c}, {a, b, c}}, conté un subconjunt de A de zero elements, tres d’'un element, tres
de dos elements i un de tres elements. En el cas general d'un conjunt A amb 7 elements,

P(A) tindra 2" elements:
n n n n
(o0
0 1 2 n
n\ n! _ n (L.5)
k| kln—-k)Y \n—k ’

és el nombre de possibles subconjunts de A amb k elements. La relaci6 (1.4) es pot obtenir
a partir de I'expressi6é del binomi de Newton:

n n n n
(x+y) = ( )xny0+( )xn—1y+...+( )xy"—1+( )xoy”, (1.6)
0 1 n—1 n

ambx=y=1.

en que

Exemple 1.5. Alguns conjunts importants son:

* Conjunt buit: 0

* Conjunt universal: E

e Nombres naturals: N=1{1,2,3,...}

e Nombres enters: Z=4...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
¢ Nombres racionals: Q (fraccions)

* Nombres reals: R

* Nombres complexos: C

1.2. Algebra de conjunts: unié, interseccié i complementari
Donats dos conjunts A i B, podem construir els conjunts segiients:
a) AU B, uni6 de A i B, es defineix com el conjunt d’elements que pertanyena A, a B o
a ambdos (vegeu la figura 1.1(a)). Es a dir, AU B és el conjunt de tots els elements que

pertanyen almenys a un dels conjunts Ai B:

AUB={x|x€A o x€B}. 1.7)

5
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b) AN B, interseccié de A i B, es defineix com el conjunt d’elements comuns a A i B
(figura 1.1(b)):

ANB={x|x€A i xe€B}. (1.8)
Dos conjunts es diuen disjunts si AN B =0.
c¢) B—A:complementari de A respecte de B, es defineix com el conjunt d’elements de B

que no pertanyen a A (figura 1.1(c)):

B—A={x|xeB i x¢&A}. (1.9)

A

(@) (b) (©

Figura 1.1. La regi6 ombrejada representa: (a) AU B, (b) AN B, (c) B—A.

Les operacions d’'unif i interseccio6 tenen moltes analogies formals amb la suma i la multi-
plicacié de nombres reals. A partir de les definicions que acabem de veure, podem compro-
var les propietats segiients:

1) Commutativa:

AUB=BUA
ANB=BNA.

2) Associativa:

(AUB)UC=AU(BUC)
(ANB)NC=AN(BNC).

3) Distributiva (que involucra totes dues operacions):

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ).

Les operacions d'unié i interseccio es poden estendre de forma senzilla a colleccions finites
iinfinites de conjunts. Sigui F una coleccié no buida de conjunts,!

F = {A,A,,...,A,}  (colecci6 finita) 1.10)
F = {A1,A5,...} (colleccié infinita numerable) '

1 Vegeu la secci6 1.3.2 per a la definici6 de conjunt infinit numerable.
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Llavors podem definir:
a) Uni6 de tots els conjunts de F, U;A;:

Up_jAx = AjUAU---UA,  (colecci6 finita)

UiAiz{ (1.11)

Uil Ar = AjUAR UL (colecci6 infinita numerable)
b) Intersecci6 de tots els conjunts de F, N;A;:

{ N Ax = A1NAzN---NA,  (coHeccié finita)

A=y o (1.12)
NeAr = A1NAzN... (coHecci6 infinita numerable)
1.3. Conjunts: numerabilitat
1.3.1. Relacions
Donats dos conjunts A i B, podem establir relacions, f, entre els seus elements:
f:A—B
x—y=f(x). (1.13)

Definici6 1.3. S‘anomena parell ordenat (x, y) el conjunt d’'elements x i y ordenats:?

* x ésel primer element (x € A)
* y ésel segon element (y € B)

Definici6 1.4. Producte cartesia de dos conjunts (A x B). Donats dos conjunts A i B, ano-
menarem producte cartesia de A i B, A X B, el conjunt de tots els parells ordenats (x,y) tals
quexc€Aiy € B:

AxB={(x,y)|x€A 1 yeB}. (1.14)
Definici6 1.5. S‘anomenarelacio, S, entre els conjunts A i B, tot subconjunt de A X B,
SCAXB. (1.15)
Per tant, si A= B = R, una relacié és un subconjunt del pla xy (R x R = R?). Per exemple:
Ci={(x,y)lxy=1} CG={(xy)lx-y=3}
També pot haver-hi una relacié formada només per un conjunt discret de parells orde-
nats, per exemple: D ={(0,0),(1,0),(2,0}cAx B, A=B=1{0,1,2}.
Definici6 1.6. S‘anomena grafica de la relacié el conjunt de punts del pla que resulten d’as-

sociar-ne un a cada parell ordenat de la relacié. En la figura 1.2 es mostren les grafiques de
dues relacions.

2 Noteu que quan parlem de conjuntsI’ordre no és important, per tant {x,y} = {y, x}. En canvi, en els parells orde-
nats I'ordre si que importai(x,y)# (y,x) (six #y).

17
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Figura 1.2. Grafiques de les relacions: y =xixy =1.

Definicié6 1.7. Eldomini de S, D(S), és el conjunt dels elements x, és a dir, dels primers ele-
ments dels parells ordenats de la relacio S.

Definici6 1.8. El recorregut de S, R(S), és el conjunt dels elements y, és a dir, dels segons
elements dels parells ordenats de la relacio S.

Definici6 1.9. S'anomena funcié, f, un conjunt de parells ordenats (x,y) tals que cap d'ells
no té el mateix primer element. Per tant:

si. (x,y) € f} y=z. (1.16)
i (xz)ef

La definicié6 de funcio requereix que a cada x del domini de f li correspongui exactament un
y tal que(x,y) € f. Es diu quey és la imatge de x per f. Normalment, per a indicar que el
parell (x,y) pertany a la funcié f, direm simplement que y és el valor de la funcié f en x,

y=fx).

Es poden classificar en:
* Funci6 injectiva, si(x,y) =(z,y)=> x =z, ésadir, Vx # z = f(x) # f(z).
* Funci6 exhaustiva, siy € B=3x < D(f) | (x,y)€ f — B=R(f).
* Funcid bijectiva, si és injectiva i exhaustiva simultaniament.

* Funcié un a un (biunivoca) de A a B, si A= D(f)1i f és bijectiva.

A la figura 1.3 s’exemplifiquen diversos tipus de relacions.

No és funcié No és injectiva No és exhaustiva Biunivoca
A B A B A B A B
Figura 1.3. Alguns exemples de relacions.

Definici6 1.10. Conjunts coordinables o equipotents. Dos conjunts A i B son coordinables
i sescriu A ~ B si i només si existeix una funcio f un a un entre els conjunts A i B:
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A~B si 3 finjectiva| D(f)=A i R(f)=B. (1.17)

Es diu també que f estableix una correspondencia un a un entre els conjunts A i B. En parti-
cular, qualsevol conjunt és coordinable amb si mateix.

1.3.2. Conjunts numerables i no numerables

Definicié 1.11. Un conjunt S és finit si es pot establir una correspondéncia biunivoca (un a
un) entre els elements del conjunt S i el conjunt {1,2,3,...,n}, on n és el nombre d’'elements
del conjunt S, també anomenat cardinal de S.

Definicié6 1.12. Els conjunts no finits son conjunts infinits. Els conjunts infinits tenen un
nombre infinit d’'elements.

Definici6 1.13. Un conjuntS ésnumerable si es pot establir una correspondencia biunivoca
amb un subconjunt dels nombres naturals:

N=27Z+=1{1,2,3,4,...}. (1.18)

En particular, un conjunt S amb un nombre infinit d’elements és infinit numerable si és
coordinable amb el conjunt de tots els enters positius, és a dir, si:

S~1{1,2,3,...} =Z*. (1.19)

Existeix, per tant, una funcié f que estableix una correspondéncia un a un entre els enters
positius i els elements de S, amb la qual es pot descriure el conjunt S com:

S:{f(l),f(Z),f(?)),}E {ab aZIa?)V"’}Y (120)

on hem fet servir una notacié amb subindexs, a; = f(k), que permet utilitzar els enters
positius com a etiquetes dels elements de S.

PrROPIETATS

* Els conjunts finits, per definici6, son numerables.
* Els conjunts infinits poden ser o no numerables.
Exemple: S = {x?" | x €R, n € Z*} (amb x, un nombre real fix) és numerable.

En resum, un conjunt és numerable quan els seus elements es poden numerar (etiquetar).
Es a dir, quan el conjunt es pot expressar de la forma: S={a,,a,,as,...}.

* Tot subconjunt d'un conjunt numerable és numerable (la demostracié es pot trobar,
per exemple, a la pagina 47 del llibre d’Apostol, vol. 1).

* Launi6 de dos conjunts numerables és numerable.

* Launi6 d'una colleccié numerable de conjunts numerables és numerable.

e 7 iN s6n numerables (Z = Z*+ U Z~ U {0}, unié de conjunts numerables, vegeu I'apar-
tat 1.5).
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