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Karl Weierstrass

Conegut com a pare de I’analisi moderna, Weiers-
trass obtingué tests per a la convergeéncia de series i
contribui a la teoria de les funcions periodiques, les
funcions de variables reals, les funcions eHiptiques,
les funcions abelianes, els productes infinits conver-
gents i el calcul de variacions. També obtingué aven-
cos en la teoria de les formes bilineals i quadratiques.

Enciclopedia britanica

Durant els seus estudis al Gymnasium catolic de Paderborn, Karl Weiers-
trass (Ostenfelde, 1815 —Berlin, 1897) ja llegia regularment el Fournal de
Crelle' 1 decidi dedicar-se a les matematiques. Pero el 1834, quan tenia
dinou anys, el seu dominant pare, un inspector d’impostos, el va enviar a
estudiar dret i economia a la Universitat de Bonn.

"Tanmateix, a Bonn, sense interes pels estudis, a més de passar el temps
en diversions, va llegir la Mécanique céleste de Laplace i un treball de Jacobi
sobre funcions elliptiques, que aleshores estaven de moda. Per entendre
les tecniques de les funcions elliptiques, també llegi transcripcions de cur-
sos de qui després seria el seu director, Christoph Gudermann, antic estu-
diant de Gauss. Com a resultat, passats quatre anys, va deixar la universitat
sense cap titol.

Lany 1839 accepta estudiar a ’Academia de Miinster per ser professor
de secundaria. Una de les raons de la seva acceptaci6 va ser que Gudermann
n’era professor. Weierstrass va assistir a les classes de Gudermann sobre
funcions elliptiques, funcions x = ¢(a) que sén inverses de les integrals
elliptiques,

1. Crelle és el nom que rep el Fournal fiir die reine und angewandte Mathematik. Fundat per
August Crelle 'any 1826 i editat per ell mateix fins a la seva mort al 1855, és la primera
revista important de matematiques fora de les actes d’acadeémies. Weierstrass i Kronecker
en varen ser els editors de 1881 a 1888.
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doblement periddiques en ser esteses al pla complex. Aquestes funcions
constituiren el tema del primer article de Weierstrass, un assaig escrit al
1840. El punt de partida fou 'afirmaci6 d’Abel que les funcions elliptiques
havien de ser quocients de series de poteéncies convergents.

Ja professor de secundaria, totalment aillat d’altres matematics, sen-
se mitjans ni persones amb qui pogués establir intercanvis i sense accés a bi-
blioteques de matematiques, Weierstrass treballa intensament en analisi
durant catorze anys en tots els seus moments lliures i no tenia cap conei-
xement dels treballs de Cauchy relacionats amb el seu. Va desenvolupar
la teoria de les funcions abelianes, que s’obtenen invertint les integrals
abelianes

a= /xR(u, Vf(w))du,
0

on R(u,v) és una funci6 racional i f una funci6 d’un tipus general que inclou
els polinomis, exactament igual com les funcions elliptiques s’obtenen de
les integrals elliptiques.

Aixi, al 1841, dos anys abans que Laurent ho fes, Weierstrass establi
en [W5] el desenvolupament de Laurent d’una funcié i la integral de Cau-
chy en una corona circular, i en [W4] demostra les desigualtats de Cauchy
per als coeficients de les series de Laurent, com també el seu teorema so-
bre series dobles. Aquest article constitueix el punt de partida dels metodes
analitics de Weierstrass per a la teoria de funcions d’una o més variables, ba-
sats en les series de potencies.

Larticle [W6] de 1842, en que Weierstrass demostrava que un sistema
d’equacions diferencials amb condicions inicials prefixades podia ser resolt
per un sistema de séries de poténcies convergents, completava aquesta re-
cerca. Alhora, hi demostrava com continuar analiticament fora del disc una
serie de poténcies convergent en un disc.

Aquests resultats, escrits quan Weierstrass encara estava sota la in-
fluencia de Gudermann, que el va encoratjar en els seus estudis, varen ro-
mandre inedits fins que al 1894 foren inclosos en el volum 1 dels seus Ma-
thematische Werke. De manera que, malgrat no tenir cap influéncia en el



desenvolupament de les matematiques d’aquells anys, establi els conceptes
sobre els quals va basar la seva teoria de funcions de variable complexa a
partir de 1857.

El gran esfor¢ d’estar treballant intensament en matematiques, que
havia de compatibilitzar amb les seves tasques docents al Gymnasium, 1
els conflictes que pati com a estudiant, probablement foren la causa que,
al voltant de 1850, Weierstrass comencés a patir migranyes molt severes i
convulsions.

Weierstrass sorti de 'anonimat quan el 1854 i el 1856 publica a Crelle
dos articles, que més tard Hilbert (1862-1943) va considerar els més grans
resultats de I’analisi. El primer [W1] tractava sobre funcions abelianes i el
segon [W2] contenia la versié completa de la seva teoria sobre integrals
hiperelliptiques,

yrd
ap = Z/ P(p; O<k<pygrauP=2p+102p+2),
j=0

i resolia de manera original el problema de Jacobi sobre la inversi6 d’a-
questes integrals.

Va rebre diverses ofertes i el 1856 accepta la de la Universitat de Ber-
lin, on els seus cursos, sobre aplicacions de les series i integrals de Fourier
a la fisica matematica (una introducci6 a les funcions analitiques, funcions
elliptiques i aplicacions a problemes de geometria i mecanica), van atraure
estudiants de tot arreu.

A Berlin pogué relacionar-se amb dos grans matematics: Ernst Edu-
ard Kummer (1810-1893) i Leopold Kronecker (1823-1891). Entre tots
tres varen fer de la seva universitat el millor lloc del mén on s’estudiava
matematiques avangades.

En els seus cursos sobre Introduccié a 'analisi de 1859-1860, presen-
tava els fonaments d’aquesta materia per primera vegada. Pero al 1861 la
seva salut tingué una forta davallada i tarda dos anys a recuperar-se. Des de
llavors hagué de dictar els seus cursos assegut mentre un estudiant escrivia
a la pissarra. Després les seves migranyes intenses i les convulsions van ser
substituides per importants problemes respiratoris.

En el seu curs quadrimestral sobre Teoria general de funcions ana-
litiques de 1863-1864 inicia la formulacié de la seva teoria dels nombres



reals, definits com a sumes de seéries convergents de nombres racionals.”
Fins al 1890, Weierstrass revisa i amplia aquests cursos quadrimestrals.

Veiem, doncs, que dos temes centraven l'activitat de Weierstrass:
el seu programa per dotar el calcul d’'una fonamentacié solida a partir
d’un desenvolupament rigorés del sistema dels nombres reals, anomenat
«aritmetitzacié de I'analisi», i el seu treball en series de potencies i de
funcions analitiques.

En una carta de 1875 a Kowaleskaia deia «el que demano a un treball
cientific és unitat de metode, el seguiment seqiiencial d’un pla definit i
’elaboraci6 apropiada dels detalls». Considerava basica I’atencid als detalls
i, malgrat que preferia proves constructives, també en dona d’existencia.

No fou el primer a voler rigoritzar el calcul. Bolzano, ja al 1817, i
Cauchy tenien definicions clares dels conceptes de «limit», «suma de se-
ries», «funci6 continua», «derivada», etc., perd les seves definicions eren
poc ttils en les demostracions.

Per exemple, Cauchy definia «limit> de la manera segiient: «Quan els
valors atribuits successivament a una variable s’acosten indefinidament a
un valor fixat, de manera que arriben a diferir d’ell tan poc com vulguem,
aquest ultim s’anomena “limit dels altres”». A partir d’aquesta definicié
del seu Cours d’analyse de 1821, Cauchy dona la famosa prova incorrecta
que, segons ell, tota funcié limit puntual de funcions continues havia de
ser continua.

La diferencia entre les definicions de Bolzano i Cauchy amb les de
Weierstrass s6n ben significatives. Devem a Weierstrass la nostra definici6
¢ — 6 usual de limit i de funcié continua. El seu rigor, amb definicions
precises dels conceptes basics en termes de desigualtats que permetien
demostracions rigoroses, i el seu treball varen fer que els matematics fos-
sin més curosos amb les subtileses de Ianalisi i afectaren definitivament
I’evoluci6 de les matematiques.

Pero els seus metodes i resultats no van ser facilment acceptats per
tota la comunitat matematica. Els seus arguments subtils, que incloien pro-
ves per contradicci6 i d’existéncia, foren motiu de controversia. Weierstrass

2. Enaquest curs demostra que els nombres complexos formaven "dnica extensi6 algebraica
commutativa dels reals. Al 1831 Gauss n’havia promes una demostracié que mai va arribar
a donar.



adopta la teoria de Cantor, usada per exemple per demostrar el teorema
de Bolzano-Weierstrass sobre I’existencia d’un punt d’acumulacié per als
subconjunts infinits acotats de R. Al 1877, Kronecker, un seu amic molt
proper durant vint anys, critica obertament Weierstrass i Cantor davant
dels estudiants, renegant de I'infinit actual, fet que comporta el seu distan-
ciament definitiu.

Sobre el tema de les series, el mateix Weierstrass deia que el seu treball
en analisi «no era res més que series de poténcies». A [Bi] s’inclou una visié
general de ’obra de Weierstrass sobre funcions analitiques.

Weierstrass 1 Riemann

Lestudi de Weierstrass de les funcions elliptiques i abelianes, guiat pel
desig de completar el treball iniciat per Abel i Jacobi, estudi que motiva el de
la seva teoria de funcions analitiques, es va mantenir com a tema predilecte
al llarg de la seva vida i com a leitmotiv de molts dels resultats que va pre-
sentar en els seus cursos.

Al 1856 Weierstrass no va poder demostrar que tota funcié abeliana
era quocient de dues sumes de series de potencies: «Aqui trobem un pro-
blema que, pel que jo sé, encara no s’ha estudiat de manera general, pero
que tanmateix té una importancia particular en la teoria de funcions».

En lloc d’aixo, al 1857 Bernhard Riemann va publicar un nou tracta-
ment de les integrals abelianes en el quarti darrer article [Ri] d’una mateixa
serie en el volum 54 de Crelle,’ en els quals va incloure un resum del seu punt
de vista geometric en la teoria de funcions de variable complexa contingut
en la tesi. Amb I’objectiu de tractar-hi funcions multiformes i les seves inte-

3. Bernhard Riemann (1826-1866), molt timid i amb panic de parlar en public, mostra
grans habilitats matematiques des de molt jove. A dinou anys inicia estudis per a sacer-
dot com el seu pare, qui el mateix any va permetre que estudiés matematiques i envia a
Gottingen, on Riemann tingué Gauss de professor en un curs elemental.

Perd Gottingen no era encara el millor lloc per fer matematiques i al 1847 Riemann
passa a la Universitat de Berlin per estudiar amb Steiner, Jacobi, Dirichlet i Eisenstein.
Dirichlet fou el que més I'influencia perque elaborava les seves idees sobre bases intuiti-
ves, per extreure’n analisis logiques molt fines, tot evitant els calculs llargs tant com li





