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1. Progressions aritmetiques

Per a nosaltres els nombres naturals seran els enters més grans que el
0 (és a dir, el 0 no ho sera). Totes les progressions aritmetiques que
considerarem estaran formades per nombres naturals i seran de lon-
gitud finita. Per tant, donat un nombre natural n, anomenarem pro-
gressio aritmeética de longitud n qualsevol conjunt de nombres naturals
amb la propietat que, si escrivim els seus elements en ordre creixent:
T < T < -+ < Ty,
aleshores se satisfa

Lo — X1 =3 —Tyg =" """==Ty —Tp_1-

En altres paraules, les distancies entre elements consecutius del conjunt
s6n totes iguals i els nombres {z, ..., z,} estan en progressié aritmetica.

Per exemple, aix0 és una progressié aritmetica de longitud 4:

COOOLOVOOVWA®W®WW(E

Com que en tota la lligé tinicament parlarem de progressions aritmeti-
ques, de vegades, per fer-ho més passador, ens hi referirem anomenant-
les senzillament progressions.

2. Progressions de longitud 3 monocolors

Sigui S un conjunt qualsevol de nombres naturals. Triem un nombre natu-
ral k i agafem un conjunt C' de k colors diferents. Suposem que hem pin-
tat els elements de S usant els colors de C' (en altres paraules, suposem
que hem triat una aplicacié qualsevol f : S — C'). Llavors direm que hem
especificat una k-coloracié de S. Direm que una progressio aritmetica dins
de S és monocolor si tots els seus elements estan pintats d’un mateix color.

Exemple. En el diagrama segiient especifiquem una coloracié de S =
{1,...,14} usant com a colors C' = {blau, vermell}; els elements indicats
per les fletxes de dalt formen una progressié aritmetica de longitud 4



monocolor, pero els indicats per les fletxes de sota formen una progressié
aritmetica que no és monocolor:

@@@é@é@é@é@@@@

Comencem plantejant-nos el problema segiient:

Problema. Hi ha alguna 2-coloracio de S = {1,...,9} per a la qual no
hi hagi cap progressio aritmeética monocolor de longitud 3 dins de S¥

Mirarem de donar una resposta per tempteig. Colorarem els elements
de S comencant pels més baixos, anant amb compte, cada vegada que
triem un color, de no generar progressions monocolors. Com abans, farem
servir el blau i el vermell. A ’hora de triar els colors dels tres primers
elements, I'tinic que cal és no pintar-los tots tres del mateix color. Per
exemple, podem fer-ho aixi:

SO10100[010]0]0.

Ara, si volem evitar progressions monocolors, la casella 5 no es pot pintar
de blau:

Yoy Jolololololo

Per tant, pintem la casella 5 de color vermell:

QOOLEOWOO®

Per la mateixa raé d’abans, la casella 8 no es pot pintar de color vermell,
aixi doncs la pintarem de color blau:

o Jollol] 1o




Podem pintar la casella 4 de qualsevol color sense por de crear cap
progressié monocolor. La pintem, per exemple, de color vermell:

QOOOEOOWOHOW

Ara la casella 6 ja no és lliure. Cal pintar-la de color blau:

000POOOO

I hem de pintar la casella 7 de color vermell:

(1)
QOOOEOOOV

Arribats a aquest punt, és impossible pintar la casella 9 sense crear una

progressio de longitud 3 monocromatica:

SO Yo

No hem estat capacos de trobar una coloracié que evités progressions

monocolors. Ara bé, com que a ’hora de pintar algunes de les case-
lles hem tingut llibertat per triar els colors (concretament, a les caselles
1, 2, 3, 4), podriem pensar que si haguéssim triat aquests colors de ma-
nera més habil si que hauriem pogut trobar la coloracié que buscavem.
Pero no és aixi: és impossible donar una coloracié amb dos colors del con-
junt {1,...,9} sense progressions aritmetiques monocolors de longitud 3!
Aix0 es pot demostrar facilment considerant les diverses coloracions pos-
sibles. Si el lector s’hi entreté veura que en qualsevol cas, un cop triats
els colors dels quatre primers nombres, els colors dels nombres segiients
queden determinats pel requeriment que no hi hagi progressions mono-
colors, fins a arribar a una situacié com ’anterior, on un dels nombres
no pot rebre cap dels dos colors sense donar lloc a una progressié mo-
nocolor.



En comptes de mostrar detalladament el que acabem de dir, tot seguit
donarem un argument que demostra un resultat una mica més feble, pero
que té la virtut de poder-se generalitzar a situacions més complexes, com
veurem més endavant.

Teorema 1. Es impossible donar 2-coloracié del conjunt {1,2,...,17}
sense progressions monocolors de longitud 3.

Demostracié. Sigui S = {1,2,...,17}, i suposem que existeix una 2-
coloracié de S,
f: S — {blau, vermell},

sense progressions de longitud 3 monocolors. Veurem que aixo ens dura
a una contradiccié. Donat un element i de {1,...,15} considerem el
vector de colors segiient: F'(i) = (f(¢), f(i + 1), f(i + 2)). Com que
usem dos colors, hi ha 23 = 8 maneres de colorar tres elements con-
secutius; d’aquestes, hem de sostreure les dues coloracions monocolors
(blau, blau, blau) i (vermell, vermell, vermell), que immediatament do-
narien una progressio de longitud 3 monocolor. Per tant, les cadenes
F(1),F(2),...,F(15) prenen valors dins un conjunt de sis possibilitats.
Aixo implica que almenys dos dels vectors F(1),..., F(7) coincideixen:
denotem-los per F(a) = F(a + d), on a,d sén naturals per als quals
a,a+d € {1,...,7}, de manera que a + 2d < 13. Fixem-nos ara en la
cadena F(a). Com que té tres elements que es mouen dins un conjunt
de dos colors, un d’aquests colors ha d’estar repetit. Suposem que

f(a") = f(a' +d') = blau,

on a’,d’ sén naturals que satisfan a’,a’+d’' € {a,a+1,a+2}, de manera
que a’ +2d' < a+ 4.

Considerem el diagrama segiient:




Tot i estar disposats en una matriu 3 x 3, els discos d’aquest diagrama
representen elements del conjunt S. El disc de la cantonada inferior
esquerra representa a’ i els nombres representats pels altres discos estan
determinats pel requeriment que en passar d'un disc a un altre a través
d’una fletxa vertical o horitzontal, respectant-ne ’orientacio, sumem la
quantitat indicada per la fletxa (fent aquestes operacions no sortim mai
del conjunt S, ja que @’ +2d +2d' < a+4+2d <13+ 4 =17).

Llavors, les tres files del diagrama, les tres columnes i la diagonal in-
dicada representen progressions aritmetiques de tres elements diferents
(la diagonal que no hem dibuixat no té per qué correspondre’s amb tres
elements diferents, a menys que d # d').

Q +d' O +d O

“

O +d' Q +d' Q

.40 =0

Ara, per evitar que hi hagi columnes o files monocolors cal que els quatre

discos que indiquem a la figura de I’esquerra estiguin pintats de vermell.
Pero llavors és impossible associar un color a la cantonada superior dreta
sense crear una progressié monocolor: si la pintem de blau la diagonal
indicada representa una progressié blava de longitud 3, i si la pintem de
vermell tant la columna dreta com la fila superior representen progres-
sions vermelles de longitud 3.

Per tant, la coloracié f que haviem pres forcosament ha de tenir alguna
progressio de longitud 3 monocolor, en contradiccié amb el que haviem
suposat. [J

3. El teorema de Van der Waerden

El problema que hem considerat a la seccié anterior es pot generalitzar
en dues direccions. D’una banda, podem augmentar el nombre de colors:



considerar coloracions amb tres, quatre o més colors en lloc de dos com
fins ara. D’altra banda, podem considerar coloracions sense progressions
aritmetiques monocolors de quatre, de cinc o més elements. Es clar que,
augmentant qualsevol de les dues quantitats (nombre de colors, longitud
de les progressions monocolors que es vol evitar), el nombre d’enters
consecutius que podrem colorar creixera. Per exemple, si fem servir tres
colors és possible colorar el conjunt {1,...,9}, de manera que no hi hagi
progressions monocolors de longitud 3. Ens podem plantejar llavors: si
n i k son enters prou grans, podria ser que per a qualsevol N existis una
k-coloraci6 de {1,..., N} sense progessions monocolors de longitud n?
La resposta, negativa, ens la dona el teorema de Van der Waerden.

Teorema 2 (Van der Waerden). Per a qualssevol enters positius 1,
k, on n > 2, existeiz un nombre W(n, k) amb aquesta propietat: per
a tot enter positiu N > W(n, k), qualsevol k-coloracié de {1,..., N}
conté almenys una progressid aritmética monocolor de longitud n. (Evi-
dentment, el teorema de Van der Waerden també és cert sin = 1.)

3.1. Demostracio del teorema de Van der Waerden

Farem servir induccid, de la manera que precisem tot seguit. Si n, k sén
enters positius, considerem l’afirmaci6 segiient:

“existeix W (n, k) de manera que, si N > W (n, k),
T(n, k) = qualsevol k-coloracié de {1,..., N} conté una
progressié aritmetica monocolor de longitud n”

Per exemple, a la seccié anterior hem demostrat que 7'(3,2) és cert,
prenent W (3,2) = 17 (tot i que, com hem dit, és suficient prendre
W(3,2) = 9). Es clar que el teorema de Van der Waerden equival a
afirmar que T'(n, k) és cert per a qualssevol naturals n,k amb n > 2.

Comencem observant que, per a qualsevol nombre de colors k, 1’afir-
maci6é T'(2,k) és certa. En efecte, donar una progressié aritmetica de
longitud 2 monocolor és el mateix que donar dos nombres diferents amb
el mateix color. Ara, si colorem el conjunt {1,...,k+ 1} usant k colors,
necessariament hi haurd dos nombres que rebran el mateix color.! Per

1 Aquesta afirmacié sol rebre el nom de principi de Dirichlet o principi del colomer.



tant, per demostrar el teorema de Van der Waerden, és suficient que
demostrem el segiient:

Pas inductiu. Sigui n > 2 un enter; suposem que, per a qualsevol enter
[ > 1, afirmacié T'(n, ) és certa; aleshores, per a qualsevol enter k > 1,
Pafirmacié T'(n + 1, k) és certa.

Es de sentit comu que el teorema de Van der Waerden és conseqiiencia
de la validesa de T'(2, k) per a tot k i del que hem anomenat pas inductiu;
aquest argument és un exemple de demostracié per induccié.?

Demostrem, doncs, el pas inductiu. Si prenem un enter n > 2 i suposem
que qualsevol enter [ > 1, I'afirmaci6é T'(n,l) és certa. Es a dir, supo-
sem que existeix, per a tot [, un enter W(n,l) amb la propietat es-
pecificada per T'(n,l) (d’aquesta suposicié se’n diu hipotesi inductiva,
perque és la hipotesi a partir de la qual demostrarem el pas inductiu).
Obviament T'(n + 1,1) és cert: només cal prendre W(n+1,1) = n + 1.
Per tant, cal que k > 2 perque T'(n + 1, k) no sigui trivial. Comengarem
explicant com deduir que T'(n+1,2) és cert; després veurem com desen-
volupar els arguments que segueixen per demostrar 7'(n+ 1, k) per a tot
k> 2.

Per demostrar T'(n+ 1, 2) farem servir essencialment el mateix argument
que hem usat a la demostracié del teorema 1. Definim:

N, = W(n,2), Ny = 2W (n,2%) + N;.
Vegem que, si prenem W (n+1,2) = N, I'afirmacié T'(n+ 1, 2) és certa.
Considerem una coloracié amb dos colors (blau i vermell, com sempre):

f:{1,..., No} — {blau, vermell}.

Sigui, per a tot ¢ € {1,..., No — Ny + 1},
F@G) = (f(i), fG+1), f(i+2),...,f(i + Ny — 1)) € {blau, vermell }**.

Podem pensar, de manera abstracta, que la funcié F' déna una colo-
raci6 del conjunt {1,..., Ny — N; + 1} usant 2™ colors. Observem que

2 Que un sil-logisme tan obvi com aquest rebi un nom en matematiques és conseqiiéncia
de la seva ubiqiiitat. Un altre exemple d’afirmacié trivial que, per la freqliéncia amb queé apa-
reix, ha acabat rebent un nom és el principi de Dirichlet que hem mencionat abans.



W (n,2M) < Ny — N; + 1. Usant la hipotesi inductiva sabem que existeix
una progressié aritmetica de longitud n dins de
Sy i={1,...,W(n,2")}

que és monocolor respecte a la coloracié F'. Es a dir: existeixen nombres
naturals as, dy per als quals

(1) {az, a2 + do, a9 + 2dsy, ..., a0+ (n — 1)dy} C S

i, a més a més,

(2) F(ay) = F(az+dy) = -+ = F(az + (n — 1)dy).

Ara restringim la coloracié f al conjunt S; = {ag,as+1,a2+2,..., a5+

N;—1}. Com que S esta format per N; enters consecutius i a la coloracié
f usem dos colors, si apliquem novament la hipotesi inductiva deduim
que S7 conté una progressié de longitud n monocolor respecte a f. Es a
dir, existeixen nombres naturals a;,d; amb les propietats:

(3) {al,al+d1,a1+2d1,...,a1+(n—1)d1}CSl,

(4) flar) = flar+di) =--- = fa1 + (n — 1)dy).
Suposem, per exemple, que f(a;) = blau. Aleshores podem considerar
un diagrama similar al de la demostracié del teorema 1:

n+1
O—=0O0—=0O0—= —=0—0O
do do da 2 /‘Q‘d2

O +d1 O +dy O +d1 +d1 O +d1 O

+do +do +do +da2 /;2 +d2

+dq +dy +dy 0 +dy +dq

+do +dao +da /;2 +da +da n-+1

O +d1 O +dy O +dy +dy +dy

+do +do /12 +d2 +

OO0
N N e
O—0O

+ + + +da +d

+do /;2 +d2 +d2 +

+dy O +d1 O +di +d1

+di






