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Introduccio

Aquestes notes abasten el temari de I’assignatura Matrius i Vectors, que, amb motiu dels
nous plans d’estudi, s’ha implementat a la Facultat de Matematiques de la Universitat de
Barcelona. Aquest text-guia correspon a una assignatura pont entre el batxillerat i un curs
classic d’algebra lineal i esta pensat per fomentar en I’alumnat I’habit de discérrer i dema-
nar-se el perque de les coses. Al llarg del curs es pretén que 1’alumne adquireixi destresa
en la manipulacié dels objectes més basics de I’algebra lineal: vectors i matrius. Els
metodes que aprendra en aquest curs deixaran I’alumne al llindar de 1’algebra abstracta.

Aix{i doncs, I’objectiu de 1’assignatura no és només 1’adquisicié dels coneixements i
les habilitats en el maneig dels objectes i les técniques inclosos en el programa; també
pretén assolir el desenvolupament progressiu de la capacitat de comprensié de conceptes
abstractes, i I’habit de rigor en demostracions i resolucié de problemes.

El temari s’ha dividit en set capitols i un apéndix en qué s’introdueixen nocions
basiques del programa Mathematica. Cada capitol conté una seccié dedicada a la uti-
litzacié d’aquest programa per resoldre les qiiestions tractades en el capitol i una serie
d’exemples resolts amb el programa per tal que I’estudiant vagi adquirint experiéncia en
1’Gs d’un programa informatic. Cada capitol conté també una llarga col-leccié d’exercicis
i problemes de dificultat variable. Hem procurat incloure-hi problemes de tots els ni-
vells, per tal que I’alumne s’exerciti gradualment i pugui assolir els objectius desitjats.
Els capitols acaben amb una seccid, que hem anomenat d’autoavaluacid, en la qual,
mitjancant una serie de qiiestions, es pretén que I’alumnat reflexioni sobre 1’abast dels
conceptes introduits i les seves implicacions.

Volem agrair a Gemma Colomé, Elisenda Feliu i Alberto Fernandez la lectura atenta
que han fet del text i els seus suggeriments, que han estat una contribucié inestimable
i decisiva per a I’elaboracié d’aquest llibre.

Barcelona, febrer del 2010



Simbols logics i de teoria
de conjunts

El llenguatge matematic sovint es nodreix de simbols per designar frases o paraules.

Fem una llista dels més comuns i que seran d’us freqiient al llarg d’aquest curs:

v per a tot 3 existeix
== implica — si i només si
= igual per definici6 O fi de la demostracié
U unio N intersecci6
C contingut D conté
0 conjunt buit € pertany (a un conjunt)
\ menys (en conjunts) ¢ no pertany
N nombres naturals Z nombres enters
Q nombres racionals R nombres reals
j 0 sii#j
C nombres complexos 0] = 1 sii=j delta de Kronecker
> suma ‘ I producte

El simbol sumatori ) indica una suma que té per sumands 1’expressié que segueix
al sumatori en variar un index. La variacié d’aquest index cal indicar-la en el sumatori

(llevat que sigui molt evident). Analogament per al producte | ]. Per exemple:

5
Z2":2+22+23+24+25
=1
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5
[[27=2-22-2%2*.2°
i=1
En ocasions, els signes que varien sén més d’un. La situaci6 segiient es presenta sovint.
Donats els conjunts
1 my 12 ko1 2 k 1 k
{a,...,ap}, {07 ..., 0"} 1 e, el €0, 6,0, o Chy ey Crye e Co b

tenim

Z a,-cébj

1<i<k
1<j<m

= alc%bl + alc%b2 + -+ alc}nbm + agc%bl + agcgb2 + -+ akcfnbm
= a (Z;"zl c}bj) +tay (Z;n:l cé-‘b])
= (Zk a~ci> bl 4+ (Zk a;ct ) ™
i=1 4i€1 i=1%iCm
= D i1 Gi (Z}”:l C;‘bj> = Z;n:1 (Zi:l a,-cé-) .
El producte cartesia de dos conjunts A i B és el conjunt de parells ordenats

A x B := {(a,b)parell ordenat |a € A, b€ B}.

Més en general, el producte cartesia d’una familia de conjunts 4;, i = 1,...,n, és el

conjunt de n-ples (ordenades) (a1, ...,a,) amb a; € A;, Vi. Per exemple,

R*"=Rx - xR:={(x1, - ,zp) | i € R}.
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Sovint, el matematic fa servir lletres gregues:

lletra

minuscula

majuscula

alfa
beta
gamma
delta
gpsilon
zeta
eta
theta
iota
kappa
lambda
mi

ni

csi

pi

ro
sigma
tau
ipsilon
fi

khi

psi
omega

Les majuscules que no hi apareixen sén iguals a lletres del nostre alfabet.
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Capitol 1

Matrius i vectors

En aquest primer capitol presentem els principals objectes matematics a que esta dedicat
el curs: les n-ples de nombres reals o complexos, que anomenarem vectors, i les taules
rectangulars de nombres reals o complexos, que anomenarem matrius. S6n els objectes
que primer apareixen en infinitat de problemes matematics i en les seves aplicacions. Per
aixo el seu estudi, i el de les operacions que es fan amb ells, sén essencials en qualsevol

camp que faci servir eines matematiques.

1.1. Els nombres reals i els nombres complexos

Designarem per R el conjunt de nombres reals. En aquest conjunt tenim definides dues

operacions
RxR — R RxR — R

(a,b) +— a+b (a,b) +— ab
que s’anomenen suma 1 producte respectivament. L’operacidé suma té les propietats

segiients:
(1) Associativa: V a,b,c € R, (a+b)+c=a+ (b+c).
(2) Commutativa:V a,b € R, a+b=1>0+ a.

(3) L’element 0 € R compleix: Va € R, a+ 0 = 0+ a = a. Es diu que 0 és

I’element neutre de la suma de reals.
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(4) ¥V a € R, I’element —a compleix a + (—a) = 0 = (—a) + a. Es diu que —a és

I’ element oposat d’a.

Observacié 1.1.1. Aquestes quatre propietats de la suma s’acostumen a resumir dient

que (R, +) ésun grup commutatiu o abelia.

L’ operacié producte té les segiients propietats:
(1) Associativa: V a,b,c € R, (ab)c = a(bc).
(2) Commutativa: V a,b € R, ab = ba.

(3) L’element 1 € R compleix: V a € R, al = la = a. Es diu que 1 és I’element
neutre o unitat del producte de reals.

@) Va€eR, a0, element 1 compleix a(2) = 1 = (%)a. Es diu que 1
és I’element invers de a, i sovint el denotem a~!. Observeu que 0 no té element

invers.

Les operacions suma i producte estan relacionades per la segiient propietat:
Distributiva: V a, b, c € R, (a 4+ b)c = ac + be.

Observaci6 1.1.2. Aquestes propietats de la suma i el producte s’acostumen a resumir
dient que (R, +, -) és un cos commutatiu. El conjunt de niimeros racionals Q amb la
seva suma i producte compleixen propietats similars i, per aquest motiu, també es diu
que (Q, +, ) és un cos commutatiu.

Designarem per C el conjunt de parells de nombres reals, i els anomenarem nombres

complexos. Farem servir la notacié segiient, on a, b € R:
a+bi:= (a,b), a = (a,0), bi := (0,b), i:=(0,1).

A C definim dues operacions

CxC s C:
(a+bi,d +0i) ~— (a+ad)+ (b+10b)i

CxC — C
(a+bi,d +bi) — (ad =)+ (ab + a'b)i
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que s’anomenen suma i producte, respectivament. En concret, tenim: i? = ii = —1.

A més a més:
a+a = (a,0)+ (d',0) = (a+d,0), aa’ = (a,0)(d’,0) = (ad’,0).

Es a dir, les operacions suma i producte de dos reals a,a’ € R donen el mateix si les
considerem com a reals o com a complexos. Aixo permet identificar el real a € R amb

el complex a = (a,0) € C i considerar
R cC.

A C I’operaci6 suma té les mateixes propietats que la suma a R:
(1) Associativa:V z,2',2" € C, (2 + 2') + 2" =z + (&' + 2").
(2) Commutativa:V z,2"' € C, 2 + 2/ = 2/ + 2.

(3) L’element 0 € C compleix: Vz € C, 24+ 0 = 0+ 2 = z. Es diu que 0 és

I’ element neutre de la suma de complexos.

4) Vz=a+bi € C,I'element —z := (—a) + (—b)i compleix z + (—z) =0 =

(—2) + z. Es diu que —z és 1’element oposat de z.
A C I’operaci6 producte té les propietats segiients:
(1) Associativa: V z, 2/, 2" € C, (22')2" = z(#'2").
(2) Commutativa:V 2,2’ € C, 22/ = 2/2.

(3) Lelement 1 € C compleix: V z € C, z1 = 1z = z. Es diu que 1 és I’element

neutre o unitat del producte de complexos.

4 Vz=a+bie€C, z#0, I'element 27! := #jer — aQ—ibQi compleix zz7! =

1 = z7'2 Es diu que z~! és1’element invers d’a. Observeu que 0 no té element

invers.

Les operacions suma i producte estan relacionades per la propietat segiient:

Distributiva: V z, 2/, 2" € C, (z + 2/)2" = 22" + 2/2".
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Totes aquestes propietats de les operacions dels nimeros complexos es poden com-

provar sense dificultat. Per exemple, comprovem que

. a b .
(a+bi) <a2+b2a2+b22> -

SR S D Y S I
a2+b2 a2+b2 a2+b2 a2+b2 -

Observem que, per atot z = a + bi € C, tenim 0z = 0, d’on resulta que 0 no pot tenir

element invers.

Es diu conjugat d’un complex z = a + bi al complex
Z:=a—b.
Es diu modul d’un complex z = a + b7 al nimero real i positiu

2] := Va2 + b2 = V2z.

Observacio 1.1.3. (C, +, -) també és un cos commutatiu.

1.2. Els espais vectorials R" i C"

Definici6 1.2.1. Una n-pla ordenada de nombres reals; és a dir, un element = =
(x1,...,xy) € R™ s’anomena vector (real).

Anomenarem espai vectorial real R™ al conjunt
R"={z=(z1,...,2p) | 1,..., 2, € R}

junt amb les dues operacions segiients:

Suma de vectors. Donats dos vectors © = (21,...,2y),¥y = (Y1,---,Yn) € R™ es

defineix la seva suma com el vector:

x+y:(xlw"axn)—i_(ylv”wyn) = (x1+y177$n+yn)€Rn
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Producte d’un real per un vector. Donat un vector y = (y1,...,y,) € R™ i un real
a € R es defineix el seu producte com el vector:

ay =a(y1,-..,Yn) := (Qy1,...,ay,) € R™.
Als elements de R, generalment se’ls anomena escalars.

Definicio 1.2.2. Una n-pla ordenada de nimeros complexos, és a dir un element z =
(z1,...,2n) € C", s’anomena vector (complex).

Anomenarem espai vectorial complex C™ al conjunt
C'"={z2=(21,---,2n) | 21,---,2n € C}

junt amb les dues operacions segiients:

Suma de vectors. Donats dos vectors z = (z1,...,2,),w = (wy,...,w,) € C"es

defineix la seva suma com el vector:

z4+w=(21,...,2n) + (W1,...,wp) = (21 + W1,..., 2, +wy) € C".

Producte d’un complex per un vector. Donat un vector w = (wy,...,w,) € C"iun
complex « € C es defineix el seu producte com el vector:

-— n
oaw = a(wy,...,wy,) = (awr,...,cw,) € C".
Als elements de C, generalment se’ls anomena escalars.

Exemple 1.2.3:
1. Si = (2,5),y = (—1,7) € R?, aleshores = +y = (1,12) € R2.
2. Siy=(-1,7,0) € R? i « = —2 € R, aleshores ay = (2, —14,0) € R3.
3. Si z=(2i,5—1),w=(—1,i) € C?, aleshores z +w = (—1 4+ 2i,5) € C2,

4. Si w=(—i,1+i,0) € C? i a = 2i € C, aleshores aw = (2, —2+2i,0) € C3.





