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Introducció

Aquestes notes abasten el temari de l’assignatura Matrius i Vectors, que, amb motiu dels

nous plans d’estudi, s’ha implementat a la Facultat de Matemàtiques de la Universitat de

Barcelona. Aquest text-guia correspon a una assignatura pont entre el batxillerat i un curs

clàssic d’àlgebra lineal i està pensat per fomentar en l’alumnat l’hàbit de discórrer i dema-

nar-se el perquè de les coses. Al llarg del curs es pretén que l’alumne adquireixi destresa

en la manipulació dels objectes més bàsics de l’àlgebra lineal: vectors i matrius. Els

mètodes que aprendrà en aquest curs deixaran l’alumne al llindar de l’àlgebra abstracta.

Així doncs, l’objectiu de l’assignatura no és només l’adquisició dels coneixements i

les habilitats en el maneig dels objectes i les tècniques inclosos en el programa; també

pretén assolir el desenvolupament progressiu de la capacitat de comprensió de conceptes

abstractes, i l’hàbit de rigor en demostracions i resolució de problemes.

El temari s’ha dividit en set capítols i un apèndix en què s’introdueixen nocions

bàsiques del programa Mathematica. Cada capítol conté una secció dedicada a la uti-

lització d’aquest programa per resoldre les qüestions tractades en el capítol i una sèrie

d’exemples resolts amb el programa per tal que l’estudiant vagi adquirint experiència en

l’ús d’un programa informàtic. Cada capítol conté també una llarga col·lecció d’exercicis

i problemes de dificultat variable. Hem procurat incloure-hi problemes de tots els ni-

vells, per tal que l’alumne s’exerciti gradualment i pugui assolir els objectius desitjats.

Els capítols acaben amb una secció, que hem anomenat d’autoavaluació, en la qual,

mitjançant una sèrie de qüestions, es pretén que l’alumnat reflexioni sobre l’abast dels

conceptes introduïts i les seves implicacions.

Volem agraïr a Gemma Colomé, Elisenda Feliu i Alberto Fernández la lectura atenta

que han fet del text i els seus suggeriments, que han estat una contribució inestimable

i decisiva per a l’elaboració d’aquest llibre.

Barcelona, febrer del 2010
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Símbols lògics i de teoria
de conjunts

El llenguatge matemàtic sovint es nodreix de símbols per designar frases o paraules.

Fem una llista dels més comuns i que seran d’ús freqüent al llarg d’aquest curs:

∀ per a tot ∃ existeix
=⇒ implica ⇐⇒ si i només si
:= igual per definició � fi de la demostració

∪ unió ∩ intersecció
⊂ contingut ⊃ conté
∅ conjunt buit ∈ pertany (a un conjunt)
\ menys (en conjunts) /∈ no pertany

N nombres naturals Z nombres enters
Q nombres racionals R nombres reals

C nombres complexos δji =

{
0 si i �= j
1 si i = j

delta de Kronecker

∑
suma

∏
producte

El símbol sumatori
∑

indica una suma que té per sumands l’expressió que segueix

al sumatori en variar un índex. La variació d’aquest índex cal indicar-la en el sumatori

(llevat que sigui molt evident). Anàlogament per al producte
∏

. Per exemple:

5∑
i=1

2i = 2 + 22 + 23 + 24 + 25

14839 Matrius i vectors, pàgina 11, 21/07/2013



12 MATRIUS I VECTORS

5∏
i=1

2i = 2 · 22 · 23 · 24 · 25.

En ocasions, els signes que varien són més d’un. La situació següent es presenta sovint.

Donats els conjunts

{a1, . . . , ak}, {b1, . . . , bm} i {c11, c21, . . . , ck1, c12, c22, . . . , ck2, . . . , c1m, . . . , ckm},

tenim ∑
1≤i≤k
1≤j≤m

aic
i
jb

j

= a1c
1
1b

1 + a1c
1
2b

2 + · · ·+ a1c
1
mb

m + a2c
2
1b

1 + a2c
2
2b

2 + · · ·+ akc
k
mb

m

= a1

(∑m
j=1 c

1
jb

j
)
+ · · ·+ ak

(∑m
j=1 c

k
j b

j
)

=
(∑k

i=1 aic
i
1

)
b1 + · · ·+

(∑k
i=1 aic

i
m

)
bm

=
∑k

i=1 ai

(∑m
j=1 c

i
jb

j
)

=
∑m

j=1

(∑k
i=1 aic

i
j

)
bj .

El producte cartesià de dos conjunts A i B és el conjunt de parells ordenats

A×B := { (a, b) parell ordenat | a ∈ A, b ∈ B }.

Més en general, el producte cartesià d’una família de conjunts Ai, i = 1, . . . , n , és el

conjunt de n-ples (ordenades) (a1, . . . , an) amb ai ∈ Ai, ∀ i. Per exemple,

Rn = R× · · · × R := {(x1, · · · , xn) | xi ∈ R}.
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SÍMBOLS LÒGICS I DE TEORIA DE CONJUNTS 13

Sovint, el matemàtic fa servir lletres gregues:

lletra minúscula majúscula
alfa α
beta β
gamma γ Γ
delta δ Δ
èpsilon ε o ε
zeta ζ
eta η
theta θ o ϑ Θ
iota ι
kappa κ
lambda λ Λ
mi μ
ni ν
csi ξ Ξ
pi π Π
ro ρ o �
sigma σ Σ
tau τ
ípsilon υ Υ
fi φ o ϕ Φ
khi χ
psi ψ Ψ
omega ω Ω

Les majúscules que no hi apareixen són iguals a lletres del nostre alfabet.
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Capítol 1

Matrius i vectors

En aquest primer capítol presentem els principals objectes matemàtics a què està dedicat

el curs: les n-ples de nombres reals o complexos, que anomenarem vectors, i les taules

rectangulars de nombres reals o complexos, que anomenarem matrius. Són els objectes

que primer apareixen en infinitat de problemes matemàtics i en les seves aplicacions. Per

això el seu estudi, i el de les operacions que es fan amb ells, són essencials en qualsevol

camp que faci servir eines matemàtiques.

1.1. Els nombres reals i els nombres complexos

Designarem per R el conjunt de nombres reals. En aquest conjunt tenim definides dues

operacions
R× R −→ R R× R −→ R

(a, b) �→ a+ b (a, b) �→ ab

que s’anomenen suma i producte respectivament. L’operació suma té les propietats

següents:

(1) Associativa: ∀ a, b, c ∈ R, (a+ b) + c = a+ (b+ c).

(2) Commutativa: ∀ a, b ∈ R, a+ b = b+ a.

(3) L’element 0 ∈ R compleix: ∀ a ∈ R, a + 0 = 0 + a = a. Es diu que 0 és

l’element neutre de la suma de reals.
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16 MATRIUS I VECTORS

(4) ∀ a ∈ R, l’element −a compleix a+ (−a) = 0 = (−a) + a. Es diu que −a és

l’element oposat d’a.

Observació 1.1.1. Aquestes quatre propietats de la suma s’acostumen a resumir dient

que (R, +) és un grup commutatiu o abelià.

L’operació producte té les següents propietats:

(1) Associativa: ∀ a, b, c ∈ R, (ab)c = a(bc).

(2) Commutativa: ∀ a, b ∈ R, ab = ba.

(3) L’element 1 ∈ R compleix: ∀ a ∈ R, a1 = 1a = a. Es diu que 1 és l’element

neutre o unitat del producte de reals.

(4) ∀ a ∈ R, a �= 0, l’element 1
a compleix a( 1a) = 1 = ( 1a)a. Es diu que 1

a

és l’element invers de a, i sovint el denotem a−1. Observeu que 0 no té element

invers.

Les operacions suma i producte estan relacionades per la següent propietat:

Distributiva: ∀ a, b, c ∈ R, (a+ b)c = ac+ bc.

Observació 1.1.2. Aquestes propietats de la suma i el producte s’acostumen a resumir

dient que (R, +, ·) és un cos commutatiu. El conjunt de números racionals Q amb la

seva suma i producte compleixen propietats similars i, per aquest motiu, també es diu

que (Q, +, ·) és un cos commutatiu.

Designarem per C el conjunt de parells de nombres reals, i els anomenarem nombres

complexos. Farem servir la notació següent, on a, b ∈ R:

a+ bi := (a, b), a := (a, 0), bi := (0, b), i := (0, 1).

A C definim dues operacions

C× C −→ C;
(a+ bi, a′ + b′i) �→ (a+ a′) + (b+ b′)i

C× C −→ C

(a+ bi, a′ + b′i) �→ (aa′ − bb′) + (ab′ + a′b)i
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que s’anomenen suma i producte, respectivament. En concret, tenim: i2 = ii = −1.

A més a més:

a+ a′ = (a, 0) + (a′, 0) = (a+ a′, 0), aa′ = (a, 0)(a′, 0) = (aa′, 0).

És a dir, les operacions suma i producte de dos reals a, a′ ∈ R donen el mateix si les

considerem com a reals o com a complexos. Això permet identificar el real a ∈ R amb

el complex a = (a, 0) ∈ C i considerar

R ⊂ C.

A C l’operació suma té les mateixes propietats que la suma a R:

(1) Associativa: ∀ z, z′, z′′ ∈ C, (z + z′) + z′′ = z + (z′ + z′′).

(2) Commutativa: ∀ z, z′ ∈ C, z + z′ = z′ + z.

(3) L’element 0 ∈ C compleix: ∀ z ∈ C, z + 0 = 0 + z = z. Es diu que 0 és

l’element neutre de la suma de complexos.

(4) ∀ z = a + bi ∈ C, l’element −z := (−a) + (−b)i compleix z + (−z) = 0 =

(−z) + z. Es diu que −z és l’element oposat de z.

A C l’operació producte té les propietats següents:

(1) Associativa: ∀ z, z′, z′′ ∈ C, (zz′)z′′ = z(z′z′′).

(2) Commutativa: ∀ z, z′ ∈ C, zz′ = z′z.

(3) L’element 1 ∈ C compleix: ∀ z ∈ C, z1 = 1z = z. Es diu que 1 és l’element

neutre o unitat del producte de complexos.

(4) ∀ z = a+ bi ∈ C, z �= 0, l’element z−1 := a
a2+b2

− b
a2+b2

i compleix zz−1 =

1 = z−1z. Es diu que z−1 és l’element invers d’a. Observeu que 0 no té element

invers.

Les operacions suma i producte estan relacionades per la propietat següent:

Distributiva: ∀ z, z′, z′′ ∈ C, (z + z′)z′′ = zz′′ + z′z′′.
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Totes aquestes propietats de les operacions dels números complexos es poden com-

provar sense dificultat. Per exemple, comprovem que

(a+ bi)

(
a

a2 + b2
− b

a2 + b2
i

)
=

(
a

a

a2 + b2
+ b

b

a2 + b2

)
+

(
−a b

a2 + b2
+ b

a

a2 + b2

)
i = 1.

Observem que, per a tot z = a+ bi ∈ C , tenim 0z = 0, d’on resulta que 0 no pot tenir

element invers.

Es diu conjugat d’un complex z = a+ bi al complex

z̄ := a− bi.

Es diu mòdul d’un complex z = a+ bi al número real i positiu

‖z‖ :=
√
a2 + b2 =

√
zz̄.

Observació 1.1.3. (C, +, ·) també és un cos commutatiu.

1.2. Els espais vectorials Rn i Cn

Definició 1.2.1. Una n-pla ordenada de nombres reals; és a dir, un element x =

(x1, . . . , xn) ∈ Rn s’anomena vector (real).

Anomenarem espai vectorial real Rn al conjunt

Rn = {x = (x1, . . . , xn) | x1, . . . , xn ∈ R}

junt amb les dues operacions següents:

Suma de vectors. Donats dos vectors x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn es

defineix la seva suma com el vector:

x+ y = (x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) := (x1 + y1, . . . , xn + yn) ∈ Rn.
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Producte d’un real per un vector. Donat un vector y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn i un real

α ∈ R es defineix el seu producte com el vector:

αy = α(y1, . . . , yn) := (αy1, . . . , αyn) ∈ Rn.

Als elements de R, generalment se’ls anomena escalars.

Definició 1.2.2. Una n-pla ordenada de números complexos, és a dir un element z =

(z1, . . . , zn) ∈ Cn, s’anomena vector (complex).

Anomenarem espai vectorial complex Cn al conjunt

Cn = {z = (z1, . . . , zn) | z1, . . . , zn ∈ C}

junt amb les dues operacions següents:

Suma de vectors. Donats dos vectors z = (z1, . . . , zn), w = (w1, . . . , wn) ∈ Cn es

defineix la seva suma com el vector:

z + w = (z1, . . . , zn) + (w1, . . . , wn) := (z1 + w1, . . . , zn + wn) ∈ Cn.

Producte d’un complex per un vector. Donat un vector w = (w1, . . . , wn) ∈ Cn i un

complex α ∈ C es defineix el seu producte com el vector:

αw = α(w1, . . . , wn) := (αw1, . . . , αwn) ∈ Cn.

Als elements de C, generalment se’ls anomena escalars.

Exemple 1.2.3:

1. Si x = (2, 5), y = (−1, 7) ∈ R2, aleshores x+ y = (1, 12) ∈ R2.

2. Si y = (−1, 7, 0) ∈ R3 i α = −2 ∈ R, aleshores αy = (2,−14, 0) ∈ R3.

3. Si z = (2i, 5− i), w = (−1, i) ∈ C2, aleshores z + w = (−1 + 2i, 5) ∈ C2.

4. Si w = (−i, 1+ i, 0) ∈ C3 i α = 2i ∈ C, aleshores αw = (2,−2+2i, 0) ∈ C3.

14839 Matrius i vectors, pàgina 19, 21/07/2013




