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Índex
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Caṕıtol 1

Vectors, cinemàtica

i camps vectorials

1.1 Vectors

L’experiència ens ensenya que hi ha magnituds que no es determinen només pel seu valor
numèric —amb les corresponents dimensions—, sinó que a més és necessari especificar la direcció
i el sentit en què actuen. Són les magnituds vectorials. En són exemples, entre molts d’altres,
la força, la velocitat i la posició respecte d’un punt fix. Les magnituds en què el seu efecte no
depèn de la direcció i, per tant, només estan representades per un nombre real, s’anomenen
magnituds escalars. La massa, l’energia i el voltatge són exemples de magnituds escalars.

Aix́ı com les magnituds escalars es representen per nombres, les magnituds vectorials es
caracteritzen per vectors. Si tenim un sistema de referència cartesià, una forma de representar,
dins l’espai tridimensional, un vector ~A arbitrari, que suposem que surt de l’origen i apunta a
un punt determinat, és

~A = (Ax, Ay, Az), (1.1)

on (Ax, Ay, Az) són les coordenades del punt (vegeu la figura 1.1). Amb aquesta representació
geomètrica, el mòdul del vector és la distància entre l’origen i el punt:

A = | ~A| =
√

A2
x +A2

y +A2
z.

Veiem, doncs, que qualsevol magnitud vectorial en tres dimensions es representa per tres
nombres, que equivalen a la intensitat (és a dir, el mòdul), la direcció i el sentit.

1.1.1 Propietats algebraiques

De forma semblant als nombres, els vectors es poden sumar i multiplicar. Ara definirem aquestes
operacions algebraiques i començarem per la multiplicació d’un vector ~A per un escalar c:

c ~A = (cAx, cAy, cAz).

La suma (o resta) de dos vectors es defineix per

~A± ~B = (Ax ±Bx, Ay ±By, Az ±Bz).

7
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Figura 1.1: Representació cartesiana d’un vector tridimensional

També és molt senzill demostrar la propietat de linealitat:

c( ~A+ ~B) = c ~A+ c ~B.

La generalització a un nombre arbitrari de vectors és directa. Aix́ı, per exemple, la suma
de n vectors és el vector

n
∑

i=1

~Ai =

(

n
∑

i=1

Axi
,

n
∑

i=1

Ayi ,

n
∑

i=1

Azi

)

,

i també

c

(

n
∑

i=1

~Ai

)

=

n
∑

i=1

c ~Ai.

Aquestes operacions lineals ens permeten donar una representació anaĺıtica dels vectors que
és alternativa (i equivalent) a la donada en l’equació (1.1). Per això definim els vectors ~i,~j,~k
de mòdul unitat dirigits al llarg dels eixos x, y, z, respectivament, i coincidents amb el sentit
positiu d’aquests eixos. És a dir,

~i = (1, 0, 0), ~j = (0, 1, 0), ~k = (0, 0, 1);

llavors, com podem veure fàcilment de les definicions de suma i producte per un escalar que
acabem de presentar, una representació anaĺıtica del vector ~A equivalent (1.1) és

~A = Ax
~i+Ay

~j +Az
~k.

Hi ha dues maneres de multiplicar vectors. Un tipus de multiplicació dóna com a resultat
un número: és el producte escalar. L’altre tipus dóna un vector i per això se l’anomena producte
vectorial.

8
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El producte escalar de dos vectors és el producte dels mòduls pel cosinus de l’angle θ que
formen els dos vectors:

~A · ~B = AB cos θ.

D’aquesta definició és molt senzill demostrar que el producte escalar satisfà les propietats
següents:

(c ~A) · ~B = ~A · (c ~B) = c( ~A · ~B)

~A · ( ~B + ~C) = ~A · ~B + ~A · ~C
~A · ~B = ~B · ~A
~A · ~A = A2;

i també

~A · ~B = AB, quan ~A és paral.lel a ~B

~A · ~B = 0, quan ~A és perpendicular a ~B;

a més:

~i ·~i = ~j ·~j = ~k · ~k = 1

~i ·~j = ~j · ~k = ~k ·~i = 0.

Fent servir aquestes propietats es dedueix molt fàcilment que, en components, el producte
escalar és

~A · ~B = AxBx +AyBy +AzBz.

El producte vectorial de dos vectors, ~A× ~B, es defineix com un vector perpendicular al pla
que formen els vectors ~A i ~B amb el sentit donat per la «regla del tornav́ıs» i de mòdul igual a
l’àrea del paral.lelogram de costats ~A i ~B:

| ~A× ~B| = AB sin θ.

Les propietats algebraiques que se segueixen d’aquesta definició són les següents:

~A× ~B = − ~B × ~A

(c ~A)× ~B = ~A× (c ~B) = c( ~A× ~B)

~A× ( ~B + ~C) = ~A× ~B + ~A× ~C

~A× ~A = 0;

i també

~A× ~B = 0, quan ~A és paral.lel a ~B

| ~A× ~B| = AB, quan ~A és perpendicular a ~B;

a més:
~i×~i = ~j ×~j = ~k × ~k = 0,

~i×~j = ~k, ~j × ~k =~i, ~k ×~i = ~j.

9
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Mitjançant l’ús d’aquestes propietats, deixem que el lector demostri que el producte vectorial
en components és

~A× ~B = (AyBz −AzBy, AzBx −AxBz, AxBy −AyBx),

o de forma equivalent

~A× ~B =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k
Ax Ay Az

Bx By Bz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Finalment, també es poden demostrar les identitats següents:

~A · ( ~B × ~C) = ( ~A× ~B) · ~C
~A× ( ~B × ~C) = ~B( ~A · ~C)− ~C( ~A · ~B)

( ~A× ~B)× ~C = ~B( ~A · ~C)− ~A( ~B · ~C)
~i · (~j × ~k) = 1.

1.1.2 Diferenciació i integració de vectors

Un vector ~A és funció d’una variable escalar t, quan per cada valor de t li correspon un cert
vector ~A(t), o, algebraicament, quan els components són funcions de t:

~A = ~A(t) =
(

Ax(t), Ay(t), Az(t)
)

.

Els conceptes de ĺımit, derivada i integral es poden estendre a funcions vectorials mitjançant
aquestes definicions:

lim
t→t0

~A(t) =

(

lim
t→t0

Ax(t), lim
t→t0

Ay(t), lim
t→t0

Az(t)

)

,

d ~A

dt
=

(

dAx

dt
,
dAy

dt
,
dAz

dt

)

,

∫ b

a

~A(t)dt =

(∫ b

a
Ax(t)dt,

∫ b

a
Ay(t)dt,

∫ b

a
Az(t)dt

)

.

Òbviament hom ha de suposar que els components de la funció vectorial són funcions
diferenciables i integrables.

La derivada i la integral són operacions lineals:

d

dt

(

c1 ~A+ c2 ~B
)

= c1
d ~A

dt
+ c2

d ~B

dt

∫ b

a

[

c1 ~A(t) + c2 ~B(t)
]

dt = c1

∫ b

a

~A(t)dt+ c2

∫ b

a

~B(t)dt,

com podem veure immediatament de les definicions anteriors.

10
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Figura 1.2: Interpretació geomètrica de la derivada d’una funció vectorial

Observem que, en variar el paràmetre t, l’extrem de ~A(t) descriu una corba. En altres
paraules, la representació gràfica de ~A(t) és una corba a l’espai. D’altra banda, combinant la
definició de ĺımit i la de derivada podem veure que

d ~A

dt
= lim

∆t→0

~A(t+∆t)− ~A(t)

∆t
.

Aquesta definició alternativa de derivada ens dóna la interpretació geomètrica següent (ve-
geu la figura 1.2): La derivada de ~A(t) és un vector tangent a la corba representada per ~A(t).

Altres propietats de la derivada són

d

dt
(φ ~A) =

dφ

dt
~A+ φ

d ~A

dt
,

d

dt
( ~A · ~B) =

d ~A

dt
· ~B + ~A · d

~B

dt

d

dt
( ~A× ~B) =

d ~A

dt
× ~B + ~A× d ~B

dt
,

on φ = φ(t) és una funció escalar diferenciable.

• Exemple. Suposem una funció vectorial diferenciable i de mòdul constant. En aquest cas la seva
derivada és un vector perpendicular a la funció vectorial pròpia.

En efecte, sigui ~A(t) tal que

A(t) = | ~A(t)| = constant,

òbviament A2 = constant i per tant dA2/dt = 0. D’altra banda sabem que A2 = ~A · ~A; aix́ı, doncs,

dA2

dt
= 2 ~A · d

~A

dt
= 0,

és a dir, ~A i d ~A/dt són perpendiculars.

11
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1.2 Cinemàtica

Suposem que una part́ıcula o punt material es mou dins l’espai de dues o tres dimensions. La
posició de la part́ıcula respecte d’un cert sistema de coordenades ens la donarà un vector variable
amb el temps, ~r(t), anomenat vector de posició. La corba descrita per ~r(t) és la trajectòria de
la part́ıcula. En coordenades cartesianes,

~r(t) =
(

x(t), y(t), z(t)
)

.

La derivada del vector de posició respecte del temps és la velocitat:

~v(t) =
d~r(t)

dt
,

o, en components,
~v(t) =

(

ẋ(t), ẏ(t), ż(t)
)

,

on ẋ = dx/dt i també per a ẏ i ż. Observem, pel que hem vist a la secció anterior, que la
velocitat és un vector tangent a la trajectòria de la part́ıcula. Notem també que si coneixem la
velocitat de la part́ıcula, el vector de posició ens el donarà

~r(t) = ~r0 +

∫ t

t0

~v(t′)dt′, (1.2)

on ~r0 = ~r(t0) és la posició en un cert instant inicial t0.
La derivada de la velocitat —és a dir, la derivada segona del vector de posició— és l’acceleració:

~a(t) =
d~v(t)

dt
=
d2~r(t)

dt2
,

en components
~a(t) =

(

ẍ(t), ÿ(t), z̈(t)
)

,

on la notació ẍ, etc. indica la derivada segona. En funció de l’acceleració la velocitat és

~v(t) = ~v0 +

∫ t

t0

~a(t′)dt′, (1.3)

sent ~v0 = ~v(t0) és la velocitat inicial. Veiem doncs que, coneixent la posició i la velocitat de la
part́ıcula en un cert instant inicial i l’acceleració en qualsevol instant, la posició i la velocitat
del mòbil són determinades en qualsevol temps posterior.

1.2.1 El moviment rectilini

Per al moviment rectilini el vector de posició té la forma

~r(t) = ~A+ φ(t) ~B, (1.4)

on ~A i ~B són vectors constants independents del temps i φ(t) és una funció escalar arbitrària.
El moviment es realitza al llarg de la recta que passa pel punt representat pel vector ~A i és
paral.lela al vector ~B. La velocitat i l’acceleració són

~v(t) = φ̇(t) ~B, ~a(t) = φ̈(t) ~B.

12
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El vector acceleració és, doncs, paral.lel al vector velocitat i ambdós porten la direcció de
la recta del moviment determinada pel vector ~B.

En el cas que φ(t) sigui una funció lineal del temps φ(t) = a + bt (a i b constants), llavors
φ̇(t) = b, fet que implica ~v(t) = b ~B, o sigui ~v(t) = constant, i el moviment és uniforme.

D’altra banda en un moviment uniforme, ~v(t) = constant, i de (1.2) tenim ~r(t) = ~r0 + ~vt i
el moviment és rectilini.

Suposem ara que la funció φ(t) de (1.4) és una funció quadràtica del temps, φ(t) = a+bt+ct2,
en aquest cas φ̈(t) = 2c, per tant ~a(t) = constant i el moviment és uniformement accelerat.

Observem finalment que en el moviment rectilini podem obviar fàcilment el caràcter vec-
torial escollint un sistema de referència en què un dels eixos (per exemple, l’eix x) coincideixi
amb la recta del moviment.

1.2.2 El moviment circular

El moviment circular és un moviment pla. Escollint, sense pèrdua de generalitat, el sistema
de coordenades en què el pla del moviment coincideixi amb el pla xy, tenim que el vector de
posició d’una part́ıcula que descriu una circumferència de radi R és

~r(t) = R cos θ(t)~i+R sin θ(t)~j, (1.5)

on l’angle θ = θ(t) és una funció del temps. Observem que el mòdul del vector de posició
|~r(t)| = R és constant, és a dir, la distància de la part́ıcula al centre de coordenades es manté
fixa tot el temps; es tracta, efectivament, d’un moviment circular.

La velocitat ~v = d~r/dt és

~v(t) = −Rθ̇(t) sin θ(t)~i+Rθ̇(t) cos θ(t)~j. (1.6)

En les dues equacions anteriors comprovem fàcilment que ~r(t) · ~v(t) = 0 (per tot t) i, per
tant, la velocitat és perpendicular al radi. En altres paraules, ~v(t) és tangent a la circumferència
(vegeu l’exemple de la Secció I).

El mòdul de la velocitat és
v(t) = |~v(t)| = R|θ̇(t)|.

El factor
ω(t) = θ̇(t)

s’anomena velocitat angular de la part́ıcula. La seva relació amb el mòdul de la velocitat és

|ω(t)| = v(t)

R
.

L’acceleració, ~a = d~v/dt, serà

~a(t) = θ̈(t)[−R sin θ~i+R cos θ~j]− θ2[R cos θ~i+R sin θ~j],

la qual en funció de ~v(t) i ~r(t) es pot escriure de la forma

~a(t) =
θ̈(t)

θ̇(t)
~v(t)− θ̇2(t)~r(t).
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Veiem, doncs, que l’acceleració de la part́ıcula s’escriu com la suma:

~a(t) = ~at(t) + ~ac(t),

d’una acceleració tangencial en la direcció de la velocitat:

~at(t) =
θ̈(t)

θ̇(t)
~v(t) = Rθ̈(t)

[

− sin θ(t)~i+ cos θ(t)~j
]

,

més una acceleració centŕıpeta (o normal) dirigida sempre cap al centre de la circumferència:

~an(t) = −θ̇2(t)~r(t),

i que és, per tant, perpendicular a la velocitat i a l’acceleració tangencial. Els mòduls d’aquestes
acceleracions són:

|~at(t)| = |α(t)|R, |~ac(t)| = ω2(t)R,

on ω(t) = θ̇(t) és la velocitat angular i α(t) = θ̈(t), l’acceleració angular.
Un cas particular important és el del moviment circular uniforme, en què la velocitat an-

gular,
ω(t) = ω,

és constant; això implica, en particular, que el mòdul de la velocitat |~v(t)| és constant. En
aquest cas l’angle recorregut,

θ(t) = ωt,

és una funció lineal del temps (hem escollit θ(0) = 0). Fixem-nos que ara l’acceleració angular

α(t) = θ̈(t) = 0

és nul.la. Aix́ı, doncs, en el moviment circular uniforme no hi ha acceleració tangencial i l’acce-
leració (total) del moviment és la centŕıpeta.

1.3 Camps vectorials

En f́ısica es parla del camp associat a una determinada magnitud quan el valor d’aquesta magni-
tud depèn de la seva localització en l’espai; dependència que se suposa cont́ınua amb la possible
excepció de certes superf́ıcies, corbes o punts on pot haver-hi discontinüıtats. Si la magnitud
és representada per una sola quantitat (és a dir, la magnitud és un escalar) llavors parlem d’un
camp escalar, com per exemple els camps de densitats o els camps de temperatures. Si la mag-
nitud és representada per un vector, tenim els camps vectorials com, per exemple, els camps de
velocitats o els camps de forces (com ara el camp gravitatori o el camp electromagnètic), entre
d’altres.

1.3.1 Gradient, divergència i rotacional

Suposem un camp escalar representat per la funció

φ = φ(~r) = φ(x, y, z).
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Si anem des d’un punt, representat pel vector de posició ~r = (x, y, z), a un punt molt proper,
representat per ~r + d~r = (x+ dx, y + dy, z + dz), llavors la variació de la magitud escalar φ és
determinada per la seva diferencial,

dφ = φ(~r + d~r)− φ(~r),

que en una primera aproximació —és a dir, negligint termes d’ordre igual o superior a |d~r|2—
és igual a:

dφ =
∂φ

∂x
dx+

∂φ

∂y
dy +

∂φ

∂z
dz.

Definint el gradient del camp escalar φ com el vector

~grad φ =

(

∂φ

∂x
,
∂φ

∂y
,
∂φ

∂z

)

,

veiem que dφ es pot escriure en forma de producte escalar

dφ = ~grad φ · d~r,

on d~r = (dx, dy, dz).
Des d’un punt de vista formal el gradient d’una funció escalar es pot escriure en funció de

l’anomenat operador nabla, definit en coordenades cartesianes per

~∇ =

(

∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

.

Aix́ı,
~grad φ = ~∇φ.

En moltes aplicacions f́ısiques és necessari determinar les regions de l’espai en què una
determinada magnitud (eg. la temperatura) pren el mateix valor. Si la magnitud en qüestió és
descrita pel camp escalar φ(~r), llavors l’equació

φ(x, y, z) = C

determina el conjunt de punts on φ pren el valor C. Observem que aquesta equació defineix,
de forma impĺıcita, una superf́ıcie en l’espai tridimensional z = f(x, y, C). Observem, a més,
que si canviem C per un altre valor C ′ obtenim una superf́ıcie diferent. Aquestes superf́ıcies
s’anomenen superf́ıcies de nivell. Ara veurem que el gradient és un vector perpendicular a les
superf́ıcies de nivell. En efecte, en ser C un valor constant, la diferenciació de φ = C dóna
dφ = 0. Aix́ı, doncs,

~grad φ · d~r = 0

i, en ser d~r tangent a la superf́ıcie, concloem que ~∇φ és perpendicular a φ = C.

El gradient és una operació diferencial de primer ordre (és a dir, involucra només deriva-
des primeres) que s’efectua sobre un camp escalar. Ara veurem com, emprant l’operador ~∇,
sobre camps vectorials podem definir dues operacions diferencials diferents. Suposem un camp
vectorial representat per la funció vectorial

~A = ~A(~r) = ~A(x, y, z);
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llavors, la divergència del camp és el producte escalar de l’operador nabla per ~A:

div ~A = ~∇ · ~A =
∂Ax

∂x
+
∂Ay

∂y
+
∂Az

∂z
.

Observem, per tant, que la divergència d’un vector ens dóna un escalar.

La segona operació diferencial que podem definir sobre camps vectorials ens dóna un vector,
el rotacional, que és el producte vectorial de l’operador ~∇ pel camp:

rot ~A = ~∇× ~A,

el qual, tenint en compte l’expressió en cartesianes del producte vectorial, podem escriure com

rot ~A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ax Ay Az

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

és a dir

rot ~A =

(

∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)

~i+

(

∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)

~j +

(

∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)

~k.

1.3.2 Flux. El teorema de Gauss

Hem vist que la interpretació geomètrica del gradient d’un camp escalar és la d’un vector
perpendicular a les superf́ıcies de nivell on el camp és constant. Ara veurem les interpretacions
geomètriques de la divergència i el rotacional d’un camp vectorial.

Comencem per la divergència. Un concepte fonamental de la f́ısica matemàtica és el de
flux d’un camp vectorial ~A(~r) a través d’una superf́ıcie S. Sigui dS un element infinitesimal
de superf́ıcie i sigui ~n un vector unitari perpendicular a la superf́ıcie en un punt de l’element dS.
Definim el vector

d~S = ~ndS,

llavors el flux d’ ~A a través de S és la integral de superf́ıcie

Φ =

∫

S

~A · d~S =

∫

S
AndS,

on hem tingut en compte que

~A · d~S = ~A · ~ndS = AndS,

on
An = ~A · ~n

és la component del camp perpendicular a la superf́ıcie. Recordem que la integral de superf́ıcie
d’una funció f(x, y, z) es defineix pel ĺımit de la suma integral

∫

S
f(x, y, z)dS = lim

n→∞

n
∑

i=1

f(xi, yi, zi)∆Si,
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Figura 1.3: El teorema de Gauss

on ∆Si és l’àrea d’un element i de la superf́ıcie S, al qual pertany el punt (xi, yi, zi); el diàmetre
màxim d’aquests elements en què es divideix la superf́ıcie S tendeix a zero quan n → ∞. De
forma semblant, si V és el volum d’una regió de l’espai tridimensional definirem la integral de
volum de la funció f(x, y, z) com

∫

V
f(x, y, z)dV = lim

n→∞

n
∑

i=1

f(xi, yi, zi)∆Vi,

on ara ∆Vi és un element de volum centrat en el punt (xi, yi, zi). El volum V s’ha dividit en
elements ∆Vi amb diàmetre màxim tendint a zero quan n→ ∞.

Sovint és necessari avaluar el flux a través d’una superf́ıcie tancada. En aquest cas escrivim
simbòlicament

Φ =

∮

S

~A · d~S,

on se suposa que el vector d~S va sempre dirigit a l’exterior de la superf́ıcie.
El concepte de flux i els conceptes de divergència i rotacional van ser desenvolupats durant la

primera meitat del segle xix, per Gauss, Green, Stokes i Helmholtz, entre d’altres, en connexió
amb l’estudi dels medis continus (bàsicament fluids: ĺıquids i gasos). En aquest context, si ~A = ~v
és el camp de velocitats d’un fluid incompressible —com, per exemple, un ĺıquid— la magnitud
Φ que acabem de definir representaria el volum de fluid que per unitat de temps flueix a través
de la superf́ıcie S,1 per això el nom flux donat a la magnitud Φ.

La interpretació geomètrica de div ~A està continguda en el resultat següent, anomenat
teorema de la divergència o teorema de Gauss:

∫

V
div ~A dV =

∮

S

~A · d~S

1En efecte, el flux dΦ que travessa l’element de superf́ıcie dS seria en aquest cas dΦ = vndS, on vn és
el component de la velocitat ~v del ĺıquid perpendicular a dS. Aix́ı, doncs, vn = dl/dt, on dl és la distància
perpendicular a dS recorreguda per les molècules del ĺıquid en un temps dt. Per tant,

dΦ =
1

dt
dldS =

dV

dt
,

on dV és el volum de ĺıquid que travessa dS en un temps dt.
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