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Consideraciones preliminares

Este texto es una recopilacién de lo enseiado durante los semestres de Primavera de 2007 y de
2008 en la asignatura de Andlisis Matematico I de la licenciatura en Fisica en la Facultat de Fisicas
de la Universidad de Barcelona.

El curso estd pensado para 6 créditos (60 horas lectivas) de los que 1.5 son practicos. Constituye
pues un curso basico de andlisis matemadtico para estudiantes de primer afio de licenciaturas de
ciencias. En esta publicaciéon hemos intentado incluir ejemplos relevantes en el texto junto a definicio-
nes formales de todos los conceptos utilizados.

Este texto debe considerarse como apoyo pero nunca como fuente tnica para el estudio de la

asignatura. Cualquier correcion o comentario que nos ayude a mejorarlas serd bienvenido.

Los textos fuente para estas notas son los siguientes:

« Libros: “Calculus I’ (T. Apostol), “Calculo diferencial e integral” (N. Piskunov), “Mathematical
Methods for Physicists” (Arfken/Webber), “A first course in Mathematical Analysis” (Brannan).
“A course of pure mathematics”, G. H. Hardy.

» Notas y apuntes (no publicados): Analisi Matematica I (1995-1996) (P. Pascual), Analisis
Matematico I (N. Barberan).
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Notacién y tipografia
Las definiciones, teoremas y demostraciones de estos tltimos aparecen en el texto con la siguiente

tipografia:

Ejemplo de Teorema

Teorema 0.1: Cada entero n > 1 es primo o producto de primos

Ejemplo de demostraciéon

Demostracion. (utilizando el principio de induccion)
1) Para n—2 se verifica porque es primo.
2) Supongamos que se verifica Vr | 1<r <n.

3) Sin no es primo es que admite un divisor d tal que 1 < d <mn,oseaquen =dc, 1<c<n,
pero como tanto para ¢ como para d se satisface el Teorema (paso 2), tenemos que ¢y d o
son primos o producto de primos, por lo que n es producto de primos.

c.q.d.

Ejemplo de definicién

Definiciéon 0.1: Producto cartesiano de dos conjuntos (A x B)
Dados dos conjuntos A y B denominaremos producto cartesiano de A y B, (A x B) al conjunto
de todos los pares ordenados (x,y) tales que x € A e y € B:

Ax B={(z,y)lxr € Aey € B} (0.1)

Simbolos mas utilizados
= Implica
< Siy soélo si
3 Existe
V Para todo
| Tal que

c.q.d.| 'Como queriamos demostrar’, marca el final de una demostracion.
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CAPITULO 1

NUMEROS REALES

Existen diversos métodos para introducir los niimeros reales. Un método corriente es empezar a
partir de los enteros positivos, 1, 2, 3, ..., considerados como un conjunto no definido que utilizamos
como base para construir un sistema mas amplio.

i) Se construyen los ntimeros racionales positivos, cocientes de enteros positivos.

ii) Los nameros racionales son utilizados para construir los nimeros irracionales positivos (e.g.

V2,7).

iii) El paso final es introducir los nimeros reales negativos y el cero. El sistema de los niimeros
reales se construye como la uniéon de los ntimeros racionales e irracionales.

La parte mas dificil del proceso es el paso de nameros racionales a nimeros irracionales. Aunque
la necesidad de niimeros irracionales ya se habia hecho patente para los matematicos de la antigua
Grecia, no se han introducido métodos satisfactorios para la construcciéon de nimeros reales hasta
finales del s XIX. En aquella época se perfilaron tres teorias: la de [Weierstrass, la de (Cantor y la
de Dedekind. El afio 1889 [Peanol presenta 5 axiomas para los enteros positivos que seran utilizados
como punto de partida para la construccion de los niimeros reales.

De todos modos, nosotros nos interesaremos mas por las propiedades de los nameros reales que
por los métodos utilizados para construirlos. Por tanto, adoptaremos un punto de vista diferente
y consideraremos los niimeros reales como conceptos no definidos (elementos primitivos) que satis-
facen un cierto nimero de propiedades (que no demostraremos). De los axiomas deduciremos las
propiedades de los nimeros reales. Asi pues, estableceremos relaciones entre los niimeros reales,
algunas sin demostrar (axiomas) y otras con demostracion (teoremas).

Supondremos que existen los niimeros reales y que satisfacen 10 axiomas (que enumeraremos
més adelante). Los axiomas se clasifican de manera natural en tres grupos:


http://en.wikipedia.org/wiki/Weierstrass
http://en.wikipedia.org/wiki/Cantor
http://en.wikipedia.org/wiki/Dedekind
http://en.wikipedia.org/wiki/Peano

2 CAPITULO 1. Nameros reales

1.) Axiomas de cuerpo
2.) Axiomas de orden

3.) Axioma de completitud

1.1 Nociones basicas de la teoria de conjuntos

La teoria de conjuntos desarrollada por Boole y [Cantor! a finales del siglo XIX ha tenido una
gran influencia en el desarrollo de las matematicas del siglo XX. Ha unificado ideas aparentemente
inconexas y ha ayudado a reducir muchos conceptos a sus fundamentos logicos de una manera
elegante y metddica.

Definiciéon 1.1: Conjunto. Coleccién de objetos (elementos), considerados como una sola enti-
dad. Los objetos de la coleccién se denominan elementos o miembros del conjunto y diremos
que pertenecen al conjunto o que estan contenidos dentro de él. El conjunto los contiene o estd
compuesto de sus elementos.

La mayor parte de la teoria de conjuntos no depende de la naturaleza de los elementos individu-
ales de la coleccion. A nosotros nos interesara estudiar conjuntos de entes mateméticos: conjuntos
de numeros, puntos, funciones, etc.

1.1.1 Notacién y definiciones basicas

e Conjuntos: A, B,C, ..., designados con maytusculas.
e Elementos: a, b, ¢, ..., designados con mintsculas.

e 1 € S significa que z pertenece al conjunto S, se dice que x es un elemento de S o que x esta
en el conjunto S.

e x ¢ S significa que x no pertenece al conjunto S, o lo que es lo mismo, x no es un elemento
de S 0 x no esta en el conjunto S.

e Podemos designar un conjunto escribiendo sus elementos entre llaves:

A = {2,4,6,8} conjunto finito ..
B = {1,2,3,...} conjunto infinito explicitos, (1.1)
C = {z | zeN} implicitos,  variable muda . (1.2)

A partir de un conjunto podemos formar nuevos conjuntos, denominados subconjuntos, co-
giendo elementos del conjunto de partida:

e A C B: Aessubconjunto de B, si cada elemento de A estd también en B: a € A = a € B.
e A es subconjunto propio de Bsi AC By A # B, se indica con A C B.

e Conjunto vacio, (), no contiene ningtin elemento. # C AV A.

e Conjunto universal, I/, contiene todos los elementos. A C E  V A.

e Tgualdad, A=BsacA=a€Bya€ B=acA.


http://en.wikipedia.org/wiki/Boole
http://en.wikipedia.org/wiki/Cantor
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Ejemplo 1.1:

A = {2,468}
B = {4,628} A=B=C (1.3)
C = {2,4,2,6,4,8}

A'y B son idénticos (A = B) y contienen los mismos elementos. Si uno de los conjuntos contiene
alglin elemento que no esta en el otro los conjuntos serian diferentes y escribiriamos A # B.

e Lanotacion {x | x € Sy satisface P} designa el conjunto de todos los elementos de S que
satisfacen P. Los conjuntos representados de esta manera se caracterizan por una propiedad
definitoria.

Ejemplo 1.2: El conjunto de todos los nimeros reales positivos se puede indicar: {z | =z €
R y x > 0} o bien {z | x > 0} donde el conjunto universal se sobreentiende que es el
conjunto de los nimeros reales.

e Cabe distinguir entre el elemento x y el conjunto {x}, cuyo tnico elemento es x.
Ejemplo 1.3: () (conjunto vacio) no contiene ningn elemento, sin embargo el conjunto {0}

contiene un elemento.

e Conjunto de conjuntos: F = {A, B,C'}. Los elementos de F' son A, B y C. Por tanto los
elementos de A no son elementos de F.

Definicion 1.2: Se define el conjunto de partes de A como el conjunto de todos sus posibles
subconjuntos y se denota P(A).

Ejemplo 1.4: Dado A = {a,b,c}, forman el conjunto de partes de A, P(A):

P(A) = {0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c}, {b,c},{a,b,c}}, que tiene un subconjunto de 0 elementos, 3 de
un elemento, 3 de dos elementos y uno de tres elementos. El caso general de un conjunto A que tiene
n elementos nos lleva a un P(A) de 2" elementos:

(o) + (1) + () + () == "
<Z> N k'(%k)' - <nik> : (1.5)

Esto se puede obtener mediante la expresién del Binomio de Newton:

(x +y)" = <g> z"y0 + (T) 2" ly 4 <nﬁ 1) oyl 4 <Z> 2Oy"

conz =y =1.

donde

—~
—
(=]

~

Ejemplo 1.5: Algunos conjuntos:

Conjunto vacio: ()

Conjunto universal: F

Nameros naturales N = {1,2,3,...}

Nameros enteros: Z = {...,—3,—2,-1,0,1,2,3,... }
Nameros racionales: Q, fracciones

Niameros reales: R

Niameros complejos: C
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(a) (b) ()

Figura 1.1: La region coloreada corresponde: (a) AUB, (b) ANB, (c) B— A.

1.2 Algebra de conjuntos: unién, interseccién y complementario

Dados dos conjuntos A y B podemos construir los siguientes conjuntos:

a) AUB, union de A y B, se define como el conjunto de elementos que pertenecen a A, a B o
a ambos (ver panel (a) de la Fig. [[Tl). Es decir, AU B es el conjunto de todos los elementos
que pertenecen al menos a uno de los conjuntos A y B:

AUB={z | z€Aoxe B}. (1.7)

b) AN B, interseccion de A y B, se define como el conjunto de elementos comunes a A y B
(ver panel (b) de la Fig. [Tl):

ANB={zx | z€Ayuxec B}. (1.8)

Dos conjuntos se dicen disjuntos si AN B = ().

c) B— A: complementario de A respecto de B, se define como el conjunto de elementos de
B que no pertenecen a A (ver panel (c¢) de la Fig. [CT)):

B—-A={z | zeByux¢A}. (1.9)
Las operaciones de union e interseccion tienen muchas analogfas formales con la suma y la multi-
plicacion de nimeros reales. De sus definiciones podemos comprobar las siguientes propiedades:
(i) conmutativa
AUB = BUA
ANB = BNA.
(ii) asociativa
(AuB)UC = AU(BUCQO)
(AnNB)NC = An(BNC).
(iii) distributiva (que involucra a las dos anteriores)

AN(BUC) = (ANB)U(ANCQO)
AU(BNC) = (AUB)N(AUCQ).



1.3. Conjuntos: Numerabilidad )

Las operaciones de unién e intersecciéon pueden extenderse de forma sencilla a colecciones finitas e
infinitas de conjuntos. Sea F' una coleccién no vacia de conjuntos,

F = {A;,As,..., Ay} (coleccidn finita)
F = {A;,Ay,...} (coleccidn infinita numerable) . (1.10)

a) union de todos los conjuntos de F': U;A;

UA' UL A = AiUAU---UA, (coleccion finita) (1.11)
S U Ay = ATUAU. .. (coleccién infinita numerable) . '
; k=1
b) interseccion de todos los conjuntos de F: N;A;
mA' M A = AinAyn---NA, (coleccion finita) (1.12)
N Ay = AiNAsnN... (coleccién infinita numerable) . '
; k=1
1.3 Conjuntos: Numerabilidad
1.3.1 Aplicaciones
Dados dos conjuntos A y B podemos establecer relaciones, f, entre sus elementos:
A— B
x—y=f(z). (1.13)

Definicion 1.3: Se denomina par ordenado (z,y) al conjunto de elementos x e y ordenados,
e x es el primer elemento (x € A)
e y es el segundo elemento (y € B)

Recordemos que en la teoria de conjuntos el orden no es importante, por tanto el conjunto formado
por 2 elementos x e y es tal que {z,y} = {y,x}.

Definicion 1.4: Producto cartesiano de dos conjuntos (A x B). Dados dos conjuntos A y
B denominaremos producto cartesiano de A y B, A x B, al conjunto de todos los pares ordenados
(x,y) tales que x € A ey € B:

AxB={(z,y) | z€Aeye B}. (1.14)
Definicién 1.5: Se denomina relacién, S, entre los conjuntos A y B a todo subconjunto de A x B,
SCAxB, (1.15)

por tanto, si A = B = R, una relacién es un subconjunto del plano zy (R x R = R?). Ejemplos:
Cr={(z,y) |y =1}, Co={(z,y) [z —y =3}

También se puede tener una relacién formada sélo por un conjunto discreto de pares ordenados,

por ejemplo: D = {(0,0),(1,0),(2,0)} € Ax B, A= B ={0,1,2}.

Definicion 1.6: Se denomina gréafico de la relacién al conjunto de puntos del plano que le
correspondan si a cada par ordenado de la relacién se le asocia un punto del plano. En la figura 2
se muestran los graficos de dos relaciones.
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Figura 1.2: Graficos de las relaciones: y = x y xy = 1.

Definiciéon 1.7: Dominio de S, D(S), conjunto de los elementos x, primeros elementos de los
pares ordenados de la relacién S.

Definiciéon 1.8: Recorrido de S, R(S), conjunto de los elementos y, segundos elementos de los
pares ordenados de la relacion S.

Definiciéon 1.9: Se denomina funcién o aplicacién, f, a un conjunto de pares ordenados (z,y)
tales que ninguno de ellos tiene el mismo primer elemento.
Por tanto:

S’yl((ji/)) - ;}:y:z. (1.16)

La definicion de funcién requiere que a cada x del dominio de f le corresponda exactamente un
y tal que (z,y) € f. Se denota: y = f(x) < (x,y) € f. Se denomina a y valor de la funcién f en
x: y = f(x), en lugar de (z,y) € f para indicar que el par (x,y) pertenece a la funcién f, o bien,
que y es la imagen de x en f.

Se definen asimismo:
- funcion inyectiva, si (z,y) = (2,y) = o = z es decir, V& # z = f(x) # f(2).

funcion exhaustiva, siy € B= 3z € D(f) | (x,y) € f — B = R(f).

funcion biyectiva, si es inyectiva y exhaustiva simultaneamente.

- funcién uno a uno (biunivoca) de A a B, si A= D(f) y [ es biyectiva.
En la figura se muestran varios casos de relaciones.

Definicion 1.10: Conjuntos coordinables o equipotentes. Dos conjuntos A y B son coor-
dinables y se escribe A ~ B si y sélo si existe una funcién f uno a uno entre los conjuntos A y B:

A~B si 3f | D(f)=AyR(f) =B, (1.17)

se dice también que f establece una correspondencia uno a uno entre los conjuntos A y B. Ademas
se tiene que en particular cualquier conjunto es coordinable consigo mismo.
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No es funcion No es inyectiva No es exhaustiva biunivoca
A B A B A B A B

Figura 1.3: Algunos ejemplos de relaciones.

1.3.2 Conjuntos Numerables y no numerables

Definiciéon 1.11: Un conjunto S es finito si se puede establecer una correspondencia biunivoca
(uno a uno) entre los elementos del conjunto S y el conjunto {1,2,3,...,n}. Donde n es el niimero
de elementos del conjunto S, también denominado cardinal de S.

Definicion 1.12: Los conjuntos no finitos son conjuntos infinitos. Los conjuntos infinitos tienen
un nidmero infinito de elementos.

Definicion 1.13: Un conjunto S es numerable si se puede establecer una correspondencia
biunivoca con un subconjunto de los niimeros naturales

N=7%"=1{1,2,34,...}. (1.18)

Un conjunto S es infinito numerable (tiene un ntmero infinito de elementos) si es coordinable
con el conjunto de todos los enteros positivos, es decir, si:

S~{1,2,3,...} =7Z". (1.19)

Existe por tanto una funcién f que establece una correspondencia uno a uno entre los enteros
positivos y los elementos de S, con la cual el conjunto S se puede describir como:

S={f1),f(2),f3),...} ={a1,a2,as,...}, (1.20)

donde hemos utilizado una notacién con subindices, ar = f(k), que permite utilizar los enteros
positivos como etiquetas de los elementos de S.
Propiedades:

e Los conjuntos finitos son numerables.

e Los conjuntos infinitos pueden ser o no numerables.
Ejemplo: S = {z?* | z €R,n € Z"} es numerable.

Resumiendo, un conjunto es numerable cuando sus elementos se pueden numerar (etiquetar). Es
decir que el conjunto se puede expresar de la forma: A = {ay,as,as,...}.

Todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable (ver demostracion en la pagina 47
de Apostol, vol 1).

La unién de dos conjuntos numerables es numerable.

e La union de una colecciéon numerable de conjuntos numerables es numerable.

Z y N son numerables.
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e Los nimeros racionales @Q son numerables,
fp
@—{5 | p,qu,q#O}- (1.21)

Sea A, = {2 | pe€Z,n+#0} (que es numerable utilizando p) {4y}, es un conjunto nu-
merable de conjuntos numerables = es numerable.

De ahi que
Q = Upz0A, = Q es numerable. (1.22)

Teorema 1.1: El conjunto de los niimeros reales no es numerable.

Demostracion. (método de la diagonal de Cantor, ~ 1890) (reduccion al absurdo). Es suficiente
demostrar que el conjunto de los x que satisfacen 0 < z < 1 es no numerable. Si fuese numerable,
existirfa un conjunto S = {s,}, n € Z™, que recorrerfa todo el intervalo. Probaremos que esto no
es cierto construyendo, dentro del intervalo, un namero real que no pertenezca al conjunto S.

La forma maés general de escribir s,, es utilizando la notacién decimal:

Sp = 0,Up 1Up2Up3 .- . (1.23)

donde u,; € {0,1,2,...,9} son los digitos del namero s,.
Sea un ntimero real y con la siguiente expresion decimal:

y=0,v10203 ... (1.24)

1 si 1 . .
con v, = S% Unn 7 . Por construccion 0 < y < 1 pertenece al intervalo (0,1) pero y no
28 Upy, =1
coincide con ninguno de los elementos de {s,} porque:
y difiere de s en el primer decimal.

y difiere de s2 en el segundo decimal.

y difiere de s3 en el tercer decimal.

y difiere de s,, en el enésimo decimal.
= y ¢S = S no recorre todo el intervalo (0,1) = R no es numerable.

c.q.d.

1.4 Numeros reales

Uno de los objetivos principales del curso es estudiar funciones reales de variable real (también
estudiaremos funciones complejas) y es por eso que nos interesa estudiar las propiedades de R.
Podemos construir los niimeros reales a partir de los naturales siguiendo el siguiente esquema:

N—-Z—-Q—R. (1.25)

Consideramos el conjunto de los nimeros naturales como conjunto de partida (recordemos que es
infinito numerable)

Y

N=1{1,2,3,...}. (1.26)
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e Consideremos la operaciéon + tenemos:

— Asociativa: (a+b)+c=a+ (b+¢)

— Conmutativa: a+b=b+a
Nos planteamos la ecuaciéon a + x = b dentro de N. Dados a,b € N en ciertos casos se tiene
x ¢ N, por ejemplo: 5+ x = 3.
= para encontrar solucion ampliamos: N — Z (enteros), Z = {0, £1,4+2,+3,... }, que junto

con la suma forma un grupo conmutativo.

e Consideremos la operacion producto (-)

n-m=n+n+n+... (1.27)
—_———
m
— Es asociativa y conmutativa
— 1 es el elemento neutro respecto del producto: 1-z = z
Nos planteamos ahora la ecuacién zy - zo = z3. Dados z1, z3 € Z no siempre hay solucion para
z9 €7
ejemplo: 4- 7 =2
= para encontrar solucion ampliamos: Z — Q (racionales)

_J)Pp
Q—{q |pgeZ (q#O)}, (1.28)

/
1 3 S P : /) _ . ., 1
se tiene la equivalencia: ¢~ ¢ Sip¢ =p'qy por tanto ahora n -z =1 tiene solucion z = .

En este conjunto, Q, ambas operaciones (+, -) son grupo conmutativo y tenemos ademas la propiedad
distributiva:

r(y+2) = (zvy) + (22) = 2y + x2. (1.29)

Los ntimeros racionales podrian ser todos los que necesitamos: son un cuerpo conmutativo. Esto
es lo que creian los pitagoricos, en el sentido de que, por ejemplo, dadas dos medidas de longitud,
si una de ellas es considerada el patréon unidad la otra seria un ntimero racional.

El problema aparecié en forma de /2. ;Cudl es la longitud de la hipotenusa de un triangulo
rectangulo en el que los dos catetos valen 1 7

124+12=2252%=2 sin solucién en Q (1.30)

=r=V2¢Q.

Como veremos a continuacién y/2 es un niimero irracional, necesitamos pues una nueva ampliacion:
Q — R. Donde R = Q U Irracionales. jAhora la ecuacién z? — 2 = 0 tiene solucion!

Teorema 1.2: /2 es irracional.

Demostracion. (reduccion al absurdo)

x =72
z? =2
supongamos V2 € Q = V2=a/b | a,beZ a,bprimos entre si
= 20> = a® = o® miiltiplo de 2. (1.31)



10 CAPITULO 1. Nameros reales

Ahora bien, el cuadrado de un nimero impar es impar, asi pues a tiene que ser par (su cuadrado
es par). Entonces podemos escribir a = 2r. Y la ecuacion pasa a:

(2r) = 202 = b% = 202, (1.32)

de donde se tiene que también b tiene que ser par. Esto implica que tanto a como b son pares, por
tanto tienen un factor comiin, 2, lo que contradice el hecho de que sean primos entre si. Suponiendo
que v/2 podia escribirse como ntmero racional hemos llegado a una contradiccion, asi pues nuestra

suposicion debe ser falsa.

Hemos presentado de forma esquemaética la forma de ir construyendo los niimeros reales a partir
de los naturales siguiendo sucesivas ampliaciones:

N—-Z—-Q—R. (1.33)

1.4.1 Introduccién axiomatica de R.

Supondremos que existe un conjunto no vacio R de elementos, denominados niimeros reales, que
satisfacen 10 axiomas que enumeraremos a continuaciéon. Los axiomas se pueden clasificar en tres
grupos:

(i) Axiomas de cuerpo (1,2,3,4,5)
(ii) Axiomas de orden (6,7,8,9)

(iii) Axioma de completitud (10)

1.4.2 Axiomas de Cuerpo. (R,+,")

Axioma 1: Propiedad conmutativa, x +y =1y + x, ry = yx.

Axioma 2: Propiedad asociativa, x + (y + z) = (v + y) + z, z(yz) = (zy)=.
Axioma 3: Propiedad distributiva, x(y + z) = xy + zz.

Axioma 4: Vz,y € R siempre 3z € R | =+ z =y se denota: z =y — x.

e Elemento neutro, en particular, si
r=y—3z=0€eR | z—2x=0—2+0=uz.

e FElemento opuesto,
VieRey=03z=—-2€R | —z=0—z—x+(—2)=0.

Axioma 5: Siz,ye Ryx#0,32€R | x-z=1y yseescribe z =y/z.

e Elemento neutro del producto: en particular, si
r=y—3dz=1 | l=z/z -z 1=z V.

e Elemento inverso en particular, si
y=1Vo#0—Jz=1/z=a"t -z (27} =1

Con estos axiomas podemos deducir todas las leyes habituales de la aritmética, por ejemplo:

—(—x)=z, —(@@-y=y-=z, @ '=z, z-y=z+(-y). (1.34)
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1.4.3 Axiomas de orden

Suponemos ahora la existencia de una relacion, <, que establece una ordenacion entre los niimeros
reales y que satisface los siguientes axiomas, (R, +,-):

Axioma 6: Se verifica s6lo una de las relacioned] :

<y, T=1, T>. (1.35)
Este axioma nos garantiza el orden completo de R: todo elemento esta relacionado con el resto.
Axioma 7: Siz<y,VzeR=z+4+2<y+z.
Axioma 8: Sixz,y > 0=z -y > 0.
Axioma 9: Siz >yey>z=1x> 2.

De estos axiomas se pueden deducir las reglas habituales que rigen las operaciones con desigual-
dades.

1.4.4 Consecuencias de los axiomas de orden

1.) 0 € R, segin el Axioma 6 el cero se relaciona con todo z € R, eso permite clasificar R:

re€RTsiz>0 real positivo
reR six <0 real negativo
ze{0}siz=0. (1.36)

z2>0 =zz<yz (a)
2<0 =zz>yz (b)

2.) sia:<y{

Demostracion. (Explicitando cada uno de los axiomas utilizados)
a)

Ax.7
r<y = zrz—zrz<y—z=0<y—=a

de y;izo}A§82(y—x)>0A£>32y—za:>0
Ax.7
= zy—zx+z2x > 2w — 2y > 20. (1.37)
b)
T < A:x}’? O<y—x| Ax8 Az.3 Ax.7
Y Y = (y—x)(—2)>0"=" —yz+z2>0 = z2>yz.
z2<0 = 0< -2
(1.38)
c.q.d.
r>y) .
3.) Z>w}51y,w>0:>:nz>yw

! Formalmente sélo es necesaria una relaciéon, <, y la definicion, = > y < y < =.
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Demostracion.

z>y>0=2>0

z>w>0=2>0
z>0

T>Yy——xz> Yz

y>0 } = TZ>YZ>Yw =Tz > Yw.
Z>w— Yz > yw

4) rz>y=>—-<—y

Demostracion.
sumo(—x)
r>y —— T—T>Y—T
= O>y—=x
= O—y>-yt+ty—=x
= —y > —x
= —r < —y.
5.) z>y>0=5>2>0
Demostracion.
t>y>0 wando2 1 1
:v>0,y>0:>5|%,%>0 T yx
= 1>Z259
T
1 1 vy
= —1>--=>0
Y Yy x
1 1
= ->—->0.
Yy T

Antes de presentar el décimo Axioma atin necesitamos algunos teoremas y definiciones.

Teorema 1.3: (sobre orden) sean a,b,e € R | a <b+e, Ve > 0 entonces
=a<b.

Demostracion. (reduccion al absurdo)
Supongamos a > b, consideremos € = “T_b > 0 entonces,

b+€_b+a—b_a+b(azb)a+a_
- 2~ 2 2 ¢

de donde obtenemos b + ¢ < a que contradice una de las hipotesis: = a < b.

(1.39)

c.q.d.

(1.40)

c.q.d.

(1.41)

(1.42)

(1.43)
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1.4.5 Representacién geométrica de los ntimeros reales

A menudo representamos geométricamente los ntimeros reales como puntos de una recta, denomi-
nada la recta real o el eje real. Hay una relacién biunivoca entre R y los puntos de una recta.
Fijando el 0 (origen de referencia) y el 1 (a la derecha del 0) queda determinada la escala. El orden
se representa facilmente: x < y = x esta a la izquierda del punto y.

Definicion 1.14: Sean a,b € R. Llamamos intervalo abierto, (a,b), al conjunto:

(a,b)={z€eR | a<x<b}. (1.44)
FEl intervalo cerrado, [a,], es el conjunto:
[a,b] ={z €eR | a<z<b}. (1.45)
De manera equivalente se definen:
(a,b] = {z€R | a<x<b}
[a,b) = {z€R | a<xz<b}
(a,00) = {z€R | a<z<oo}={zeR | z>a}
a,0) = {z€eR | a<z<oo}={zreR | z>a}
(—o00,0) = R

la,a] = {a}.

Hemos introducido los ntimeros reales de forma axiomaética, ahora definiremos sus subconjuntos
para poder distinguir entre N, Z,Q. Hay subconjuntos de R que se distinguen por tener ciertas
propiedades especiales que no tienen todos los niimeros reales, como ocurre con los niimeros enteros
o los numeros racionales. Antes de escribir Z y Q como subconjuntos especiales de R conviene
introducir la nocién de conjunto inductivo.

Definicion 1.15: Un conjunto A de nuimeros reales, A C R, es inductivo si

a.)leA

b.))Vac A=a+1€ A
son conjuntos de este tipo, R,R*, Z, 7%, Q.

Los enteros positivos son los tinicos niimeros reales que pertenecen a todos los conjuntos induc-
tivos. Utilizaremos esta propiedad para definirlos.

1.5 Enteros, Z

Definicion 1.16: Un niimero real se denomina entero positivo si pertenece a cada uno de los
conjuntos inductivos. El conjunto de enteros positivos se denomina Z*. Z7 se define como el
conjunto interseccion de todos los conjuntos inductivos. Z* es inductivo, consiste en el niimero 1,
el 1+1=2, el 2+1=3 y asi sucesivamente.

Al ser Z* subconjunto de cada uno de los conjuntos inductivos, consideraremos a Z™ como el
menor conjunto inductivo. Esta propiedad se denomina principio de induccién y constituye la
base logica de las demostraciones por induccién. A partir de Z definimos los enteros negativos
7~ y los enteros Z.

Z~: El conjunto de los enteros negativos es el conjunto formado por los opuestos respecto de
la suma de los enteros positivos.

Z : El conjunto de los enteros es Z = ZT UZ~ U {0}.
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1.5.1 Principio de induccién mateméatica

Es una propiedad importante de los enteros positivos. Es especialmente ttil para demostrar afir-
maciones que afecten a todos los enteros positivos n € ZT, cuando se sabe que la afirmacion es
cierta para n = 1,2,3 y se sospecha que pueda ser cierto Vn € ZT.

Dada una familia de proposiciones (afirmaciones)

ns n E . )

P Z* 1.46
. f(1) Py se cumple .

7 {(2) P, = P, secumple Vn € Z* = P secumple Vn € Z" . (1.47)

La demostracion por induccién consta de los siguientes pasos:
(1) probar que la afirmacion se cumple para un n determinado, por ejemplo n =1
(2) suponer que es cierta para k < n (arbitrario), k € ZT

(3) de la hipotesis (2) demostrar que es valida para k = n. Esta es la parte de la demostracion
en la que se establece la induccion (en general es la parte més complicada de la pruebaE).

Ejemplo 1.6: Demostrar que para n € Z™ se tiene:

1 1 1 1 1
stmtmt T =l-5 (1.48)
e paso 1: n =1, tenemos: % =1- % = % y por tanto la férmula [[L48] es cierta para n = 1.

e paso 2: suponemos que es cierta hasta n

e paso 3. veamos para n + 1,

1 1 1 1 usando 2 1 1
SR 2 T T S T T
2"t — 241 1
= = =l (1.49)
2n+ 2n+
que es la férmula (CZ8]) aplicada al caso n — n + 1.
= es cierta Vn . (1.50)

Ejemplo 1.7: A veces se puede comenzar la demostracién por n #% 1, probar que n! > 3" si n es
grande. Veamos explicitamente

n \1 2 3 4 5 6 7
n' |1 2 6 24 120 720 5040
3n 13 9 27 81 243 729 2187

intentaremos probarla a partirde n =7,

e paso 1: es cierta para n = 7 (ver tabla)

2 A veces, para probar el paso (3) es 1til probar el caso n = 1 y el n = 2 que suele dar pistas sobre el caso general.
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e paso 2: supondremos que es cierta para un m que sea mayor que 7

aso 2. >

e paso 3: para n + 1, tenemos, n + 1! = (n + 1)n! s (n+1)3" n>7 3.3" = 3ntl
de donde se cumple sin > 7.
Ejemplo 1.8: Demostrar que para n € Z™ se tiene
ik2:%3+%2+%- (1.51)
k=1
e paso 1: comprobamos el cason=1: 1= % + % + % = LGH =1

e paso 2: suponemos que es cierta hasta un n determinado

e paso 3: paran + 1

n+1 n 5 TL3 Tl2 n
2 _ 2 2 paso 2
Yok = Y B+ m+1)P= T3+ttt
k=1 k=1
- n? n 3n?  3n + 1
3 3 33
n n2+2n 1
2 2 2
n 1 m+1)3 m+1? n+1l
-4 == . 1.52
+ 6 + 6 3 * 2 * 6 (152)
. ) 1
Ejemplo 1.9: Probar que 1+2+3+--- 4+ n =n+t"
epasol:n=1,1=1- 1i21 =1, correcto
e paso 2: suponemos la férmula valida hasta n
e paso 3: para n + 1,
paso 2 1+n n
14243+---+n+(n+1) =" n +(n+1):(n+1)[§+1}
n+2 1+ (n+1
= (n+1) :(n—|—1)¥.
2 2
1.5.2 Algunas definiciones referentes a Z*
Definicién 1.17: Sean n,d € Z*, si 3¢ € ZT | n = cd diremos que: d es un divisor de n o

que n es multiplo de d o que d divide a n, con la notacién d|n.

Definicion 1.18: n es primo sin > 1 y los tinicos divisores de n son : 1 y n. Por ejemplo:

1,[2])[3] 4[5 6,[7]8,9,10,[11],12,[13],... ,. (1.53)

La distribucion de los niimeros primos en N es de extraordinaria complejidad, aiin a dia de hoy no
existe ningin algoritmo para calcular todos los niimeros primos H.

3Por ejemplo, en Marzo de 2008 el mayor nfimero primo conocido era: 23282657 _ 1,
(http://en.wikipedia.org/wiki/Largest known prime).
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Definicién 1.19: n es compuesto sin > 1 y n no es primo.
Definicién 1.20: n = 1 no es ni primo ni compuesto.

A continuacién exploraremos algunos resultados elementales referentes a la descomposicion de
enteros, terminando con el teorema de descomposicion tnica (teorema fundamental de la
aritmética). Este teorema establece que:

(1) cada entero n > 1 se puede representar como producto de factores primos,
(2) esta descomposicion es tnica (prescindiendo del orden de los factores).

Demostraremos la primera parte del teorema utilizando el teorema [C4 después enunciaremos dos
teoremas, y y terminaremos con el teorema fundamental de la aritmética [C7

Teorema 1.4: Cada entero n > 1 es primo o producto de primos.
Demostracion. (por induccion)

1) Para n—2 se verifica porque es primo.

2) Supongamos que se verifica Vr | 1 <r <n.

3) Sin no es primo es que admite un divisor d tal que 1 < d < n,oseaquen =dc, 1<c<mn,
pero como tanto para ¢ como para d se satisface el teorema (paso 2), tenemos que ¢y d o son
primos o producto de primos, por lo que n es producto de primos.

c.q.d.
Definicién 1.21: Introduciremos algunos conceptos:
e Sia,b € Z se tiene:
d divide a (d|a) .
1 . 1.54
d divide b (d|b) d es divisor comun de a y b (1.54)

Al numero mayor que cumpla esta propiedad se le denomina maximo comun divisor < a,b >=
mcd(a,b).

e Simcd(a,b) =1 = a, b son primos entre si.
Teorema 1.5: (Lema de Euclides)

Sialb-c¢ 'y mecd(a,b) =1
= alc. (1.55)

Teorema 1.6: Si p es primo y p|(a - b) implica que pla y/o plb.

Demostracion. Supongamos que p no divide a y p|(a-b). Si probamos que mcd(p,a)=1, el lema de
Euclides (Teorema [T ) = plb.

Sea d =mcd(p,a) = d|p = (al ser p primo) solo podemos tener que d =1 0 d = p, pero d = p
no puede ser ya que d|a pero hemos supuesto que p no divide a a, = d = 1 = 1 = med(p, a) de

donde usando el lema de Euclides = p|b.
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Teorema 1.7: (Teorema fundamental de la Aritmética H) Cada entero n > 1 se puede
representar como producto de factores primos y, si se prescinde del orden de los factores, esta
descomposicion es unica.

Demostracion. (utilizando el principio de induccion, ver la Seccion [CoT])
e paso 1: El teorema es cierto para n = 2.
e paso 2: Suponemos que se cumple para k: 1 < k < n.
e veamos para n:

— Si m es primo no hay nada que demostrar.

— Si n es compuesto el teorema [[4 nos dice que admite una descomposicion en factores
primos. Supongamos que existen dos descomposiciones:

Tenemos que demostrar que s =t y que excepto orden p; = gj,...,. Veamos:

Teorema 1.6
=

pin=pil(q-q2----- qt) p1 divide al menos a

alguno de los factores

si los reordenamos podemos hacer que sea q1, de donde p1|q; pero como p1,q; son primos
= p1 = q1, asi tenemos,

n

n = —

p1

n es compuesto, pa,...,ps 1 =1<n/p; <n

=pop3Ps=q2 q3cccQt (1.57)

= por la hipotesis de induccion las dos descomposiciones de n’ = n/p; son idénticas =
reordenando tenemos t = sy p2 = g2, P3 = q3, .., Ds = Gs,
= n tiene descomposicién tnica.

c.q.d.

1.6 Racionales QQ

Definicion 1.22: Sip,q € Z (con q # 0) al cociente p/q se le denomina niimero racional. =
todo racional se puede escribir como cociente de enteros.

Q={p/a | p.a€Zyq#0}. (1.58)
e ZCQ
e Todos los axiomas de cuerpo y orden se verifican en Q
e Una propiedad de los racionales:

siry,ro € Q Setiener:% cQ

1.
(r1 <ra) yri<r<ry = (1.59)

Entre dos ntimeros racionales hay infinitos niimeros racionales = dado un racional cualquiera
no es posible hablar del niimero racional inmediatamente superior (3 “siguiente”).

‘Enunciado alternativo: Todo entero n > 1 se puede representar de forma tnica como producto de factores
primos.



18 CAPITULO 1. Nameros reales

1.6.1 Irracionales R — Q

Definicién 1.23: Los niimeros reales que no son racionales se denominan irracionales, ejemplos:
7, V2, e, etc. Comprobar que un real es irracional no es ficil en general (ver la demostracion para
el niimero /2 en el teorema A

Teorema 1.8: Sin es un entero positivo (n > 1) que no es un cuadrado perfecto, se tiene que \/n
es irracional.

Demostracion. (reduccion al absurdo)

e Primera parte:

Suponemos que n no tiene ningan divisor > 1 que sea cuadrado perfecto (por ejemplo 6, pero
no 8 = 2-22).
Supongamos que y/n € Q
Entonces, vVn=a/b | a,beZ (b#0) con mcd(a,b)=1.
Si elevamos al cuadrado,
a® = b*n (1.60)

2

o lo que es lo mismo a® = an, pero, al no tener n ningin cuadrado perfecto, para que ambos

lados de la igualdad puedan tener la misma descomposicién en primos, se tiene que
o =d*n (1.61)

y por tanto, a®> = d’n? = a = dn, y por tanto a es multiplo de n, de ahi obtenemos que b?
también es miltiplo de n y utilizando el mismo argumento tenemos que también b es miltiplo
de n. Lo que contradice que el maximo comun divisor de a y b sea el 1.

Asf pues, si n no tiene divisores que sean cuadrados perfectos \/n es irracional.

e Segunda parte: n tiene un factor que es cuadrado perfecto
n=m?k mecZ (1.62)

donde k£ no admite ningtn divisor cuadrado perfecto y £ > 1, ya que n no es cuadrado
perfecto.

v =mVk (1.63)

pero por la primera parte vk es irracional. Si \/n fuera racional, entonces Vk tendria que
serlo contradiciendo la primera parte.

= /1 es irracional . (1.64)

c.q.d.

Diferencias esenciales entre Q y R

Los nameros irracionales aparecen en el dlgebra cuando se pretenden resolver determinadas ecua-
ciones cuadraticas, por ejemplo, z € R | 2 = 2 — 7

Hasta ahora, con los axiomas que hemos explicado (de cuerpo y de orden) no podemos distinguir
Q de R, pero en cambio hemos visto que no todas las ecuaciones se pueden resolver dentro de Q
como por ejemplo, 22 = 2. Sera el axioma 10, de completitud, el que nos permitira distinguirlos.
Antes tendremos que definir algunos conceptos relacionados con la relaciéon de orden.
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1.6.2 Algunas definiciones

Definicion 1.24: Sea S C R, S estd acotado superiormente por b € R si Vx € S, se tiene
x <b. b es entonces una cota superior de S.

Definicion 1.25: Sea S C R acotado superiormente, by € R es extremo superior o supremo
de S si se tiene simultaneamente que:

e by es una cota superior de S.

e # cota superior de S mas pequenia que by, es decir, se cumple que Vb cota superior de S,
bo < 0.

Definicion 1.26: ¢ es mdaximo de S si satisface:
e c es extremo superior de S.
e cecS.
De modo anélogo se definen: cota inferior, extremo inferior (infimo), minimo.
e Consecuencias:

— el supremo es la minima de las cota superiores
— el supremo es tnico
— si S tiene maximo, entonces max(S)=sup(5)

— si S no esta acotado superiormente (inferiormente), se tiene que S no puede tener ni
supremo (infimo) ni maximo (minimo)

— V conjunto finito: supremo=maximo=cota superior
Ejemplo 1.10:
e S =[0,1] estd acotado tanto superiormente, 1 0 4 son cotas superiores, como inferiormente.
e S =10,1), esta acotado, no tiene maximo pero si tiene minimo.

e R = (0,00), esté acotado inferiormente pero no tiene minimo.

S={peR | p?<2}L
S={peQ | p*<2}

1.7 Axioma 10, de completitud

Axioma 10: Todo conjunto no vacio de ntiimeros reales que esté acotado superiormente tiene un
extremo superior (supremo), es decir, 3b € R | b =sup(S). Formalmente:
Sea S CR, S #(. Si S esta acotado superiormente = 3 sup(S) =b, b € R.

Teorema 1.9: (Propiedades del supremo) Todo conjunto no vacio de niimeros reales con supremo
contiene elementos tan proximos al supremo como se quiera. Formalmente:

Sea S C R, S # 0. Sisuponemos que 3 b = sup(S)
=
VeeR | ¢e<b JzelS | e<z<b. (1.65)
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Demostracion.

SCR
b supremo de S =VrelS, x<b
Seae >0=b—ec<b
= b — £ no es cota superior
=dyeS | b—e<y
=b—y<e, (1.66)

y estd mas cerca de b que cualquier €.

1.7.1 Propiedades de los nimeros reales
Teorema 1.10: El conjunto Z" no estd acotado superiormente (en R).

Demostracion. (reduccion al absurdo)

Suponemos que Z™ esta acotado superiormente, como Z* C R, la completitud de R garantiza la
existencia de un ntimero real a que es el supremo, a € R | a = sup(Z™) cogemos ahora ¢ = a—1,
el teorema asegura que:

dneZt | a-1<n<a, (1.67)
y como Z7 es inductivo: n+ 1 € ZT, de donde a no puede ser cota superior de ZT.
Teorema 1.11: Para todo x € R Ine€Z" | x<n.

Demostracion. Sino fuera asi, existiria un x que seria cota superior de Z* lo que est4 en contradic-
cién con el teorema [CIT

Teorema 1.12: (Propiedad Arquimediana) Sea un nimero real x > 0 y y € R arbitrario tal que
T <y:
= dneZ" | nx>y.

Demostracion. Apliquemos el teorema [[TI] cambiando x por y/z entonces

=3dncZ" | n>y/lz=nr>y.

Este teorema tiene una implicacién inmediata. Consideremos x > 0 como unidad de longitud. El
teorema nos muestra como cualquier segmento lineal finito por grande que sea, puede ser recubierto
por un nimero finito (n) de segmentos de longitud positiva dada, x, tan pequena como queramos. Es
decir, la medida es posible: una regla pequena puede medir distancias tan grandes como queramos,
colocédndola adecuadamente.

Arquimedes consider6é que esta era una propiedad fundamental de la linea recta v la considero
uno de los axiomas de la geometria.

Teorema 1.13: (Densidad de Q en R) Entre dos nimeros reales hay un racional (= hay oo
racionales). Lo que es lo mismo, dados z,y € R | z <y = 3 un ndmero racional
ro| o x<r<uy.

Demostracion. Sean 0 < x < y = y — x > 0 que consideramos como unidad de medida, por la
propiedad arquimediana 3un n € Zt | 1 <n(y —x) = ny — nz. Si la diferencia entre los dos
nimeros reales ny y nx es mas grande que 1, necesariamente existe algiin entero m entre ellos:

Sime€Ztestalquent <m<ny=xz<m/n<y=r=m/neQ es el nimero racional

buscado.
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Figura 1.4: Un ntimero positivo cualquiera x puede ser utilizado para medir distancias tan grandes
COmMoO (ueramos.

Teorema 1.14: (Entre dos racionales hay un real irracional)

Seanp,qeQ | p<gq

= 3 un ndmero irracional z | p<z<gq. (1.68)

Demostracion. Sean 0 < p < q racionales = %, % € R por el resultado anterior,
=3Im/n | p/V2<m/n<q/V2 (1.69)
de donde: p < v/2m/n < ¢ con lo que el irracional buscado es el v/2m/n.

Estas propiedades afirman que los conjuntos @Q y R — Q son densos en R: “entre dos reales
cualesquiera siempre hay racionales (irracionales)” = “se pueden encontrar ntmeros racionales
(irracionales) tan cercanos como se quiera de un numero real cualquiera’”.

“Tan cerca de un real como queramos hay infinitos niimeros racionales”, en efecto, si cogemos
y=2x4¢ccone>0,

0<z<y=z<zt+e=>z<m/n<z+e (1.70)

cogiendo ¢ arbitrariamente pequeno podemos encontrar racionales tan cerca de x como queramos.

1.7.2 Representacién decimal de los niimeros reales

e Un namero real de la forma (consideremoslo positivo),

r—a+a1+a2+ —l—an
- 010 T2 107
cona; €Z7 | 0<a; <9 (a;=0,1,2,...,9) (1.71)
se expresa usualmente como
T =ap,a102...0n
esta expresion se denomina expresion decimal finitadersign e Zt | Vm>n ,a, =

0.

e La expresion decimal se denomina periddica cuando es de la forma,

ao,alag...anbl...bmbl...bm... (172)
—— ——

y se denota: ag,ajas..apby ... by,.

e Todo nimero racional tiene una expresion decimal finita o peridédica. Reciprocamente toda
expresion decimal finita o periddica representa un racional.

e ,como encontrar el namero racional que corresponde a una expresion decimal dada?
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Ejemplo 1.11: Encontrar el racional: 0.432. Vemos que el namero 0.32 cumple que:

2
100x:32+x:>a::g—9. (1.73)

Entonces nuestro niimero sera el:

4 T 4 32 214

402 = —+—=—+—=". 1.74
043 10 * 10 10 i 990 495 ( )
e Notese que los niimeros como por ejemplo:

3.010010001000010000010000001 . . . (1.75)

no entran dentro de la definicion de nameros periddicos (no hay ningin subconjunto de
decimales que se repita periédicamente) y no son racionales.

1.7.3 Valor Absoluto

Definicion 1.27: Sea x € R, se define el valor absoluto de x como

r six>0
pr— - 1'
] {—x siz <0. (1.76)

Teorema 1.15: Para a >0 |z| <a< —a <z < a, veamos:

para x > 0 lz] <asr<as —a<z<a
para x < 0 z| <ae —x<asr>-a— —a<z<a. (1.77)

Teorema 1.16: Desigualdad triangular

lz+yl <|z[+ [y  Vz,yeR. (1.78)
Demostracion. Por la definiciéon de valor absoluto tenemos que:

—|z] <z <z

—lyl <y <yl
tenemos
—(Jz| +y|) <z +y < |z|+ |yl

< .
ademds por definicién : |z| > 0,|y| > 0= |z|+|y| >0 = [z 4yl < el + [y

c.q.d.
Nota: Propiedades del valor absoluto
L) |z[ =0
2) lz|=0&2=0
3.) |z|? = 22

4) |z +yl < || + 1yl
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5.) |zy| = |z[ly|

Estas propiedadse se pueden generalizar para miltiples productos y miltiples sumas y de ellas se
pueden derivar las siguientes:

6.) [z —yl < |z + [yl

7) |z —yl = |lz| = [yl

8.) [z —yl < |z —=2]+ [z -y
)

9.) —la| <z < x|

Teorema 1.17: (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Para todo ay,as9,...,a, € Ryby, be,... b, € R,

se tiene:
n 2 n n
(Z akbk> < <Z a§> (Z bi) (1.79)
k=1 k=1 k=1

ademds, la igualdad se cumple si y sdlo si,
JzeR | apzr+b,=0 Vk. (1.80)

Demostracion. Hemos de tener en cuenta que una suma de cuadrados no puede ser nunca negativa,
por tanto:

n

D (akz+b)> >0 Vo eR (1.81)
k=1
esta desigualdad se convierte en igualdad si y s6lo si todos y cada uno de los términos son cero.
Podemos escribir la desigualdad como:

Az’ + 2Bz +C >0

n
con A = Za% ]
k=1

si A > 0, entonces para x = —B/A obtenemos: Ag—z — 2% + C > 0 lo que implica: —B% +C >
0= CA > B2
Con eso hemos verificado la desigualdad. c.q.d.



CAPITULO 2

NUMEROS COMPLEJOS

Como hemos visto hasta ahora la historia de los ntimeros ha venido marcada por continuas am-
pliaciones, por ejemplo, para contar objetos nos basta con ntimeros enteros positivos. Sin embargo
para algo tan cotidiano como tener deudas es necesario ampliar ese conjunto al conjunto de los
numeros enteros negativos. Ahi, ecuaciones del tipo 54 x = 3 tienen solucién. Otro problema de la
vida ordinaria como seria el dividir una herencia de 4 tartas entre 9 hijos nos lleva a la necesidad de
introducir ntimeros racionales. En este conjunto ya se pueden resolver una gran cantidad de proble-
mas tanto matematicos como fisicos. Por ultimo, aunque ocurrié hace ya anos en la Grecia antigua,
si uno tiene una cuerda, fija un extremo y al otro ata un pincel, puede dibujar una circunferencia,
si ahora intenta medirla utilizando para ello la cuerda que ha usado para dibujarla vera que no se
puede medir con ella ni con ninguna fracciéon de dicha distancia. Aparece el nimero irracional, .
iSi con la misma cuerda dibujais un cuadrado veréis que la diagonal tampoco se puede medir con
dicha cuerdal

El salto a los numeros complejos puede motivarse desde un punto de vista abstracto, si uno es
capaz de resolver la ecuacion z2 — 5 = 0 puede plantearse qué ocurre con la ecuacion 22 + 5 = 0.

Eso hace que nos planteemos ampliar el cuerpo de los nimeros reales, R, a los que se denomina
nimeros complejos: C. Dicha extension garantiza que cualquier ecuacion polindmica del tipo:

ao+ a1z +asx® + -+ apz” =0 (2.1)

tiene al menos una solucion (dentro de (C)ﬂ

2.1 Definiciéones basicas

Definicion 2.1: Un niimero complejo es un par ordenado de niimeros reales x = (1, 2)

'Nétese que el que tenga al menos una solucién implica necesariamente que tiene n.

25
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e A la primera componente, x1, se la denomina parte real: x1=Re [z].
e A la segunda componente, xo, se la denomina parte imaginaria: ro—Im [z].

Los niimeros complejos = = (x1, x2) satisfacen las siguientes operaciones:

1.) Igualdad,

es decir (:cf,;l)/ = (yl,yg)} = {521::;21, (2.2)
2.) Suma,
r+y=(z1,22) + (Y1,92) = (¥1 +y1, 72 + ¥2) - (2.3)
3.) Producto,
z -y = (z1,22) - (y1,92) = (T191 — 2Y2, T1Y2 + T2Y1) - (2.4)

El conjunto de los niimeros complejos con la operacién suma y producto tiene estructura de grupo
conmutativo, es decir se cumplen las siguientes propiedades para (C,+,-):

1.) conmutativa

rT+y=y+w ry =y
2.) asociativa

4 (y+2) = (z +y)+ 2 2(yz) = (vy)2.
3.) distributiva

z(y+ 2) = zy + 22

4.) (0,0)+ (1, 22) = (z1,22), (0,0) es pues el elemento neutro respecto de la suma, 0 = (0,0).
(070) : (.’171,.’1'2) - (070)
—x = (—x1,—x2) es el elemento opuesto de z, x + (—z) = (0,0).

5.) (z1,22)(1,0) = (1, 22) de donde 1 = (1,0) es el elemento neutro respecto del producto.

Para cada x = (z1,22) # 0 3 un unico elemento:

1 T —ZX2 -1 -1
<x%+w5 x%+x5> | (25)

se le denomina elemento inverso.

1

Dados z,y € C con y # 0 el producto xy~" se denomina cociente de = e y y se escribe:

T — —1
_:x .
iy Y
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2.1.1 RcC

Observemos ahora una importante propiedad, que es que los numeros reales estan contenidos en
los niimero complejos, R C C. Los niimeros complejos con parte imaginaria nula satisfacen:

(21,0) + (¥1,0) = (21 +v1,0)
(£1,0) - (¥1,0) = (21-1,0)
(1,0)/(y1,0) = (21/y1,0)  y1 #0

= los numeros complejos de la forma (z,0) tienen las mismas propiedades aritméticas que los
nameros reales de tal forma que identificaremos el complejo (z,0) con el real z. Podemos definir
la siguiente aplicacion f de R a C:

f: R—C
r— f(z) = (2,00 €C, VzeR (2.6)

f esinyectiva, establece una correspondencia entre R y C, = podemos identificar cualquier elemento
x € R con su imagen (z,0) € C y considerar que R es un subconjunto de C: R C C.
2.2 Unidad Imaginaria
Definicion 2.2: Definimos el niimero i como el niimero complejo,

i=(0,1) (2.7)
se denomina también unidad imaginaria, y cumple la siguiente propiedad:

i?=1i-i=(0,1)-(0,1) = (—=1,0) = —1 € R, = i es una solucién de la ecuaciéon x> + 1 = 0,
veamos explicitamente:

r-x=—1

(x1,22) - (x1,22) = (x121 — T2x2, T122 + x21) = (—1,0)

7 — 23 =-1
- To = 0= :17% =1 sin solucion
2y =0 = [xle:>—x§:—1—>x2:il
(01 =
= soluciones : {(0’ 1) = (2.8)
2.3 Forma bin6tmica de los nimeros complejos
Si @ = (x1,22) € C lo podemos escribir de la forma,
x = (z1,22) = (21,0) + (0,22) = (21,0) + (22,0) - (0,1) = 21 + x21 (2.9)
es decir,
x=(r1,22) ©x =11+ 12 (2.10)

dicha forma se denomina binémica.
La ventaja de la notacién binémica es que la manipulacion algebraica de las féormulas donde
intervienen la suma y el producto es mucho mas sencilla.
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Por ejemplo, si multiplicamos:

(x1+ime) - (y1 +iya) = (2191 + iz1ya + izay1 + iT2yp)
= a1y — 2y2 +i(21Y2 + T2y1), (2.11)
que esta de acuerdo con la definicion de producto que hemos estudiado.
Otro ejemplo, el inverso,
-1 1 T — X9l T1 — 129 T 1T

T +ive (w1 +ive)(@ —ime)  2?+ a2 2¥+ad ozl

X

Definiciéon 2.3: Dado z = (x,y) = = + iy € C se define el conjugado de z como el namero

complejo:
*

ZF=(x,—y)=x—1iy. (2.12)

Se cumplen:

(z")*=2 VzeC
8.) (2%)? = (22)*, en general (z*)" = (2")*

Definiciéon 2.4: Dado z = (z,y) = x + iy € C se le puede asociar un nimero real positivo, no
nulo, denominado moédulo o valor absoluto de z, definido como:

|z] = Va?+y2?. (2.13)

Se cumplen:

|z2| >0y |z| =0siysolosi z=0

2

lz+u? = (z+u)(z+uw) = (z4+u)(z* +u*)

225 +un® 4 zut 4 uzt = |22+ |ul? + e+ ouz
2% + |uf® + 2Re(zu") < [2* + ul* + 2| (2u")]

= [z + [uf® + 20z [ul = (2] + Jul)?

= |z4u|l <|z|+ |u|.
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Eje imaginario Eje imaginario

z, +7,

Eje real )/ Eje real

EZ*

Figura 2.1: (izquierda) Representacion grafica de los ntumeros z y z*. (derecha) Representacion
grafica de la suma z1 + z».

2.4 Representacion Geométrica

Hemos definido z € C como un par ordenado z = (z,y) con x,y € R asi pues podemos representarlo
como un punto en el plano R x R con coordenadas (z,y) y podemos representar z € C como un
vector en el plano con origen en (0,0) y final en (x,y). La suma se puede obtener geométricamente,
y el valor absoluto es la distancia del punto (x,y) al origen de coordenadas. |z — u| es la longitud
del segmento que une z y w. La figura B2l muestra la representacion grafica de varios nimeros
complejos.

2.5 Forma polar de los nimeros complejos
Si z = (x,y) # (0,0) podemos expresar = e y en coordenadas polares r, 0,
x = rcos(f) y = rsin(f) (2.14)

con lo que
z=x+ 1y =r(cos(d) + isin(f)). (2.15)

Definicion 2.5: Dado un punto (z,y) el angulo 6 que le corresponde no es unico ya que siem-
pre podemos sumarle cualquier miltiplo de 27 y seguir teniendo el mismo punto. Asi pues, el
argumento principal de z se define,

—T<0<m, (2.16)
r coincide con el valor absoluto o modulo de z. Ver figura[Z2
Por tanto, para cualquier z € C se tiene,
z = (z,y) = x + iy = |z|(cos(#) + isin(P)) . (2.17)

El valor absoluto |z| € R es la longitud de un segmento, por tanto tiene las mismas propiedades
que los valores absolutos de los ntimeros reales, por ejemplo, |z| > 0si 2 # 0, |21 + 22| < |21] + |22/,
etc.
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rzlﬂztl,,-—*"' z=(x,y)

0
y

Figura 2.2: Definicién del argumento principal y el radio del nimero complejo z = x + iy, variables
utilizadas en la forma polar.

Ejemplo 2.1: La unidad imaginaria y cumple,
i=1(0,1)

iZ=—-1=(-1,0)
P =—i=(0,-1)

it =1=(1,0)
o en general, para n € Z,
i4TL —
Z‘4TL+3 —q

graficamente se puede ver en la figura 23

2.6 No ordenabilidad de los complejos
Recordemos los axiomas de orden para los niimeros reales,

e Axioma 6:

se verifica s6lo una de las relaciones:
x <y x=1y T>y. (2.18)
e Axioma T:
siz<yVzeR=z+z2z<y+z

e Axioma 8:

siz,y>0=x2-y>0.

e Axioma 9:

six>yey>z=a> =z
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i4n+l

i4n+3

Figura 2.3: Representacion grafica de las potencias de .

ison ciertos para z,y,z € C?
Consideremos el nimero ¢, al no ser (0 por el axioma 6 tendriamos, ¢ > 0 0 i < 0.

2.7

Supongamos ¢ > 0, entonces el axioma 8 = i-¢ >0 = —1 > 0, que la entendemos como un
nuevo orden. (Notese que hasta aqui no hay contradiccion)

Sin embargo, sumemos +1 a ambos lados de la desigualdad

-1+1>0+1 = 0>1

-1>0
_1>0} = (-1)(-1)>0=1>0

= contradiccién . (2.19)

Si suponemos ¢ < 0 llegamos a una contradicciéon similar, asi pues, tenemos que ¢ no es
comparable con 0, lo que lleva a que los niimeros complejos no se pueden ordenar con una
relacion que satisfaga los axiomas de orden, 6, 7, 8 y 9.

Funciones de ntimeros complejos

Hemos definido qué es un niimero complejo y el conjunto de los complejos C, ahora vamos a operar
con nameros complejos y estudiar funciones complejas elementales. Para ello generalizaremos las
funciones conocidas a variable compleja de forma que sigan teniendo las propiedades que tenfan en
el caso de variable real.

2.7.1

Repaso de funciones en R

e polinémicas:

n
pn(x) = apz™ + n_1z" L+ daz+ag = Zanazn, a, €C, neZ. (2.20)
i=0

e Algebraicas: funciones f(z) =y que satisfacen,

Pr(2)y" + poo1 ()Y -+ pi(@)y +po(z) =0 y=f(x) (2.21)
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donde p,(z) son polinomios de grado n, un ejemplo seria:
4x2(f(x))2 -2=0 asi Po = _27 b1 = 07 P2 = 4'7:2

(2.22)

e Funciones trascendentes

(i) funcion exponencial, f(z) = a®, con a # 0,1
(ii) funcion logaritmo, f(z) = log,(z), con a # 0,1 son una la inversa de la otra, teniéndose
que si:
y=a" =z =1log,(y) (2.23)

sia=e=2.718... se denominan logaritmos neperianos, que son los mas utilizados en
general. Utilizaremos la notacion In(x) = log,(z) z}

(iii) funciones trigonométricas

‘ _ sin(x)
sin(z) cos(x) tan(z) = cos(z)

_ COS(.'L') sec(x) = 1 coseclxr) = 1
cotan(z) = sin(2) (z) cos(z) () sin(z)

En general la variable x se representa en radianes, donde 7 radianes son 180 grados.

Si x € R entonces, sin(z) y cos(z) varian entre —1 y 1. Algunas propiedades bésicas que
satisfacen son:

sin(z) + cos?(x) = 1
1 + tan®(z) = sec(z)?
1 + cotan®(x) = cosec?(z), (2.24)

sin(z + y) = sin(z) cos(y) £ cos(z) sin(y)
cos(z + y) = cos(z) cos(y) F sin(z) sin(y)
tan(x) £ tan(y)

tan(z £ y) = T tan(z) tan(y) (2.25)
y
sin(z) = —sin(—xz)  cos(z) = cos(—x)
tan(z) = —tan(—x). (2.26)

(iv) funciones trigonométricas inversas

y = sin~!(x) = arcsin(z) (—7/2 <y <7/2)
y = arccos(z) 0<y<m)
y = arctan(x) (—7m/2 <y<m/2).

?En muchos textos se utiliza directamente log(x) para designar el logaritmo neperiano.
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(v) funciones hiperbolicas, se definen a partir de las funciones exponenciales

sinh(z) = ¢ _26 cosh(z) = %
sinh(x) cosh(x)
tanh(z) cosh(z) cotgh(z) sinh(z)
1 1
= h =
sech(x) cosh(2) cosech(x) Sh (@)

algunas de sus propiedades son:

cosh?(z) — sinh?(z) = 1
1 — tanh?(z) = sech?(x)

cotan?(z) — 1 = cosech?(z) (2.27)
también,
sinh(z + y) = sinh(x) cosh(y) £ cosh(z) sinh(y)
cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y) (2.28)
y
sinh(z) = — sinh(—x) cosh(z) = cosh(—z) (2.29)

(vi) funciones hiperbolicas inversas

arcsinh(z) = In(z + V22 +1)  Va
arccosh(z) = In(x + V22 — 1) x>1. (2.30)

2.7.2 Exponenciales Complejas
La funcién exponencial real, e”, con = € R, tiene la propiedad,
TV =" .Y, (2.31)
convirtiendo la suma de exponentes en el producto de exponenciales. La generalizacién compleja,
zeC z=z+1y (2.32)

queremos que satisfaga e*17%2 = ¢*1 . ¢*2, que coincida con la exponencial usual cuando z € R y
que ¥ = 1.
Definimos €* con z = x + iy como:

e” = e"(cos(y) + isin(y)) (2.33)

notemos que si z € R, o sea, si, y = 0, se tiene e = €%, con lo que se recupera la definicién habitual
cuando z es un numero real.
Podemos probar que el producto satisface la propiedad anterior. Sean dos ntimeros complejos,

z1=x1+iy; € C

. se tiene e - 2 = #1122 (2.34)
29 =x9 +iys € C
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veamos,

et = e*(cos(y1) + isin(yy))
e? = e"(cos(y2) + isin(ys2))

(2.35)
et e = e .e"™ (cos(yp)cos(y2) — sin(yr) sin(yz))
+ i(cos(y1)sin(yz2) + sin(y2) cos(yz2))
et.e? = et .e" (cos(yp +y2) +isin(y; + y2))
— eTitEai(yity) _ zitee (2.36)

como se puede ver, la exponencial compleja conecta las funciones exponenciales con las trigonométri-
cas.
Veamos algunas propiedades interesantes:

e = €070 = €%(cos(0) +isin(0)) = e =1

L)
2.) e*le® = eA1t*2
3) €noesnmunca 0, e ?=e’=1 Ve=e*#£0 Vz
4) Siz € R= () =@
5) Siz €R = [e®] =1
6.) € =1 2z =2min nez
= " =¥ = cos(2mn) 4 isin(2mn) = 1
= sie® =1= e(cos(y) +isin(y)) =1
e’ cos(y) =1 ) B B
{exsin(y)zo}:>81n(y)—0:>y—k‘7r kelZ, (2.37)
entonces,
COS(k‘TF) = (_1)k T k _ T _ 1 _ k
e® cos(y) = 1 =e(-1)'=1=¢e"= L =(-1) (2.38)
pero como >0 Vo= (-1)">0=>kespar=k=2n ncZ
7.) € =e*2 & z1 — z9 = 2mni. Veamos, €1 = ¢*2 = ¢! 12 =72 =1 d§>6' Z1 — z9 = 2Tna.

Esto implica que la funciéon exponencial compleja es periddica con periodo 2mwi:
e* T2 — % (cos(y 4 2mn) + isin(y + 27n)) = e®(cos(y) + isin(y)) = €°
Asi se tiene que cualquier z € C se puede representar en forma polar como:
z=ret r=lzl=Va2+y2 O=arg(z)+2mn necZ. (2.39)

Ademés recordemos qu(ﬁ,

" ="t = ¢ (cos(y) +isin(y))
ey
= ¢ = cos(h) +isin(f). (2.40)

3La formula (ZZ0) se denomina férmula de Euler.
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Algunos valores a recordar son, e = 1, eim/2 = eim = 1 y e3/2 = 4.

La forma polar es en general méas comoda para multiplicar y dividir complejos:

zozp = (r1e?)(rpe®) = ryryel1 1)
i0
z r1e't o
o= = i) (2.41)
Z9 roe'’2 T9

Teorema 2.1: Sean z1,z5 € C, se tiene:

arg(z122) = arg(z1) + arg(za) + 2mn(z1, 22) (2.42)
donde:
0 si —7m<arg(z)+arg(z) <
n(z1,22) = ¢ +1 si —2w < arg(z1) + arg(z2) < —7 (2.43)
—1 si  w<arg(z1)+arg(ze) < 2m.

Demostracion. Puede verse sin mas qué estudiar qué angulo es necesario sumar en cada caso para
tener el argumento principal.

Nota: r,0 determinan de forma univoca a z, pero no es cierto el inverso,
z=retf 0 = argz + 2mn n e Z (2.44)

por ejemplo —i = e~/ = ¢37/2 ¢l argumento principal es en este caso —7/2.

Ejemplo 2.2: Expresar en forma polar el nimero: z = —2 — 2v/3i. El modulo es

r=lel = /(=22 + (-2VB2 = VAT 12 = VIG =4, (2.45)
el argumento:
6 = arctan(—2v/3/ — 2) = arctan(v/3), (2.46)

con lo que §# = 7/3. Ahora bien, podria ser 7/3 o w/3 — m, una forma sencilla de discernir entre
ambos es ver que el nimero en cuestién esta en el tercer cuadrante, asi pues, arg(z) = /3 — 71 =
—27/3. Nota que el argumento principal esta definido de manera precisa por el angulo que cumple que
rcos(arg(z)) = Re(z) y rsin(arg(z)) = Im(z) y finalmente:

z = 4e /3 (2.47)

2.7.3 Potencias y raices

Definicion 2.6: Potencia ésima, (n € Z)
Se define, 2" con n € 7T,

D=1, 2"l=z".2 n>0 (2.48)
de donde, 2" =z-z----- z.
(R
n veces
Asimismo se define,
2= (z7hH". (2.49)

Propiedades:
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1.) 2™ 2™ = 2™ veamos:

2.) (z1 - 22)" = 21'2%, se puede probar por induccién
3.) SN — (\z]ei")” — ‘Z’neme
4.) Teorema de De Moivre
(cos @ + isin 0)™ = cos(nh) + isin(nh)
A partir de la formula de Euler [ZZ0) es sencillo probar:

()" = "™ = cos(ny) + isin(ny). (2.50)

Teorema 2.2: Raices n-ésimas de un complejo
Sea z € C y 2z #0, An complejos diferentes (raices n-ésimas de z): zg, 21, ..., 2n—1 tales que:

zp =z. (2.51)

Demostracion. Utilizaremos la forma polar z = Re® | 6§ = arg(z), cualquier raiz n-ésima sera:
21 = Rpe'?r tal que:

(Zk)n — (Rkeiek)n — RzeinOk — ReiG
=
(R)" =R (reales) = Ry = (R)Y/™=|z|'/"
nly, = 0 + 2nk = Op=0/n+27k/n.

Notese que los nameros complejos z; son diferentes ya que tienen argumento diferente. Ademés
solo hay n distintos, si k > n, empiezan a repetirse.

Ejemplo 2.3:

22 =—1=1€" (2.53)
de donde

’Zk’2(€i€k)2 — 1ei7r

|zl =1 k=0,1

k=20 90 == 7I'/2

k=1 60,=n/2+21/2=3n/2

z0 = 1eim/2 =
= {21 Y P (2.54)

En la figura 2 hemos representado las raices sextas y novenas del namero 1.

Foérmula atil para raices cuadradas de complejos

Hemos visto como calcular raices n-ésimas de complejos. Ahora vamos a ver una formula equivalente
para el caso de raices cuadradas de un numero w dado del siguiente modo:

wi =w ws =w, (2.55)
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O Raizsextadel
* Raiz novena de|l

Im[z]
1+ *
® O
*
0.5+
*

Re[z]
® i i ®
-1 -0.5 0.5 1

-0.5—
*
® O
1= %

Figura 2.4: Representacion grafica de las raices sextas y novenas de 1.

Re(wi)? + 2iRe(w ) Im(w) — Im(wy)? = Re(w) + ilm(w), (2.56)
de donde
Re(wp)? —Tm(w;)? = Re(w)
2Re(wy)Im(wy) = Im(w)

por otro lado

lwi* = Re(w:)? + Im(w:)* = |w]|
sumando :
Re(w) + |w| = 2Re(w;)? = Re(w;) = w. (2.57)
(a) SiRe(w) 4+ |w| # 0, entonces:
1
Im(w;) = ———=Im(w) . (2.58)
2 Re(w2)+|w\

Asi que la raiz es,

~/Re(w) + |w| ; 1 ) — |w| +w
e 2 " 9 /RO(wz)erlI (w) V2Re(w) + [w])’ (2:59)

la otra es sencillamente wo = —w;.
(b) Si Re(w) + |w| = 0 implica que: Im(w)=0 y ademéas que Re(w) < 0. Entonces, tenemos
Im(w;)? = |w| = Im(w;) = /|w|, (2.60)

y las raices son: wy = iy/|w| y wy = —wy.
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2.7.4 Logaritmos

En el caso real: €* =y «<» x = Iny. Como ¢* > 0 Vz € R se tiene que y € RT. Buscamos una
definicion similar para el caso de nameros complejos.

Definicion 2.7: Sea w # 0 un niimero complejo, diremos que z es un logaritmo de w si €* = w.
Se tiene que todos los niimeros complejos z, siguientes son logaritmos de w:

zp = In|w| + darg(w) + i27n (neZ). (2.61)
Se puede probar de forma sencilla que se cumple:

Zn _ eln |w|+iarg(w)+i2mn _ eln \w|ezarg(w) ei2mn iarg(w)

e = |wle l=w. (2.62)
Definicién 2.8: Se denomina determinacién principal del logaritmo a:
Ln(w) = In|w| + iarg(w) . (2.63)

La determinacion principal del producto de dos niimeros complejos cualesquiera puede obtenerse
del siguiente modo: Sean 2129 # 0

Ln(z122) = Lnz; + Lnzg + 2min(z1, 22), (2.64)

donde n(z1, 22), definida en el teorema Il proporciona el argumento necesario para tener el argu-
mento principal.

Ejemplo 2.4: w = —1 no tiene logaritmo dentro de los nimeros reales, = flz ¢ R | e* = —1
veamos el caso complejo. En representacién polar se tiene, w = 1€™, buscamos un 2 € C | €* = w,
z =1In|w| + iarg(w) = In1+ir = im.
Ejemplo 2.5: Algunos logartimos de uso corriente son

Ln(—1) =in Ln(i) =ir/2 Ln(—i) = —in/2 Ln(-2)=In(2) +ir. (2.65)

2.7.5 Potencias complejas de complejos

Definicion 2.9: Siz #0 (z € C) y w € C podemos definir potencias complejas de complejos del

siguiente modo:
2 = e Inz (2.66)

Propiedades:
1.) ZWitw2 — ;w102 yeamos: 2W1HTW2 = e(witwz) lnz — gwi Lnzgws Inz — juwn jws
2)sineZ ,z"=ernz = (lnztlnztotlnz _ oo p0 . o
’ —
n veces
3.) (2129)" = 20 2¥el W2™U2122) con n(zq, 29) definida en el teorema EZI1
Ejemplo 2.6:
(1+ Z-)l—i _ (\/iein/4)l—i _ (19 Ln(v/2ei7/4)
e(1=1)( Inv/2+im/4)
e Inv2+m/4+i(7/4— InV/2) (267)
e InV2Hm/4) |:COS(7T/4 — InV/2) +isin(r/4 — ln\/i)] .

Ejemplo 2.7: jt = et Lmi — ei[ln1+i7r/2] — e—n/2 .
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2.7.6 Trigonometria compleja
Sabemos que e = cos@ + isiné, con 6 € R, esto implica:
0, —if 0 —if
cosf = e e , sinf = i (2.68)
2 29
Esta definicién se puede extender de forma sencilla a variables complejas.
Definicién 2.10: Dado z € se define:
eiz 4 e—iz
cosz = ———
2
eiz o e—iz
i = 2.69
sin z % (2.69)
Veamos, si z = x + iy (z,y € R) tenemos,
: 1 iz —iz 1 -y —iz Yy
sinz = —(e” —e = —(e"e Y —e e
21'( ) 21'( )
1
= ?[e_y(cosx +isinz) — e¥(cosx — isinz)]
i
1
= ?[—(ey —e Y)cosz + (e +e7Y) i sing]
i
= dcoszsinhy + sinxzcoshy. (2.70)
Por lo tanto,
sinz = sinzcoshy 4+ ¢cosxsinhy
cosz = cosxcoshy —isinzsinhy. (2.71)
® siz=1y
sin(dy) = isinhy
cos(iy) = coshy, (2.72)
e siz=uz
sin(r) = sinz
cos(x) = cosx, (2.73)
como era de esperar.
Se puede comprobar que se cumplen las relaciones trigonométricas,
cos(z1 &+ 22) = oS z1 €OS 2o F sin 21 sin 29
sin(zy & 29) = sinzj cos zy & cos 23 sin 2 . (2.74)
Ejemplo 2.8: Encontrar el z complejo que resuelve la ecuacidn, sinz = 10
sinz = sinzcoshy+icosxsinhy = 10
= coszsinhy=0 =xz=m/2
= coshy =10 (2.75)
y para resolver esta ecuacién:
Y4 ey _
coshy:lo:»%zlot‘:iy 24120t =0 (2.76)

de donde ¢ = 20£v100-4 V2400_4 ~ 19.94 o 0.05, lo que implica, y ~ +2.99. La solucién final es: z =

7/2 41 2.99.
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2.8 Teorema Fundamental del Algebra

Teorema 2.3: Sea la ecuacion polinémica de grado n-ésimo:

"+ ap_12" 1+t arz+ag=0
ze€C, ap#0. (2.77)

Toda ecuacion polinomica de grado n-ésimo tiene exactamente n soluciones, contando cada una de
ellas tantas veces como indique su multiplicidad (es decir, contando repeticiones). Por ejemplo:
22 —2x +1 =0 se puede escribir como (x —1)(z — 1) = 0 que tiene como solucion x = +1 (doble).

Ademas:
(a) Si los coeficientes a; son reales, las soluciones complejas van por parejas z y z*.
(b) Silos coeficientes a; son reales y n impar, 3 como minimo 1 solucién real.

Ejemplo 2.9: Recordemos que las soluciones complejas aparecen por parejas si tenemos coeficientes
reales, pero no en otro caso. Por ejemplo, la ecuacién, iz + 1 = 0 tiene una Gnica solucién: z = 4,
jnétese que z = —i no es solucién!

Demostracion. La demostracion del teorema no la estudiamos. La demostracion del punto (a)
puede escribirse sin més que notar que si todos los a; son reales entonces la ecuaciéon polinémica

original y su compleja conjugada son idénticas.



CAPITULO 3

TOPOLOGIA

3.1 Nociones de Topologia

Antes de estudiar las propiedades de las funciones estudiaremos propiedades topoldgicas dentro de
sus dominios. Por eso, tendremos que introducir el concepto de distancia, métrica, en el espacio R
o en R™.

Recordemos la definicién que estudiamos en el capitulo 1 de producto cartesiano. El producto
cartesiano de dos conjuntos A y B se define como:

AxB={(a,b) | ac Aybe B}. (3.1)

3.1.1 Espacio euclideo R"

Definicion 3.1: Punto del espacio bidimensional R x R: par ordenado de niimeros reales & =
(x1,22).

Definicién 3.2: Punto del espacio tridimensional R x R x R: terna ordenada de niimeros reales
T = ($1,$2,$3).

Definicion 3.3: Generalizamos a espacios n-dimensionales: R™ = R x R--- x R. n — upla orde-
—_————

n veces
nada de ntimeros reales, T = (x1,x2,...,%,) donde a xj se le denomina coordenada k-ésima.

Definicién 3.4: Espacio euclideo n-dimensional: R"
Conjunto de todos los puntos n-dimensionales, vectores,

R" ={Z = (x1,22,...,2p) | @i €R i=1,...,n}. (3.2)

41
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e Kl espacio R™ nos permite estudiar propiedades independientes de la dimension del espacio

e espacios de n > 3 se presentan de manera natural en varias disciplinas: relatividad, mecénica

estadistica, cuantica, etc.

Enunciaremos a continuacién las propiedades algebraicas dentro de R", que son una gene-
ralizacion de las que ya conocemos para el espacio tridimensional ordinario.
g n 7 __ n
Sean: ¥ = (z1,22,...,2,) € R", ¥ = (y1,Y2,-..,Yn) € R™ se cumplen

(i) Igualdad, 2=y <z, =y; (=1,...,n).
(i) Suma, Z+ 7= (1 +y1, 22+ Yy2,...,Tn+Yn).
(iii) Multiplicacion por nimeros reales aZ = (ax1,axs,...,ax,).

(iv) Diferencia, ¥ — ¢y =2+ (—1)y

tenemos el vector nulo, 0 = (0,0,...,0).

Asimismo definimos:

(v) Producto interior (producto escalar): R" x R® — R!

3

RETES TrYk - (3.3)
k=1
(vi) Norma o longitud
n 1/2
17| = (- 8)"? = ( fﬂi) : (3.4)
k=1
Distancia de & a ¥,
n 1/2
d(Z,7) = |7 —gl| = ( (T — yk)2> : (3.5)
k=1

7,2) + d(Z, 7). (3.6)

Se denominan vectores coordinados unitarios de R" a vectores que tienen la componente k-
ésima igual a 1 y el resto de componentes igual a 0. Por tanto,

@ = (1,0,0,...,0)
i, = (0,1,0,...,0)
i, = (0,0,0,...,1)
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Definicion 3.5: Base. Cualquier vector, ¥ € R", se puede escribir como,
T =z + x9Us + -+ + 2l (3.8)

donde x; = X -1; coni=1,...,n. Los vectores i; se denominan vectores base de R". Ademas
se cumple que u; - i; = d;; por lo que se denomina base ortonormal.

Nota: 9;; es la delta de Kronecker, definida como:

[0 sii#]
&3_{1 sii=j. (3.9)
3.1.2 Meétrica de un espacio M

Definicion 3.6: Aplicacion que hace corresponder a cualquier par de puntos de M un niimero real
d(x,y) que tiene que satisfacer las siguientes propiedades,

(x,y) — d(z,y) Ve, y e M (3.10)
Y
1) d(Z,2)=0
2) d(Z,y)>0 six#y
3) d(Z,y) = d(y, )
4) d(Z,y) <d(Z,2)+d(Z.7). (3.11)

Si M es un espacio dotado de una métrica d, nos referiremos a M como espacio métrico.
La norma antes definida cumple dichas propiedades, eso hace que el espacio euclideo R™ junto con
dicha norma sea un espacio métrico.

Nota: Hay muchas definiciones de métrica distintas de la que hemos construido con la norma, en
particular, por ejemplo podria definirse una métrica que fuera,

tﬂxw)ZTﬁ%ﬁ%ﬁ (3.12)

se puede ver que si d(z,y) es métrica entonces d'(z,y) también lo es.

3.2 Bolas, puntos interiores y conjuntos abiertos

En un espacio métrico se pueden definir varios conjuntos de gran utilidad:

3.2.1 Bola abierta

Definicién 3.7: Una bola abierta de centro d y radio r > 0 es el conjunto de todos los puntos
Z € R" tales que d(Z,d) < r o dicho de otro modo:

By(a;r)={f € R" | d(#a) <r} (3.13)
se cumple B, (@;r) C R™.
e Sin =1 (R: recta real, dimension 1)
Bi(a,r)={x€R | |[z—a|l<r}=(a—T1,0+7T) (3.14)

(que no es mas que un intervalo abierto de radio r centrado en a).
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Z
y
=
r B@ 5
\\

o

Figura 3.1: Bola de radio r y centro en @ en un espacio de dos dimensiones (izquierda) y tres
dimensiones (derecha).

e Sin=2 a=(a1,az),

By(@;r) = {Z = (z1,22) € R? | (21 —a1)?+ (22 — a2)?2 <7} (3.15)

en 2d es un entorno circular, en 3d se trata del interior de una esfera (ver figura BII).

3.2.2 Punto Interior

Definicion 3.8: Sea S un conjunto de R™ (S C R").
Sea @ € S, diremos que @ es interior a S sidr R | B,(d,r) CS.

Definicion 3.9: Se define el interior de S, int(S), como el conjunto de todos los puntos interiores

de S.

3.2.3 Conjunto abierto

Definicion 3.10: S C R” diremos que es abierto si todos sus puntos son interiores.
S abierto < S=int(S).

3.2.4 Conjunto cerrado

Definicion 3.11: S C R"”, diremos que S es cerrado en R™ si R" — S es abierto.
Ejemplo 3.1:
— Intervalo abierto (a,b) es un conjunto abierto.

— Intervalo cerrado [a, b] es un conjunto cerrado, en este caso el R—[a, b] seria el conjunto (—oo,a)U
(b, 00).

— Los intervalos (a,b] y [a,b) no son ni abiertos ni cerrados. En ambos casos hay un punto que no
es interior.
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3.2.5 Unioén e interseccién de conjuntos abiertos

Se puede probar que la unién de una coleccion cualquiera de conjuntos abiertos es abierta y que la
intersecciéon de una coleccion finita de abiertos también es abierta.

e Unién: Tenemos S = UaecpA con A abiertos.

Un Z cualesquiera de S satisface:
reS=3JAcF | Z€e¢A=3BEr)CcACS, (3.16)
lo que implica que & es interior a S, V& € S.

e Interseccion: Tenemos S = N}!_; Ay con Ay abiertos.

Un & cualesquiera de S seguro que:
reS=recA, k=1,....n=3B(@r) CA, k=1,...,n, (3.17)

cogemos r = min(rg), entonces B(Z,r) C Ar ,k = 1,..,n lo que implica que Z es interior a
S, V¥es.

3.2.6 Conjunto acotado

Definicion 3.12: S C R" es acotado si

Jd,r | ScB@r). (3.18)

3.3 Puntos adherentes y de acumulaciéon

3.3.1 Punto adherente

Definiciéon 3.13: Sea S C R™.
Un punto ¥ € R"™ se denomina punto adherente de S si VB(Z,¢e) contiene como minimo un

punto de S. Dicho de otro modo si,
Ve >0 setiene B(Z,e) NS # () (3.19)
Nota: ¥ puede o no pertenecer a S
Ejemplo 3.2:
e Si ¥ € S entonces ¥ es adherente de S, ya que la bola siempre contiene al menos a Z.

e S=(a,b), a, by todos los puntos de S son adherentes de S.

e si S estd acotado superiormente el supremo es adherente.

Esto se puede probar, si no fuera adherente 3 | B(b,r) NS =0, pero entonces, b — r seria
una cota superior y entonces b no seria el supremo.
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3.3.2 Punto de acumulacién

Definicion 3.14: Sea S C R"™, un punto € R™ (no es necesario que esté en S) se denomina punto
de acumulacién de S, si & es adherente del conjunto S — {Z}, es decir, si

VB(Z,r) (3.20)

hay puntos de S distintos de Z. Esto significa que la bola reducida (By(Z,r) = B(Z,r) — {Z¥}) de
entorno £ y radio r tiene interseccién no nula con S.

Corolario 3.1: Si & es un punto de acumulacion de S, toda B(Z,r) contiene infinitos puntos de

S.

Demostracion. (reduccion al absurdo)

En efecto, si dentro de una bola de centro Z y radio r, hay s6lo un numero finito &y, To, . . . , T, es-
cojamos como radio r—minimo{d(Z, 1), ..., d(Z, ¥,)} y consideramos la bola, B(Z,r/2) C B(Z,r),
esta bola no tendria ningan punto de S diferente del propio Z lo que contradice la hipotesis de que
T es un punto de acumulacion.
3.3.3 Punto aislado

Definicion 3.15: Un punto es aislado si no es de acumulacién.
Ejemplo 3.3:

e S=la,bU{c}

c es adherente pero no de acumulacién, es pues un punto aislado.
e S =[a,b] todos los puntos son de acumulacién

° S:{%,nzl,l...}

El Gnico punto de acumulacién es el cero. Todos los puntos son aislados. El conjunto de puntos
de adherencia es el S U {0}.

Demostracion. Para demostrar que 0 es punto de acumulacion, basta probar que,

1
V >0 dn; | 0<—<e. (3.21)
n

Pero esto es equivalente a probar que,

1
v E>0 dnieN | np>1/e, (3.22)
que es lo que hemos probado en el Teorema [CTT1 c.q.d.

e 7 no contiene ningin punto de acumulacién pero todos los puntos son adherentes, son puntos
aislados.
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3.4 Teorema de Bolzano-Weierstrass

Teorema 3.2: Sea S C R", si S es acotado e infinito entonces

=3ZeR" (3.23)
que es punto de acumulacion de S.

Demostracion. Fn R,
S acotado = sea [a, b] el intervalo que contiene a S

e Dividimos el intervalo [a,b] en 2 intervalos iguales, como minimo uno de ellos contiene un
subconjunto oo de puntos de S (si no fuera asi, entonces S seria finito), llamamos a dicho
intervalo: [a1,b1].

e Dividimos [a1, b1] en dos partes iguales. Denominamos [ag, b2 al que contiene un subconjunto
infinito de S.

Continuamos con este proceso y tendremos una coleccion numerable de intervalos, [ay,, by],

cada uno de los cuales tiene un ntumero infinito de puntos de S y cumpliéndose que:

[an,bn] cC---C [ag,bQ] C [al,bl] C [a, b] . (3.24)

La longitud de los intervalos es:
b—a

21’L

b, —a, =

Y se tiene, a1 < ag <az <---<a;, by > by >bg>--->b;, pero siempre a; < b;.
Consideremos ahora los conjuntos, A = {a;} = {a1,a2,...,a,} vy B = {b;} = {b1,ba,...,bn},
notemos que Vi,m : a; < by,

si m>i —a; <ay<b,=a <b,
si m=1i —a;<b
si m<i —a;<b <b,, =a; <by
(3.26)

con lo que todos los b, son cotas superiores del conjunto A y todos los a,, son cotas inferiores del
conjunto B.

Recordemos el Axioma 10, sea S C R, S # (), si S estd acotado superiormente = 3 supremo,
sup(S)-b, si S esta acotado inferiormente = 3 infimo, inf(S)—a. Asimismo A esta acotado supe-
riormente = 3 supremo de A. Sea ag =sup(A4), tenemos que ag < b,,Ym = ag es una cota inferior

En nuestro caso, B esta acotado inferiormente = 3 infimo de B. Sea by =inf(B), = ag < by.
Ahora bien, ag y by tienen que ser el mismo niimero, ya que si no lo fueran,

Siag <by = c=by—ag
b—a
pero 3 M | bM—aMZQ—M<c

lo que contradice que ap; < ag < by < byy (3.27)

por lo que,
ag=by=x. (3.28)
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Proposicion 3.3: Dicho x es punto de acumulacién del conjunto S.

Demostracion. Tenemos que ver que Ve > 0 By(z,€) como minimo contiene un punto de S diferente
de . Veamos, dado &, podemos encontrar un m tal que b,, — a,, < €/2, entonces tendremos que
am < x < by, y también

lam — x| < e by, — x| < € (3.29)

de donde
(@, bm) C By(x,¢) (3.30)

y ademads, como el intervalo (a,, b,,) contiene infinitos puntos de S,
By(z,e)NS #0 Ve, (3.31)

y x es pues punto de acumulacion de S.
c.q.d.

Ejemplo 3.4: El conjunto S = {%,n € Z} tiene un punto de acumulacién, el 0, que ademas no
pertenece a S.

Teorema 3.4: VS C R" las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) S es cerrado en R"
2) S contiene todos sus puntos adherentes
3) S contiene todos sus puntos de acumulacion

Demostracion. Varios casos

1= 2 S es cerrado = R™ — S es abierto. Consideremos un & adherente de S. Si Z estd en S no hay
nada que probar, si no lo estd, se tiene:

ZeR"-S =3IB@r)eR"-S§ (3.32)
pero esa bola cumple, B(Z,r) NS = = & no es adherente de S.

2=1 Veamos, S contiene todos sus adherentes, consideremos cualquier 7 € R" — S =¥ ¢ S, = 7
no es adherente (ya que todos estéan en S por hipétesis). Eso implica que 3 B(Z,7) NS = ()
lo que implica que esa bola pertenece a R™ — S con lo que R™ — S es abierto, y por tanto S
es cerrado

2=-3 Si contiene todos sus adherentes contiene todos los de acumulacién, ya que todos los puntos
de acumulacién son adherentes.

3=2 Sea 7 adherente de S. Si esta dentro de S no hay nada que probar. Sino lo esta: Z ¢ S =
Z € R" — S, pero al ser adherente de S tenemos,

VB(Z,r) | B@r)NS#0 = By(Z,r)NS#0 (3.33)

ya que el propio T no estd en S. Pero eso implicaria que & seria de acumulaciéon de S y no
estaria contenido en S en contradiccion con la hipotesis.

c.q.d.
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3.5 Recubrimientos, conjuntos compactos, teorema de Heine-Borel

Definiciéon 3.16: Una coleccién F' de conjuntos se denomina recubrimiento de un conjunto
S si
S C UAeFA. (334)

También se dice que F' recubre a S. Si I’ es una coleccién de conjuntos abiertos, se denomina
recubrimiento abierto.

Definicion 3.17: Un conjunto S C R" se dice compacto si cualquier recubrimiento abierto de S
contiene una subcoleccion finita que también recubre a S.

Teorema 3.5: (de Heine-Borel) Si F' es un recubrimiento abierto de un conjunto A C R™ y A
es cerrado y acotado
= (3.35)

3 una subcoleccion finita que también recubre a A.

Teorema 3.6: Dado S C R", las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) S es compacto.
2) S es cerrado y acotado.

3) Todo subconjunto infinito de S tiene un punto de acumulacion en S.



CAPITULO 4

FUNCIONES DE UNA VARIABLE

Recordemos que una funcion es una relacion entre dos conjuntos donde ningtin elemento del dominio
tiene dos imagenes diferentes.
Tenemos:

e polinémicas: p(x) = apz" + ap_12" 1 + - + a1 + ag, n > 1.
e algebraicas: f(z) | pu(@)y" + pn_1(x)y" ' 4 -+ pr(z)y + po(z) = 0 con y = f(x).
e trascendentes: no algebraicas, por ejemplo las exponenciales o los logaritmos.

Estudiaremos a continuaciéon las funciones polinémicas de segundo grado en dos variables, x e
1y, que se denominan conicas.

4.1 Conicas

Tenemos diversos tipos de ecuaciones de segundo grado que representan funciones c()nicasﬂ en
coordenadas cartesianas:

e circunferencia
e parabola
e clipse

e hipérbola.

'Nétese que en algunos casos tal y como estin definidas no son funciones, aunque es sencillo definirlas separadas
en distintas ramas, e.g. la semicircunferencia superior seria una funcion, y la semicircunferencia inferior seria otra.

ol
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La ecuacion de segundo grado en x,y mas general se puede escribir:
ay? +ba’ +exy+de+ey+ f=0. (4.1)
Después daremos definiciones geométricas de estas curvas y obtendremos sus ecuaciones, la
relacion funcional entre x e y que las describe. Finalizaremos con las ecuaciones de las conicas en
coordenadas polares.

4.1.1 Ecuaciones de las conicas

e Circunferencia. La relacion que la describe es la siguiente:

(z—a)®+ (y—b)? =r?. (4.2)

Figura 4.1: Circunferencia.

e Parabola. La expresion més general de una parabola es:

y=azx’+bz+ec. (4.3)

(010) X

Figura 4.2: Parabola.

2

Siy = ax”, vemos que si a < 0 la pardbola se abre hacia abajo, ademas si a crece la parabola

se hace mas estrecha.
. Donde aparecen parabolas en fisica? Varios ejemplos: el tiro parabélico, los espejos paraboloides
(antenas parabolicas).
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e Elipse. La relacién que define una elipse es,

Ty (4.4)

-b

Figura 4.3: Representacion grafica de la elipse de ecuacion ().

Las trayectorias de los planetas del sistema solar alrededor del Sol son elipses, en general un
objeto orbitando alrededor de otro describe una trayectoria eliptica.

e Hipérbola. La ecuaciéon de la hipérbola es:

x2 y2

Figura 4.4: Representacion gréafica de la hipérbola definida por la ecuacion EER

Si lanzamos un objeto con velocidad suficiente como para que no quede atrapado en el campo
gravitatorio del Sol, tendremos que describird una hipérbola.
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4.1.2 Secciones conicas. Definiciones geométricas.

iPor qué se denominan conicas?, basicamente porque se pueden obtener mediante la interseccion
de un plano y un cono. Dependiendo del angulo de corte entre la normal al plano y el eje del cono
tendremos los distintos tipos de cénicas como se puede ver en la figura L0

4

Circunferencia

Elipse

Parabola

Hipérbola

Figura 4.5: Secciones conicas (sacada de wikipedia.es).

Definicién 4.1: Circunferencia. Conjunto de puntos del plano (z,y) tales que la distancia entre
(z,y) y el centro (a,b) es igual a r.

P=(z,y) C=(ab) dist(P,C)Z\/(x—a)2+(y—b)2:
= (z—a)?+ ( —b)? =12 (4.6)

Definicién 4.2: Parabola. Conjunto de puntos del plano (x,y) equidistantes de un punto fijo F,
llamado foco, y de una linea recta fija, directriz.

Si escogemos los ejes de coordenadas del siguiente modo (ver figura ECH) :

e origen de coordenadas, 0: el vértice, con el eje x paralelo a la directriz.

e cje y sobre el eje de la pardbola. Si F'= (0,p) entonces y = —p es la directriz.
Sea un punto P = (z,y) de la paréabola,

- distancia de P al foco F', |PF| = /2% + (y — p)?

- distancia de P a la directriz, |Pdirectriz| = |y + p|

por lo tanto:
Va+(y—p)? =ly+pl (4.7)
elevando al cuadrado:

2
2?4 (y—p)P =2+ +p* 20y = (y +p)? = y* + 2py + p? (4.8)

por lo que
z? = dyp. (4.9)
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F=(0,p)

directriz y=—p

Figura 4.6: Parabola como lugar geométrico, definida mediante un foco, F, y una directriz.

Si llamamos a = ﬁ tenemos la ecuacion habitual de la parabola, y = axz?. Notese que esta parabola
es simétrica respecto al eje y, y = az? = a(—2)>.

Un buen ejercicio consiste en representar graficamente pardbolas con p > 0 con p < 0, y
pardbolas donde x e y estén invertidos.

Ejemplos de la vida diaria son, entre otros, las antenas parabolicas y los tiros parabolicos,
Y= %at2—|—bt+c.

Definicion 4.3: Elipse. Conjunto de puntos del plano (z,y) tales que la suma de las distancias
a dos puntos fijos, llamados focos, es constante.

Si elegimos los ejes de coordenadas de manera conveniente (ver figura ET):

e los focos sobre el eje x: F1 = (—¢,0), F» = (c,0).

e ¢l origen de coordenadas equidistante de los focos

Denominemos 2a > 0 a la suma de las distancias de un punto de la elipse a los focos,
|PFi|+ |PF3| = 2a
Vit +y?+ V(@ —c? +4> =2

entonces
2
(x—c)?+y*= <2a— (x+c)2+y2)

A2 = 2ca+ P4 2 =4a+ £+ 2cx+ LA 4P —dan/ (x4 )2 + o2
a? + cx = av/(z + )2 + 12

a* 4 2a%cx + A2a? = a’2? + 2dcx + a®P + a®y?
(a® — 2?4+ a*y? = a®(a® — &) > 0. (4.10)
Si definimos b? = a? — 2, tenemos:
2 2 focos :(+c, 0)
_ 2 _ 2 12
g—i-b—z—l c=a"—b (4.11)

vértices :(+a,0).
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xy) | (Ob)

\‘ (ayo) )

F2=(c,0

(0,-b)

Figura 4.7: Elipse como lugar geométrico, definida mediante dos focos.

podemos ver que la elipse es simétrica respecto del eje x y del eje y, como se puede ver al pasar de
Yy — —y y * — —x respectivamente.

Ejemplo 4.1: Un ejemplo sencillo, 922 + 16% = 144,

922  16y>
= 4L = 4.12
144 T 144 (4.12)
ue es:
a $2 y2
Etp= 1 (4.13)

dedondea=4,0=32=ad>-0>=T1.

Definiciéon 4.4: Hipérbola. Conjunto de puntos del plano (z,y) tales que la diferencia de las
distancias a dos puntos fijos, focos, es constante.

Escojamos los ejes de coordenadas del siguiente modo,
- eje x, pasa por los focos
- eje y equidistante de ambos.

Entonces la ecuacion de la hipérbola es,

|PF1| - |PF2| = +2a.

(4.14)
Podemos repetir el dlgebra que hemos utilizado para la elipse, y llegaremos a,
) , fo2cos :(2:|:c, 02)
% B 2_2 =1 Vécrtic:esa ;&f, 0) (4.15)

asintotas :y = +b/ax .
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e Conicas desplazadas

Si aplicamos una translacién a las ecuaciones que hemos estudiado, © — =z — h, y — y — k,
obtenemos las conicas desplazadas del origen (0,0) al punto (h, k).

4.1.3 Conicas en coordenadas polares

Hasta ahora hemos definido:

e La pardbola en términos de un foco y una directriz.

e La hipérbola y la elipse en términos de dos focos.
Ahora unificaremos la descripciéon de todas las coénicas en términos de un foco y una directriz.
Ademas, veremos que si situamos el foco en el origen, la seccion conica tiene una ecuacion sencilla
en coordinadas polares.
Teorema 4.1: Sea F' un punto fijo (denominado foco) y | una linea recta fija (denominada direc-
triz) sea e € RT un nmimero fijo, denominado excentricidad. El conjunto de puntos del plano,
P, tales que:

|PF|

LI R 4.1

es una conica y:
e sie<1= elipse
e sie = 1= pardbola
e si e > 1= hipérbola
Demostracion.

e c=1

En este caso tenemos la definiciéon geométrica de parabola, con lo que no habria nada mas
que demostrar.

e c#£1
En coordenadas polares tendremos,
|PF| =
|Pll| =d —rcosf
entonces
|PF| r
| Pl “Td—rcosd (4.17)

r=e(d—rcosf). (4.18)
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Se puede comprobar que esta definicién coincide con la que teniamos en cartesianas,

r? = e*(d — rcos 0)?

22 +y? =e2(d —x)? = e2(d? — 2dx — 2°)
(1 —e*)a? + 2de’x + y* = 2d?

2de’x 1, e2d?

1—e2 "1-2?Y T1_e
completamos cuadrados

2, 2de?x . de? \° de? \? n 1, e2d?
T — =
1—e2 1—e2 1—e2 1—e2? 1—e2
. e2d \? . y? B de? d+ de?
1—e2 1—e2 1—e¢2 1—e2

e2d \? y? d?e?
= 4.19
<x+1—62> e (1—e€2)? (4.19)

%+

que se puede escribir como,

2
(x * 1@_2?2) y?

d2e2 22 L. (4.20)
(1—e?)? (1—e?)
a) e<1(=1-¢2>0)
La ecuacién puede entonces escribirse como:
(z—h)? ¥
siendo
ed
h = — <0,
1—e¢?
2 72
9 e“d
“ = g
2d2

que es la ecuacion de una elipse centrada en (h,0). Los focos estan a una distancia ¢ del
centro de la elipse, ¢ = a® — b? = % > 0, de donde, ¢ = —h > 0. Con lo que vemos

que el foco definido en el teorema coincide con el foco de la definicion geométrica. La
excentricidad, e, se puede calcular como

e= S, (4.23)
a

b) e>1(=1-¢e2<0)
En este caso la ecuacion .20 se corresponde con la de una hipérbola con,

e2d
h = — >0
1—e2 ’
2,12
2 e“d
a® = 7(1_62)2>0,
2,12 212
poo ey (4.24)
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Podemos calcular ¢, ¢ = a®?4b? = --- = h como debia ser. Ademés podemos comprobar
que e = c/a.

c.q.d.

Hemos probado el teorema para los tres casos reconociendo los tres tipos de conicas, pardbolas,
elipses e hipérbolas, respectivamente. Para eso hemos reescrito la ecuaciéon en polares en funcién
de coordenadas cartesianas, ahora volvamos a la forma polar.

r=-e(d—rcosf) =r(l+ecosf)=ed (4.25)
por lo que la condicion que debe satisfacer un punto cualesquiera (r, ) para pertenecer a la conica
es: p

e
r=——— 4.26
1+ ecosf ( )

En general, la excentricidad, e = ¢/a. Podemos generalizar el estudio a otros casos, por ejemplo:

e Si la directriz esta a la derecha, x = d,

ed
S 4.27
"7 + ecosd ( )
e Si la directriz estd a la izquierda, x = —d
ed
S 4.28
T T ecosh ( )
e Si la directriz es paralela al eje x, y = +d,
ed
— _ 4.2
"T 1fesing (429)

La Circunferencia se puede pensar como un caso especial de la elipse en el que ¢ = 0, es decir,
donde los dos focos coinciden. En polares,

ed

= - = =0. 4.30
1+ ecosf pero ¢ = c/a ( )

r
., Como se reconcilia esto con la ecuacion de la circunferencia en polares que es claramente r=cte?
Necesitamos que d — oo de tal modo que el producto: ed — cte.

4.2 Limite de una funcién

Definicion 4.5: Sea una funcién y = f(x) definida en un cierto dominio A C R, y sea p un punto
de acumulacion de A, que puede o no pertenecer a A. Sea b € R un punto que puede pertenecer o
no al recorrido de la funcion.

La funciéon y = f(x) tiende al limite b (se escribe: y — b) cuando x tiende a p (se escribe
x — p), lo que se escribe como:

lim f(z) =b (4.31)

T—p
, - (z#£p) , ,
si Ve > 0 (por pequeno que sea), 36 >0 | Vx € A que satisfaga |x — p| < ¢, se verifica la
desigualdad,
|f(x)—0b| <e. (4.32)



60 CAPITULO 4. Funciones de una variable

y
y=f(x)
b+e
b
b—¢
X
p—-oP p+d

Figura 4.8: Representacion grafica del concepto de limite.

Dicho con otras palabras,
Ve>030>0 | sixzé€ By(p,d) = f(z) € Bo(b,e). (4.33)
Nota:
e p ha de ser un punto de acumulacion, pero no es necesario que p € A.
e Tampoco es necesario que b pertenezca al recorrido de f(z), ver figura L0

Graficamente se puede ver en la figura L8
Ejemplo 4.2: Probar que:
limdr —5=7. (4.34)
r—3
Consideremos cualquier € > 0,
f(z) =T <e=|dze-5-T<e=4zr—-3|<¢ (4.35)
con lo que si consideramos sencillamente un § = £/4 tendremos que
Ve > 0 cogiendod =¢/4 = |z —3| <d=|f(x) =T <e (4.36)
que era lo que necesitabamos probar.
Ejemplo 4.3: Probar que:

R
lim
r—2 r — 2

=1, (4.37)

2 . .
. _ x2-4 . . o . . .
La funcién f(z) = Z=; no esta deflnld.a en © = 2, esto no supone ningin problema ya que para definir
el limite sé6lo necesitamos que esté definida para valores tan cercanos a 2 como queramos, como es el

caso. Necesitamos demostrar que Ve >0, 35 >0 | se satisface:

x2—4
T — 2

—4‘<E si:]|r—2]<9. (4.38)
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f(p)

Figura 4.9: El limite no tiene por qué pertenecer al recorrido de f.

Pero, si
(r+2)(x—2)
T — 2

2 —4
—4‘: —dl=lz+2-4<e=z—-2|<c¢ (4.39)

T — 2

con lo que basta un § = ¢ para que se verifique, con lo que existe el limite de la funcién en el punto,
x=2, y es igual a 4.

Definicion 4.6: La funcion f(x) tiende al limite b cuando x — oo si

Ve>0 IN>0 | V>N (4.40)

se satisface:
|f(x)—b| <e (4.41)

y se denota:
lim f(z)=0». (4.42)

Definiciéon 4.7: La funciéon f(z) tiende a oo cuando x — a si

VM >0 36>0 | Vex#acon|r—al <) (4.43)

se tiene que
@) > M (4.44)

v se denota,
lim f(z) = oc0. (4.45)

Si la funcion tiende a infinito sélo tomando valores positivos (en la definicién anterior cambiando
|f(x)| > M por f(x) > M) se escribe,

lim f(z) = +o00. (4.46)

r—a

Analogamente se puede construir la definicion de,

lim f(z) = —o0. (4.47)

r—a
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Ejemplo 4.4: Probar que:

1
im — = o00. 4.48
:}:lg%)xQ > (4.48)
Veamos, si [z — 0| <& = |f(z)|=|%|=%> %> Msi

(4.49)

Asi pues dado cualquier M > 0, tenemos que si § = \/LM se cumple que si |z| <0 = f(z) > M.

Ejemplo 4.5:
1 1
lim <a;+ >:1:> lim <1+—>:1 (4.50)
T—00 xX T—00 X
con lo que,
1
‘<1+—>—1‘: —‘<E:>’J:‘>1/E (4.51)
T T

Por tanto si escogemos N = % tenemos que se satisface la desigualdad para cualquier |x| > N.

4.2.1 Limites laterales

Definicion 4.8: Limite por la izquierda de la funcién f(z) en el punto a. f(z) tiende a by
cuando x — a~, si se cumple:

Ve>0,36>0 | |f(z)—bi|<e sia—d<zxz<a (4.52)
y se escribe,
lim f(x) = b . (4.53)

Definiciéon 4.9: Limite por la derecha de la funcién f(z) en el punto a. f(z) tiende a by
six — at si se cumple,

Ve>0,30>0 | |f(z)—be|<e sia<z<a+d (4.54)
y se escribe,
lim+ f(z) =bsy. (4.55)

Definicion 4.10: Existe el limite de la funcién f(z) en el punto a si y sélo si:

lim f(z)=0b y lim f(z)=">. (4.56)

T—a~ z—a™t

4.2.2 Funciones acotadas; mond6tonas

Definiciéon 4.11: Se dice que la funcién f(x) esta acotada en el dominio de definicion de la
variable x, A, si,

IM>0 | [f(x)| <M VreA. (4.57)

Si no existe tal M la funcién no esta acotada en el dominio.

e La funcion f(z) esta acotada cuando z — a si

36>0 | |f(z)|]<M si ze€ Ba,d). (4.58)
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f(p)

Figura 4.10: Los limites por la izquierda y la derecha pueden existir y no coincidir, entonces
Blim,_, f(z).
e La funcion f(z) esta acotada cuando z — oo si

dN >0 | VY|z|>N festdacotada. (4.59)

Definicion 4.12: Se dice que la funciéon f(x) es monétona creciente si:

flxr) < fxg) sizg <zo. (4.60)

4.3 Infinitésimos
Definicion 4.13: La funcién a(x) es un infinitésimo cuando x — a si,

lim a(x) =0. (4.61)

r—a

Definiciéon 4.14: La funcién o(z) es un infinitésimo cuando x — oo si

lim a(zx)=0. (4.62)

r—+o0
Ejemplo 4.6:

e (z —1)? es un infinitésimo cuando = — 1.

e 1/x es un infinitésimo cuando = — oo.

Teorema 4.2: Si la funcion f(x) se puede expresar como la suma de un nimero b y de un in-
finitésimo cuando x — a, a(x), entonces

flz)=b+ a(x) (4.63)
tenemos,
ilg}l flx)=0» (4.64)

reciprocamente, silim,_, f(z) = b entonces se puede escribir, f(z) = b+a(zx) con a(x) infinitésimo
cuando x — a.
Andlogamente para lim,_. .
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307 y

y=1/x

Figura 4.11: Infinitésimo en  — 1 (izquierda), e infinitésimo en © — oo (derecha).

Y

Demostracion. Consideremos los dos casos, = y <:

(=)

f(x) =b+a(r) = |f(x) = b = |af (4.65)
pero sabemos que Ve > 0,3 > 0 tal que si # € (a — d,a + §) = |a(z)| < € lo que implica
que

|f(z) —b] <e=lim f(xz)=b. (4.66)

(<) Definimos a(x) = f(z) — b, entonces se tiene que:

Ve>0 36>0 | |Jz—a|<d |f(z)—b<e = |a(x)] < €. (4.67)

c.q.d.

Teorema 4.3: Si lim,_., a(z) = 0 pero se tiene que a(x) # 0 para x # a, entonces:

1
lim —— = 0. (4.68)
o)
Demostracion.
lima(z) =0 =Vve>0,30>0 | 0<|z—a|<d=0<|a(z)|<ce (4.69)
r—a
definimos,
1
M=-=VMecR 306>0 | 0<|z—al<d=|1/a(z)] > M. (4.70)
€
c.q.d.
4.3.1 Propiedades de los infinitésimos
e La suma finita de infinitésimos es un infinitésimo
n
a(z) = Z ag(x) con lim ag(z) =0 (4.71)
r—a
k=1
entonces,
lim a(x) =0. (4.72)

r—a
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e El producto de un infinitésimo en x — a por una funcién acotada en un entorno de a también
es un infinitésimo cuando x — a.

hnﬁ(ﬁ;)lag)l\; ’ Vae B(a,r)} = lim a(z) - f(z) = 0. (4.73)

e Si a(z) es infinitésimo cuando z — a y lim,_, f(z) = b # 0 entonces,

a(x)
e (4.74)

es infinitésimo.

4.3.2 Comparacion de infinitésimos
Dados dos infinitésimos, a(z), 8(x), * — a

e Silim,_, % = A = finito # 0, se denominan infinitésimos del mismo orden.

e Silim, ., % =1, se denominan infinitésimos equivalentes, a ~ f3.

e Silim, ., % =0, entonces B(x) es un infinitésimo de orden superior a a(zx).

o Silim,_., f(%)k = A = finito # 0, k € Z™, entonces 3(x) es un infinitésimo de orden k

respecto de a(x).

Teorema 4.4: «o(x),(x) son infinitésimos equivalentes < « — [ es un infinitésimo de orden
superior respecto de o y 3.

Demostracion.

(=) lim @ = lim (1 — %) =1—1=0y [ — aes de orden superior a 3 (del mismo modo se

podria hacer para a.
(«) lim @52 = lim (1—%) =1-lm%=lim% =1

c.q.d.

Ejemplo 4.7:

e lim, . Sigm =1.

o lim, 2102 — 16,

o lim, &2z — 4

e lim, . %3 =0 23 es infinitésimo de orden 3 respecto de x.
o lim, o 200 — g

e Notacién: o = x + O(a3).
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4.4 Teoremas fundamentales sobre limites

Teorema 4.5: Sean f(x),g(x) funciones definidas en A C R y con los siguientes limites,

lim f(z) =a lim g(z) =b. (4.75)
T—p T—p
Se tiene:
(1) suma (resta)
lim[f(z) £g(x)] =axb. (4.76)
T—p
(2) producto
lim[f(z) g(z)]=a-b. (4.77)
T—p
(8) cociente (sib#0)
flx) _a
— =—. 4.78
(4) potencia
lm [f(2)]" = [lim f(x)]" nezt. (4.79)
T—p T—p
Demostracion. Probemos a modo de ejemplo el caso (2), veamos, tenemos que:
lim f(z) =a = f(z)=a+a(z)con lima(z) =0,
x—p r—a
limg(x) =b = g(x) =b+ B(z) con lin%)ﬂ(m) =0, (4.80)
T—Dp €Tr—
por tanto,
f(x)-g(z) =ab+ af(x) + ba(zx) + a(x)[(x) (4.81)
pero la segunda parte son infinitésimos, = lim,_., f(z)g(z) = ab.
c.q.d.
4.4.1 Calculo explicito de lim,_,, 522
Probemos primero el siguiente teorema.
Teorema 4.6: Dadas tres funciones f(z),g(x),h(x) tales que,
f(z) < g(x) < h(z) (4.82)
y cumpliendo que lim,_,, f(x) = b = lim,_,, h(z),
= lim g(z) =b. (4.83)

T—p
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Figura 4.12: Relacion entre z, sinz y tanz.

Demostracion. Tenemos como hipétesis que:

lim f(z) = b= lim h(x)

z—p z—p
=
Ve 361,02 | si jx—pl<o | |f(z)—0b<e
|z —p| <d2 | |h(z)—bl<e
sea 6 = min(dy, d2)
=
—e< f(r)—b<e —e<h(x)—b<e
=
—e< f(r)—b<g(x)—b<h(x)—-b<e. (4.84)

La funcion, Sigfc no esta definida en el punto x = 0, sin embargo vamos a ver que existe el limite
yes 1.
Teorema 4.7: )
sin x
lim =1 (4.85)
z—0 X

Demostracion. (geométrica) Si consideramos, 0 < x < 7/2, tenemos siempre que (ver figura EE12)

sinz < x. (4.86)

Observemos ahora ademés que = < tanz en el mismo intervalo (notar, que el area del triangulo
ABC es (tanx)/2 y siempre es mayor que la seccion de circulo (en rojo), cuyo érea es x/2, ver

figura LT2) | con lo que,

sin x
sine <z <tanzx =sinz <z < (4.87)
cos
de donde (lo que ilustramos en la fig ELT3),
1> Sne > cosz. (4.88)
Inegualdad que también es vélida en —7/2 < x < 7/2 ya que sin(xz) = — sin(—x) y cos(—z) = cos .
Pero entonces tomando limites,
lim 1 > lim ST > lim cosz = 1 > lim S >1 (4.89)

xz—0 z—0 X x—0 z—0 X



68 CAPITULO 4. Funciones de una variable

f(x)=sin(x)/x

f(X)ZCOS(X)

0 I I F I
0 0.5 1 1.5 2 X

Figura 4.13: Las funciones sinz/z, cosz, 1, cerca del 0.

de donde el teorema nos asegura que

=1. (4.90)

c.q.d.

4.5 Continuidad

Definicion 4.15: (Continuidad) f(x) es continua en el punto x = a si se cumplen simultdnea-
mente:

(1) f(x) esta definida en un entorno de a: B(a,0d), que incluye el punto a (a € A, dominio de f)
(a no es un punto aislado).

(2) 3 lim,_,, f(x) y es finito, y coincide con f(a),

lim f(z) = f(a). (4.91)

r—a

Definicion 4.16: (Definicién alternativa de continuidad:) Suponemos f(x) definida en zy y en un
entorno B(xg,r), sea yo = f(xo). Consideremos un punto zo + Az € B(xg,r), entonces la funcion
serda: yo + Ay = f(xo + Azx), donde formalmente lo tinico que hemos hecho es definir:

Ay = f(zo + Ax) — f(x0) . (4.92)

La funcién f(z) es continua en el punto x = xg si estd definida en un entorno de x (incluido
‘TO) y Si;
lim Ay =0 4.93
Az—0 Y ( )

que se puede expresar como
(1) limagz—o f(zo + Az) = f(x0).
(2) limg g f(2) = f(20).
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Definiciéon 4.17: Una funcién es continua en un intervalo (a,b) si lo es en cada uno de los puntos
del intervalo.

Teorema 4.8: Si f(x) y g(x) son funciones continuas en xo con g(xg) # 0 y sean o y pu dos
niimeros reales cualesquiera, se tiene que,

o af(x)+ ng(z) es también continua en x.
o f(x)/g(z) es también continua en xg.
o f(x)-g(x) es también continua en xy.

Demostracion. La demostracion es sencilla, léase factible, a la vista de la propia definiciéon de

continuidad y de las propiedades de los limites.

4.5.1 Discontinuidades

f(x) es discontinua en el punto xg si no es continua, lo que puede ocurrir:
(i) Si f(zo) no esta definida.
(ii) Si #limy_., f(z) (0 es infinito).
(i) Si i gy /() # f(20).
Existen varios tipos de discontinuidad

e Discontinuidad evitable

Se dice si 3 lim,_, f(z) pero lim,_, f(x) # f(a), para evitarla se podria redefinir f(a) como

f(a) =lim,_, f(x).

e Discontinuidad inevitable (esencial)

— De salto: 3 lim,_,,— f(x) y lim,_,,+ f(z) pero no son iguales.
— Oscilantes, cuando no existen uno o ambos limites laterales.

— Infinita, cuando uno o ambos limites laterales son 4oo.

En las figuras 214 se muestran ejemplos.

S~ — T

X X

Figura 4.14: Dos tipos de discontinuidad esenciales, de salto (izquierda) e infinita (derecha).
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sin(Tvx)

Figura 4.15: El tercer tipo de discontinuidad esencial: oscilante.

4.5.2 Funciones continuas en un intervalo

Definicion 4.18: Una funcién f : [a,b] — R es continua en el intervalo [a,b] si satisface las
siguientes condiciones,

i) Si es continua en x, Vx € (a,b).
ii) Es continua por la derecha en a, esto lo definimos como:

Ve>0 36>0 | a<z<a+d=|f(z)— fla)|<e. (4.94)

iii) Es continua por la izquierda en b,

Ve>0 36>0 | b—d<z<b=|f(z)—f(b)|<e. (4.95)

4.5.3 Propiedades de las funciones continuas en un intervalo

Teorema 4.9: Si la funcion f(x) es continua en el intervalo [a, b

{EI al menos un punto x1 € [a,b] | f(x) < f(zr1))=M V€ la,bl.

3 al menos un punto xo € [a,b] | f(z) > f(ze)=m Vz€la,b]. (4.96)

M es el valor mdzimo de f(x) en el intervalo [a,b] y m es el valor minimo de f(x) en el intervalo
[a,0].

No demostraremos el teorema, sin embargo la interpretacion geométrica es sencilla.
Nota: Es importante que el dominio sea cerrado, de no ser asi f podria ser continua y acotada y
no tener maximo, un ejemplo, f(x) = z en el intervalo (0, 1).

Teorema 4.10: Teorema de Bolzano: Sila funcion f(x) es continua en el intervalo [a,b] y es
tal que

fla)f(b) <0 (4.97)

entonces se tiene que 3 como minimo un punto ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Nota: La interpretacion grafica es de nuevo sencilla. Notese que una posible demostracion con-
structiva podria pensarse subdividiendo el intervalo [a, b] sucesivas veces manteniendo siempre que
en los extremos de los nuevos intervalos de menor tamafo se tenga que la funcién cambia de signo.
Habria que probar que la interseccion de todos esos conjuntos no es vacia, y es de hecho un punto.
Asi, se puede ir acotando la zona en la que la funcién cambia de signo y por tanto, al ser continua,
donde cruza al cero.
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f(x) B f6)

f(x)

(@) (b) ()

Figura 4.16: Tlustracion de los tres teoremas para funciones continuas en un intervalo [a,b]. (a)
Existencia de méximo y minimo, (b) Teorema de Bolzano y (c¢) Teorema del valor medio.

Teorema 4.11: Teorema del valor medio: Sila funcion f(x) es continua en el intervalo |a, b
y es tal que f(a) = Ay f(b) = B con A # B, entonces:

Vue (A,B) Fcela,d | fle)=p. (4.98)

Demostracion. Aplicar el teorema de Bolzano a la funcion g(z) = f(z)—u, supongamos que A < B,
entonces A < p < B, se puede ver que, g(a) = f(a) — p < 0y ademés g(b) = f(b) — pu > 0 lo que
implica que existe un ¢ tal que

9(c) = 0= f(c) —p. (4.99)

En la figura se ilustran los tres teoremas.

4.6 Continuidad uniforme

Ahora presentaremos una condicién mas fuerte que la de continuidad, denominada continuidad
uniforme y demostraremos que es equivalente en intervalos cerrados y acotados.

Definiamos continuidad del siguiente modo. Si f: A C R — R es una funcion continua en todos
los puntos del dominio A, lo que es equivalente a:

Vae A VYVe>0 36>0 | silz—a|l<d=|f(z)— fla)] <e. (4.100)

En general, a cada ¢ le corresponderd un niimero ¢ que dependerd de € y también del punto a. Es
decir, si la funcién es continua en su dominio A, no es de esperar que dado un £ > 0, el mismo
valor d sirva para todos los valores del dominio. Pero esto podria ocurrir.

Definicién 4.19: Continuidad Uniforme
Una funciéon f: A C R — R es uniformemente continua en A si

Ve>0 36>0 | |f(z)— flzo)| <e Vzmg | |x—mo| <. (4.101)

Ejemplo 4.8: f(x) = 4z es uniformemente continua en A = (0,1).
Dado un € > 0 si cogemos § = £/4 se tiene,

|f (@) = f(z0)| = 4|z — 0| <45:4Z —c. (4.102)
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Ejemplo 4.9: f(z) = 1/x no es uniformemente continua en A = (0, 1).
Consideremos, ¢ = 1, veamos, para cualquier 6 >0 In e N | 6 > 1/n > 0, (ver el Teo-
rema [[TI]) asi pues si ahora cogemos z =1/ney=1/(n+ 1) se cumple,

lt —yl=1[1/n—1/(n+1)|=1/(n(n+1)) <1/n<d (4.103)

y al mismo tiempo,

[fl@) = fyl=1=¢, (4.104)
con lo que es imposible que se satisfagan las premisas de la definicién de continuidad uniforme.
Ejemplo 4.10: f(z) = 1/x es uniformemente continua en A = (a,1), 1 > a > 0.

Veamos, dado un € > 0, basta con coger § = a’¢, entonces vemos que para cualquier z,y tales que
|z —y| < J se tiene,

2

1 1 e —y| |z—y| 0 s=a2 a®¢
— = |- = —| = < < —= = — = 4.105
1) -l =[5 -5 | =B o Sttt (4.105)
con lo que hemos probado que Vz,y € (a,1) | |x—y| <dy|f(x)— f(y)| < e con § dependiente
de ¢ pero no del punto en cuestién dentro del intervalo.
Ejemplo 4.11: f(x) = x?. Esta funcién es continua en A = [0,1], jserad también uniformemente
continua dentro de dicho intervalo? Consideremos un p € Ay un z € A,
0<z<1
0<p<1
|f(z) = f(p)| = |&* = p*| = |(z = p)(z + )] < T2e-pl<e (4.106)
asi vemos que si escogemos § = €/2 se verifica que
[f(z) = f(p)] <20 =2¢/2 =¢, (4.107)

cuando |z — p| <.

4.6.1 Teorema de Heine Cantor

Teorema 4.12: Sea f : A — B, sea S C A un subconjunto compacto (cerrado y acotado) y

supongamos que f es continua en S
= (4.108)

f es uniformemente continua en S.
Ejemplo 4.12:
o fla)=aen (0,1)y [0,1]

e f(z)=1/z en (0,1) (no se cumple).

4.7 CAalculo de limites

4.7.1 Resolucién de indeterminaciones

Hay limites en los que no es facil intuir el valor del limite de una funcién. Un ejemplo seria,

mh—{rolo(\/:n+2_\/E)Zlerolo(\/:E—i_Q)_ lim (/) = 00 — o0 (4.109)

i
— Tr—00
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en tal caso se dice que hay una indeterminacién. Podriamos recalcularlo del siguiente modo,

. — — lm Vz+2-Vr)(Vz+2+ Va)

2
= lim ———— =0. (4.110)

Vat2tyD)

Las indeterminaciones pueden clasificarse del siguiente modo:

0 00

00 —00, =, —,0-00, 1%, 0 o (4.111)
0 00
1) Indeterminaciones: 0 - oo, 8, =

(son todas equivalentes, basta ver que 0/0 — 0-1/0 — 0-0c0---)

Se pueden intentar calcular utilizando la regla de L’Hopital que veremos en detalle en la
seccion b8
Si

lim f(z) =0 limg(z) =0, (4.112)

r—a r—a

si existe el lim,_, f'(x)/g'(x) entonces se cumple que,

f@) L f@)
}:gl}z g(x) o i—m g’(a:) ' (4113)

En el caso de limg_, f(2)g(z) = 0 - 0o la reescribimos como,

tim f(x)g(r) = 10 = 2. (4114)
g(x)

2) Indeterminaciones: 0%, oc?, 1%

Se determinan tomando el logaritmo de f(a:)g(m) y haciendo después el limite que sera del
tipo 0 - 0o, recordando,

1 €T
lin%)(l +2)/* =e= lim <1 + —) . (4.115)
r— T

r—=+0o0

Ejemplo 4.13: Indeterminacién 1>
Si

lim f(z)9@ = 1%

r—a

= lim[1 + f(z) — 1]9@

r—a

_ 1 q9@)[f(=)-1]
. 1 flz)—1
= lim | {1+ — (4.116)
flx)—1
Donde hemos usado,
1
F@ -1 | [y=ot
lim <1+ } ) [ fé”)’l] lm (1+1/u)" =e. (4.117)
r—a W U—o0
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La habriamos transformado en una indeterminacién tipo g(x)[f(x) — 1] = oo - 0, que podria ser
resoluble, pasando a tener:

lim f(z)9®) = 1% = ¢b con b= lim g(z)[f(x) — 1]. (4.118)

r—a r—a

Ejemplo 4.14: Varios casos:

(1)
1 55‘2 1 xrq T
lim <1+—> = lim [(1—}——) ] = lim e = . (4.119)
(2)
1
1\* 1\“]" .
lim <1 + —2> = lim <1 + —2> = limer =&’ =1. (4.120)
(3)
1/
lim 2+ 22" : = 1% = elimxﬂo(h(x)—l)g(x)
z—0 \ 2+ x3®
24 22" 40
h = 1
(z) 2+ x3* -
1 z—0
g(x) = >
con lo que
) L 2422 =2 —-23"\ 1 . x(2"-3")1
lim(h(z) = Dg(e) = HB( 2 + 237 >E T om0 2+ a3 w
2% — 37 1-1
~ lim ) _ =0 (4.121)
z—0 24 x3% 2
y asi nuestro limite original es:
z\ 1/z
lim (2122 = =1, (4.122)
z—0 \ 2 + x3%
3) Indeterminaciones oo — oo
Un ejemplo de este tipo es lim, oo (y/2 — ).
En general puede reescribirse como,
1— M)
. L glx)\ _ . ( @)
liny () — g(o)] = fim 7o) (1= 250) = g SO (azy

y tratarlas como indeterminaciones tipo § (L’Hopital) o (cc - 0).



CAPITULO 5

DERIVADAS

En este tema vamos a estudiar el concepto de derivada de una funcién, piedra angular del célculo
diferencial. Basicamente, el concepto de derivabilidad de una funcién en un punto requiere que la
funcion sea “mas regular” en ese punto que ser sencillamente continua.

Grosso modo si continua era una funcién cuyo grafo se podia realizar sin levantar el lapiz del pa-
pel, derivable serd una funcién continua que ademds no tenga cambios bruscos de comportamiento.
Esto puede reescribirse como que derivables son las funciones que pueden aproximarse localmente
por lineas rectas.

Desde el punto de vista fisico, o en general de modelizacién de procesos naturales, la derivada
mide el cambio o la variacién de la funcién respecto de la variable. Asi si tenemos un movil, un
coche por ejemplo, que recorre una carretera, si medimos el espacio recorrido en funcién del tiempo,
podemos ver que la derivada de la funcién se corresponde con el concepto de velocidad instantanea.
Para medir la velocidad en la practica tendremos que medir intervalos de tiempo y ver cuanto ha
recorrido el movil en dicho tiempo, asi obtendremos medidas medias de la velocidad. El concepto
de velocidad instantanea surge cuando hacemos dichos intervalos temporales utilizados para medir
muy pequenos, tendentes a cero.

5.1 Derivada de una funcién en un punto

Definicion 5.1: Sea f(x) una funcion real definida en un intervalo abierto (a,b), sea ¢ € (a,b),
llamamos derivada de f(x) en el punto c al limite siguiente:

f'(c) = lim M, (5.1)

r—cC Tr — C

6]
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si este limite existe y es finito se dice que la funcién f(x) es derivable en el punto ¢ y se denota,

7o) =L, 5.2)

Que f’(c) exista quiere decir que:

f@)=f(0)

o Jlim, .+ ———

y coinciden.

f(z) — f(e) y  — ¢ son infinitésimos del mismo orden cuando z tiende a ¢, si f'(c) # 0.

e Derivabilidad implica continuidad, veamos, si 3 f’(c) entonces,

f'(c) = lim fo) = flo) = lim f(x) — f(c) = lim f'(¢)(x —¢) =0 (5.3)

T—cC Tr—c T—cC T—cC
de donde, lim,_,. f(x) = f(c) que es la definicién de funciéon continua en un punto c.

e Una definicion de derivaba equivalente esﬂ:

/ - flet+h) = fo)
fie) = lim - : (5.4)
Definicién 5.2: Si f(x) es derivable para cualquier ¢ € (a,b) podemos construir una nueva funcién
f'(¢) Vece (a,b) = f'(x) definida en todos aquellos puntos en los que f es derivable. Dicha funcién
se denomina derivada de f(x).

Esa funcién podriamos en principio derivarla de nuevo y construir una nueva funcion f"(z) y
en generald,

dfn=1)

f(w) = ——

n=12, (5.5)

[

5.2 Interpretacién geométrica de la derivada

Recordemos la definicién de derivada:

f'(¢) = lim @) = () : (5.6)

r—c r —cC

entonces si z esta cercall de ¢ podremos escribir,

fl@)~y=fle)+ fio)(x - o) (5.7)

que no es més que la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto c¢. Para comprobar esto
podemos ver como el cociente que define la derivada tiende a la pendiente de la curva en el punto
c. En la figura BJl vemos dicho angulo. Utilizando la definicion equivalente,

o) =t FEED) = @)

h—0 h ’

(5.8)

podemos observar como al hacer tender h a cero tiende a ser la pendiente de la tangente a la curva
en dicho punto, tana = w Dicho de modo formal

!Basta considerar £ = ¢ + h en la definicion L1l
?El caso n = 0 se define como, £ (z) = f(z).
*Rigurosamente, Ve >0 36>0 | 0<|z—c/<é =|f(x)—vy|<e.
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f(x+h)

f
f (X) o 1 (X)

f(c)

/ X x+h c X

Figura 5.1: Interpretacion geométrica. La tangente del angulo « tiende a f’(x) a medida que h
tiende a 0.

fx) = f(c)

r —cC

Ve>0 36>0 | |z—¢/<d= —fllo)| <e (5.9)

con lo que si existe la derivada en ¢ podremos aproximar la funcién alrededor de ¢ por su recta
tangente. Esta aproximacion serd tanto mejor cuanto mas pequeno sea el € que consideremos, lo
que se corresponderd con que cojamos § también cada vez menores.

Ejemplo 5.1: jExiste la derivada en el origen de la funcién f(z) = |z|?

flx)—f(0) |z -0
ey I
i J@®—fO el =0
z—0— xr—0 z—0- = —0
. f(x) = f(0)
> Al T (510)

por lo que la funcién no es derivable en z = 0. Asi pues no podemos aproximar la funcién valor absoluto
de x por una recta en un entorno del cero, como se puede ver en la figura dicha recta seria distinta
cerca del cero por la izquierda que cerca del cero por la derecha.

f)=Ix]

Figura 5.2: La funcion f(x) = |z| (izquierda) y su derivada (derecha).
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5.3 Derivadas de funciones elementales

o f(x)=2a",nel

LS - @) @b e
h—0 h h—0 h
‘ "+ n:En_lh + "("2_1)l,n—2h2 I N
= lim
h—0 h
) nx"1h + n(nz—l)xn—2h2 I N
= lim
h—0 h
= nz"! (5.11)
lo que es valido V&
flz)=2a" f'(z)=mna""L. (5.12)
Recordemos el binomio de Newton,
n __ - n n—iyi
(a+b)" = <n—z> a"'b (5.13)
i=0
con |
n n!
= —. 5.14
<m> m!l(n —m)! (5.14)

. sin(z + h) — sin(x)

, _ 1 sin(x

fi(z) lim .
recordemos

1 1
sinag —sinb = 2 cos[g(a +0)] Sin[a(a —b)]

con lo que
_ %%2008 (%) sinh/2 :fllhg%]cos <2x;—h> sin}i?2/2)
sz =0 cos(z) . (5.15)
Se escribe,
f'(z) = cos(x) ds(iiI;(x) = cos(z) . (5.16)

 f(x) = cos(x)

. + h) — cos(x)

, _ ) cos(z

fi(z) lim o
recordemos

cosa —cosb = —2 Sin[%(a +b)] Sin[%(a —b)]

con lo que
_ lim —QSin(%;'h) sinh/2
h—0 h
. . (2x+h)\ sin(h/2)
= lim (—
fim (=) sin < 2 ) h/2

[sin(x)fv::c ,z—0]

—sin(z) . (5.17)
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Teorema 5.1: Sean f y g dos funciones continuas y derivables en ¢ € (a,b), entonces,

f+yg
f9
flg g(c) #0
Af (A € R, cte)
(5.18)

son también derivables en el punto c y las derivadas vienen dadas por las siguientes expresiones,

(f+9) () = f()+d()
(f-g)/(c) = f/(C)g(C)-i-f(c)g/(c)
(f/9)(c) = f@w@;55@9w>
(M) = Af'(e). (5.19)

Demostracion.

e Producto

(F a)(c) = nml@9@ =)

_ i L ®)9(@) = f@)g(e) + f(@)g(c) — f(e)g(c)
= lim f()2®) 29O |y g0 L@ 1)
= f(a)g'(c) + f'(c)g(0). (5.20)

Notese que el ultimo paso de la demostracion puede darse ya que sabemos tanto que f(x) y
g(z) son continuas en ¢ como que son derivables en c.
e Cociente

Al ser una funciéon continua tenemos que si g(c¢) # 0, 3 B(c,r) tal que g(x) # 0 dentro de
dicha bolaﬂ. En dicha bola se cumple,
— 1

"(¢) = lim 1/g9(x) —1/g(c) — lim 1 _ (e
(1/9) (C) - i—w T —c i—m g(x)g(c) T —c 9(0)29 ( )

Una vez probado basta considerar (f/g)" como (f-1/g)
c.q.d.

Ejemplo 5.2: Utilizar dichas reglas para, por ejemplo, calcular la derivada de f(z) = tanx.

5.4 Regla de la cadena

Teorema 5.2: Sea [ una funcidn definida en un intervalo abierto S y sea g una funcion definida
en f(S). Consideremos la funcion compuesta, (ver figura[L3), g o f definida en S a través de
la expresion,

(go f)(x) = g(f(x)) (5.22)

“Esto puede probarse sin mas que considerar un ¢ = g(c)/2 al aplicar la definicion de continuidad en z = c.
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Figura 5.3: Representacion de la funcién compuesta g(f(x)).

S — f(5) = g(£(5))
z — f(x) — g(f(z)) (5.23)
x — g(f(z)).
Entonces se tiene que,
(g0 f)(c) =g (f(c)f'(e), (5.24)

0, escrito de otra forma,

M_}{zzg(y)}_) dz _ dz dy

e 0 = fl) = (5.25)

dr dy dz°
Demostracion. Veamos, al ser f(z) derivable en ¢ y g(y) derivable en f(c) podemos escribir®,

f(@) = f(e) ~ f(e)(x = o)

g(f (@) — g(f(c)) ~ g'(f()f (x) = f()] ~ g (f())f'(e)(@ —c) (5.26)

de donde tenemos que
(go f)(@) = (g0 f)(c) ~ g (f(e)f(c)(x — ) (5.27)

lo que quiere decir que
(g0 f)(c) =g'(f(e))f'(c) (5.28)

Ejemplo 5.3: Calcular la derivada de:

2

y = sin(z” cos(x)) (5.29)

tendriamos, llamando, f(z) = sin(z) y g(x) = 22 cos(x) que sus derivadas son: f/(x) = cos(x) y

¢ (x) = 2z cos(x) — x? sin(x) entonces la derivada de la funcién,
y=f(9@) = o = F'(g(2))g (z) = cos(s? cos(x)) 2z cos(x) — a?sin(z)] . (5.30)

Recordemos que encontrar la funciéon derivada es un problema bien definido y que es relativa-
mente sencillo de programar, se podrian pensar miltiples métodos de programar un computador
para que encuentre la derivada de una funcién en un punto.

SRecordemos que a(z) ~ B(x) significa que son infinitésimos equivalentes, en nuestro caso en el punto x = c.
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5.5 Funcién inversa; funcién implicita. Derivadas laterales y difer-
encial

5.5.1 Funcién inversa y su derivada

Teorema 5.3: Sea la funcion y = f(z) continua y biunivoca en [a,b] y derivable en xy € (a,b),
entonces se puede definir la funcidén inversa, f=1 tal que

—1

e Ly 4Dz (5.31)

Entonces se tiene que para cualquier xo € (a,b) con f'(xo) # 0 y siendo yo = f(x0), tendremos,

(f ™ (wo) = 1/ £ (o) - (5.32)
Que puede escribirse como,
dy 1
dy

Demostracion. La demostracion se puede hacer de dos formas,

e A través de la deﬁnici(’)nﬁ:

vy STy = o) r—x9g 1
R R S G DR N
e Utilizando la regla de la cadena
@) = (5.35)
derivando
S (f@)f (@) =1= () (f@) = 1/f (). (5.36)
c.q.d.
Ejemplo 5.4: Por ejemplo podria utilizarse para obtenerﬂ,
(arcsin(x))’ -l<z<1 (5.37)
sabemos que,
(arcsin(sin(z))) = () =1, (5.38)
pero utilizando la regla de la cadena,
arcsin’(sin(x)) cos(z) = 1 = arcsin’(sin(z))) = cosl(:n) (5.39)

si ahora realizamos el cambio de variable,

z = sin(z) = cos(z) = V1 — 22 —m/2<x<T7/2 (5.40)

de donde, .
(arcsin(z))’ = Nk (5.41)

SAl ser y continua en zo hacer x tender a zo es equivalente a hacer y tender a ypo.
"Notese que en el intervalo considerado la funcién sin(z) es biunivoca.
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5 _a A(-1/2)
y=(1-x)
y=arcsin(x)
L. YESIng)
[ EETTERTR [ 0/,*_/ .............. foeeereeennneees] | X
-2 1,270 1 2
.......... g
2L

Figura 5.4: Grafica de la funcion arcsin(x), su derivada y la funcion sin(x).

5.5.2 Derivada de la funcién implicita

Supongamos que nos dan una relacion del tipo, F'(x,y) = 0, esto es, tendremos una relacion que
nos liga los valores de x e y. De tal modo que si fijamos los valores de x los valores de y no seran ya
arbitrarios sino que vendran determinados por dicho z. Asi pues dicha relacion se dice que define
de forma implicita la funcién y = f(z). En algunos casos la relacion puede definir varias funciones,
por ejemplo,

24y —a’=0 (5.42)

es una relacion que define de forma implicita las funciones,

— 22 yo2(x) = —Va? —22. (5.43)

No siempre se puede pasar de la forma implicita a la forma explicita, por ejemplo la relacion:

y1(x) = Va?

y — 3z% — 3sin(y) =0, (5.44)

no permite escribir y como funcion de z, y = f(z), de forma explicita. Sin embargo cualquier
funcién explicita si que se puede escribir en forma implicita, por ejemplo,

f(z) = 42* — sin(z) (5.45)
puede escribirse trivialmente como,
y — 4x? +sin(z) = 0. (5.46)

La derivada de la funciéon implicita se puede obtener del siguiente modo, por ejemplo, para el caso

anterior,
22+ —ad>=0 (5.47)

derivando toda la igualdad respecto de x obtendremos,
2z + 2yy’ =0 =y =—a/y (5.48)

con lo cual en general podemos obtener la derivada de la funcién implicita como funcion de x y de
V.
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Otro ejemplo,
y? — 4ax =0 (5.49)

derivando tenemos

2yy’ =4a =y =2a/y = +2a/(2V/ax) = i\/g. (5.50)
x

5.5.3 Derivadas laterales e infinitas

Hasta ahora hemos definido la derivada de una funcién f(z) en un punto ¢ interior al dominio

(a,0),
£1(0) — tm 1) =10

T—cC T —c

finito . (5.51)

Ahora ampliaremos este concepto para incluir,

1) Los extremos del intervalo.

2) El caso en el que la recta tangente a la curva sea vertical, el limite sera infinito.

Definicion 5.3: Derivada Lateral. Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b].
Diremos que f admite derivada lateral por la derecha en a si,

lim @) = J(a) = f'(a) 3 y es finito. (5.52)
z—at r—a
Andélogamente, diremos que f admite derivada lateral por la izquierda en b si,
— f(b
lim fa) = 1) _ f(b) 3 yes finito. (5.53)
r—b— r—0b

Definicion 5.4: Derivada infinita. Sic € (a,b) diremos que tiene derivada infinita (= la recta
tangente es vertical):

flle) =400 si fL(c) = fi(c) = +oo (5.54)

(analogamente para —oo).

5.5.4 Diferencial de una funcién

Veamos, si una funcion es derivable tenemos,

flz+h) - f(z)

! — 1 .
fiz) = lim o (5.55)
llamemos a Ax = h, y definamos,
Af = flx+Az) - f(z), (5.56)
con lo que la derivada es ahora,
Af
() = lim —=. .
=m0 A 97
Entonces seguro que la funcion A f/Ax se puede escribir como, (esto lo vimos en el Teorema E2)
Af
— = A .
Az (x) + a(Ax) (5.58)
con lima, 0 a(Az) = 0. Por tanto,
Af = f'(z)Ax + a(Az)Ax (5.59)

con lo que hemos escrito Af como la suma de dos términos, uno de ellos proporcional a Az y el
resto de orden como minimo (Az)?.



84 CAPITULO 5. Derivadas

Definicion 5.5: Se define el diferencial de una funcién, df, como la parte del incremento que
es proporcional a A,

df = df(z,Ax) = f'(2)Ax. (5.60)

Notemos que si f(x) = x tendremos,

dz = 1Az (5.61)
que se toma como definicién del diferencial de la variable independiente dz, por tanto,
df = f'(z) dz. (5.62)
Nota:

e Entonces utilizando el concepto de diferencial podemos reescribir la regla de la cadena del
siguiente modo: y = f(x) y z = g(y),

df _ dg dy

g@) =gwf'(x) J) =4 L= dy de (5.63)

e Si f/(x) = 0 entonces df(z) = 0 lo que significa que f no es sensible a cambios infinitesimales
de la variable z.
5.6 Analisis de la variacién de funciones

5.6.1 Crecimiento, extremos (maximo y minimo)

Teorema 5.4: Sea f continua y derivable, definida en el intervalo abierto (a,b), entonces f es
localmente mondtona creciente en un punto ¢ € (a,b) si,

f'(e)>0. (5.64)

Demostracion. Introducimos la funcion auxiliar, f*(z), definida como,

@-fe)
fr(x) = {f e sl ate (5.65)

flle) si xz=c.
f*(x) es continua en (a,b), entonces al ser f*(c) > 0 se tiene,
= 3 B(c,e) C (a,b) | f*(x)>0 Vze B(ce) (5.66)
entonces es facil ver que

siz>c= f(x) > f(c)
siz <c= f(z) < f(c) (5.67)

por lo que f es mondtona creciente. (De igual modo se puede probar que si f'(z) < 0 entonces la
funcion es monodtona decreciente).
c.q.d.

Definicion 5.6: f, definida en I C R tiene un maximo local en el punto a si,

dB(a,e) C 1 | Yz e Bla,e) = f(z) < f(a). (5.68)
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Definicion 5.7: f, definida en I C R tiene un minimo local en el punto a si,
dB(a,e) 1 | Yz € B(a,e) = f(zx) > f(a). (5.69)

Nos referiremos a extremos locales de la funcion f(z) para englobar tanto maximos como
minimos locales.

Teorema 5.5: Sea [ definida en (a,b), si f tiene un extremo local en el punto ¢ € (a,b) y f es
derivable en ¢ (3 f'(c) finita),
= f'(c)=0. (5.70)

Demostracion. Con las condiciones del teorema, si f'(¢) > 0 hemos probado que serfa creciente con

lo que no podremos tener un extremo en dicho punto. Analogamente si f/(¢) < 0 la funcion seria

localmente decreciente y no podria tener un extremo en dicho punto. Asi pues, ya que una de las

hipotesis es que la derivada exista en dicho punto no queda otra posibilidad que f/(c) = 0.

e Elinverso no es cierto. Ejemplo, f(x) = 23, en el intervalo (—1, 1), podemos ver que f(0) = 0,
sin embargo la funcién no tiene ni minimo ni méaximo local en dicho punto.

En la figura vemos un ejemplo en el que estd indicado explicitamente el signo de la derivada en
las distintas regiones.

N\

Figura 5.5: Derivadas positivas y negativas indican regiones donde la funcién crece o decrece
respectivamente.

5.7 Teoremas del valor medio para derivadas
5.7.1 Teorema de Rolle
Teorema 5.6: Sea f continua en [a,b], derivable en (a,b) y con f(a) = f(b)
=3ce(a,b) | fc)=0. (5.71)

Demostracion. Como f es continua en [a, b] sabemos que existen M y m que son los valores méximo
y minimo de f en dicho intervalo [a,b], ver seccion E53l Sean c¢; y ¢y pertenecientes a [a, D]
cumpliendo, f(c1) =M y f(e2) =m.
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e Si el maximo y el minimo se encontraran en los extremos del intervalo, entonces, M = m =
f(a) = f(b) por lo que la funcion serfa constante en el intervalo, y entonces f'(¢) = 0 en
cualquier ¢ € (a,b).

e Si uno o ambos, ¢ y ¢, pertenecen a (a,b) entonces hemos probado que f' = 0 en dicho
punto.

c.q.d.

Nota: Obsérvese que hemos impuesto derivabilidad en todo (a,b).

f(d)=0

f(@)=f(b)

Figura 5.6: Visualizacion del teorema de Rolle.

5.7.2 Teorema del valor medio generalizado, de Cauchy

Teorema 5.7: Sean f,g continuas en [a,b] y derivables en (a,b), supongamos que Pz € (a,b)
| f'(z),d (z) sean infinitas simultdneamente. Entonces,

dee(ab) | [f(0) = fla)g'(c) = [g(b) — g(a)lf'(c). (5.72)
Demostracion. Definimos una funcion h(x),
h(z) = [f(b) — f(a)lg(z) — [9(b) — g(a)]f(x), =z € [a,b], (5.73)

se cumple entonces que h(a) = h(b), y ademés h(x) es continua en [a,b] y derivable en (a,b) por
serlo f y g , entonces por el teorema de Rolle, tenemos que

Jee(a,b) | W(e)=0=[f(b)— fla)lg'(c) = [g(b) — g(a)lf'(c). (5.74)

Nota: Con las condiciones del teorema nos aseguramos que h/(z) esta definida en (a,b) ya que
no puede haber ningtin tipo de indeterminaciéon oo — co, lo maximo que podria ocurrir es que

h'(x) = oc.
c.q.d.
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Teorema del valor medio de Lagrange

Teorema 5.8: Sea f continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces,

Jee(ad) | f(0)—fla)=f(c)(b—a). (5.75)
Demostracion. Apliquemos el teorema del valor medio generalizado a f(z) y g(x) = . En la
figura B se observan las implicaciones geométricas del teorema.

Ejemplo 5.5: Utilizando el concepto de velocidad media el teorema por ejemplo nos dice que si un
vehiculo recorre una distancia de 100 km en 1 hora, seguro que en algin punto ¢ del trayecto se tiene
que la velocidad instantanea es de 100 km/h.

Aa

(b,f(b))

(af(a)

' <

Figura 5.7: Visualizacion del teorema del valor medio de Lagrange, con las condiciones del teorema
existen puntos tales que su pendiente es paralela a la recta que une (a, f(a)) con (b, f(b)).

5.8 Reglas de L’Hopital

En el tema anterior hemos estudiado teoremas que nos permiten obtener limites de funciones y
operaciones entre ellos. Vimos como en algunos casos aparecian indeterminaciones. Para resolver
algunas de ellas, en la practica muchas de ellas, citamos la regla de L'Hopital. En esta secciéon
veremos por qué funciona la regla de L'Hopital y cuales son las condiciones necesarias para poder
aplicarla.

5.8.1 Regla de L’Hopital

Teorema 5.9: Sean f,g definidas en [a,b] continuas en [a,b] y derivables en (a,b). Supongamos
que ¢'(x) #0 Vz € (a,b).

Si f(a) = g(a) = 0 (lo que implica que f y g son infinitésimo en a, ya que son continuas, o
sea, que lim, .+ f(x) = lim,_,,+ g(x) = f(a) = g(a) =0), entonces,

F@) o @) )

si 3 lim = lim —~< = lim .
e—a g'(x)  z—ag(z)  a—ag(z)

(5.76)
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Demostracion. Estariamos en las condiciones del teorema BT, consideremos un x € (a,b) y aplique-
mos el teorema al intervalo [a, x],

J¢ e (a,z) | = )) (5.77)

como f(a) = g(a) = 0 nos queda sencillamente,

flz) ')

glz) g€
Si ahora tomamos el limite cuando x — a = £ — a, ya que a < £ < x, por lo que tendremos,

o @) O L @)

(5.78)

r—ag(z)  e—ag(f) woag(a) 1)
c.q.d.
Nota:
1) La regla también se puede utilizar cuando
mh_}nolo flz)=0 y wh_}n(gog(a:) =0 cong'(x) A0V x> M (5.80)
basta hacer el cambio de variable, t = % Recordemos,
lim f(x)=a<Ve>03M>0 | |f(z)—al<esiemprequex > M. (5.81)

T——+00

Demostracion. Sea F(t) = f(1/t) y G(t) = g(1/t), entonces si ¢ = 1/z tendremos que
F(t)/G(t) = f(x)/g(x). Sinuestro limite es en  — +o0 entonces t — 0. Consideremos,

-1 —1
Fay=tram @w=tdam (5.52)
conloque G'(t) #0si 0 <t <1/M. Si x =1/t es x > M entonces se tiene que

Ft) _ f'(x)

— 5.83
@ g 5
ya que el factor —1/t? se simplifica, con lo que si
lir}rl f'(x)/d (x) = L= lil(l)n+ F'(t)/G'(t) =L
r—+00 t—s
L/ Hepital lim F(t)/G(t) = lim_f(x)/g(x). (5.84)
t— T——+00
c.q.d.

2) Si f(a) =g(a) =0y f'(a) = ¢’(a) = 0y las funciones [’y ¢’ satisfacen las hipotesis entonces

tendriamos,
/ "
lim —f(:E) = lim f/(a:) = lim f”(x)
a=ag(x)  a—ag(z)  a—ag(z)

y se podria generalizar a la derivada n-ésima siempre que se cumplan las hipo6tesis.

=... (5.85)



5.8. Reglas de L'Hopital 89

Ejemplo 5.6:

. et —e T —2x 0
lim —— " = _—
z—0 1z — sin(z) 0
. . ef4+e ™ =2 0
derivamos una vez lim ———Mm—— = —
z—0 1 — cos(z) 0
i . xr —T 0
derivamos dos veces lim 6.76 = —
2—0 sin(zx) 0
x —T
derivamos tres veces lim ete” 2 (5.86)

z—0 cos(x)

por lo que la regla de L'Hopital asegura que,

T _ T 9 T —x
lim & ¢~ gy, C Ty (5.87)
a—0 1« —sin(x) a—0 cos(x)

3) La regla también puede aplicarse incluso si las funciones f y g no estuvieran definidas en a,
siempre que se cumpla que lim,_., f(z) = 0 = lim,_, g(z).

4) La regla puede extenderse a los casos:

(i) limg_q f(z) = 00 y lim,_q g(x) = 00.
(ii) limy oo f(z) = 00 y limy_o0 g(x) = 00.
(iii) En ambos casos se tiene que si
P @) i@ )

3 lim = lim = lim ——=.
T— ... g’(x) ... g’(x) T g a:)

5) La regla no puede aplicarse si no se tiene una indeterminacion. Por ejemplo,

2
.oTt 43 7 . 2z
M2 107 A% 2 (5:89)

Ejemplo 5.7: Un caso en el que queda patente que la no existencia del limite del cociente de las
derivadas no implica la no existencia del limite del cociente de las funciones es el siguiente:

lim £+ C05() (5.90)

T—00 €T

este limite es facil de caIcuIalﬁ y es 1. Sin embargo el limite de las derivadas,

, .
T . 1 —sin(x . .
m f/( ) = lim 1—sinfz) =1— lim sin(z) (5.92)
T—00 g (gj) T—00 1 T—00
que no existe, es oscilante.
8Veamos,
im 2@ [1 + M} — 14 lim cos(z)L =1 (5.91)
T— 00 xr T — 00 xT T — 00 X

ya que lim, oo cos(z)L es el limite de un infinitésimo, 1/x, por una funcién acotada, cos(z).
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5.9 Foérmula de Taylor

En esta seccion presentaremos una de las propiedades mas importantes de las funciones derivables
n veces: la posibilidad de aproximar cualquier funcién en un entorno por un polinomio de grado n.
El grado del polinomio esté relacionado con el nimero de veces que la funcion es derivable.

Recordemos la interpretacion geométrica de la derivada, si f(x) es derivable en un punto a de
su dominio, podemos aproximar la funcién en ese punto por la recta tangente a la curva en ese
punto, cuya ecuacion es:

Recta tangente (z) = f(a) + f'(a)(z — a). (5.93)

Ahora bien, cabe preguntarse si somos capaces de construir aproximaciones polinémicas de la curva
original tales que no sélo tengan la misma tangente en un punto sino también otras derivadas de
orden superior. Cuantas mas derivadas coincidan mejor serd la aproximacion.

La idea es encontrar una combinacion lineal de funciones del tipo (z — a)™ tales que

fl@) = enlz—a)". (5.94)

Para encontrar dicha combinacién lineal tenemos que ser capaces de encontrar los ¢,, y ademéas poder
probar que se trata de una aproximacion, de tal modo que la diferencia entre nuestra combinacion
lineal y la funcién sea pequena.

5.9.1 Férmula de Taylor

Definicion 5.8: Si f es una funcién real diferenciable en (a,b) y x¢ € (a,b), diremos que la funcién
polinémica P, (x) es una aproximacién local de grado n de f en un entorno de x si se verifica,

L @) = Pal)

Tr—T0 ([]}‘ — xo)n

=0 (5.95)

es decir, la diferencia f(x) — P,(x) es un infinitésimo de orden superior a (x — z9)" en el punto x.

Ejemplo 5.8: El polinomio de segundo grado, P»(z) = 1+ 2 + 22/2 es una aproximacién de segundo
orden de la funcién f(x) = e® en el origen (ver figura B.8), ya que,

i e — (14 2+ 22/2) L Hopital 1. e’ — (14 x) L'Hopital €” — 1

) 22 L ——— 5— =0. (5.96)

Definicion 5.9: Funciones de clase C" son funciones derivables n veces en un intervalo (a,b) y
con todas las derivadas continuas en el intervalo (a,b), se escribe

fec™(a,b). (5.97)

Definicion 5.10: Si f es una funcién real derivable n veces en (a,b) y z¢ € (a,b) se denomina
polinomio o desarrollo de Taylor de f en x( al polinomio T, (f, ),

(") (g
To(f:20)(2) = Fwo) + £ @0)(w — 20) + o 1) —a0)? 4 -+ T gy (.09

Se cumple que,

T.(f,z0)(w0) = f'(wo)
T/(f x0) (o) = f"(xo0)

T (f,x0) (o) = FU™ (o) Vm <n. (5.99)
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—_—  arctan(x) y

- T 2 +
—_—— T (X) -
—_——- T -

T4 -~

Figura 5.8: Aproximaciones locales de la funcion arcotangente en el punto zg = 1; To(z) = 7/4,

T1(x) = To(x) + 25+, To(x) = Ta(z) — @ y T3(z) = Ta(x) + (wﬁl)g'

Teorema 5.10: Si f es una funcion derivable n veces en (a,b), con todas sus derivadas continuas,
y consideramos un punto xo € (a,b), el polinomio de Taylor de orden n, T,(f;xo)(z), es una
aprozimacion local de grado n de f en xq.

Demostracion. Veamos,

f@)-Ta@) 0
mlinéo @z 0 (5.100)

si estudiamos el limite de las derivadas k—eésimas, vemos que todas tienen indeterminacion 0/0
excepto la n—ésima, para la que,

i 4™@) = £ o)

T—T0 n!

=0, (5.101)
con lo que la regla de L'Hopital nos asegura que,

lim M — lim
z—zo (X —x)" z—10 n!

= 0. (5.102)

Asi hemos probado que el polinomio de Taylor de grado n es una aproximacion local de grado
n en el punto xg. A la funcion R, (z) = f(z) — Tn(z) se la denomina resto y es el error en la
aproximacion de f(z) por el polinomio 7, (x) en el punto z.

5.9.2 Teorema de Taylor

Teorema 5.11: Si f es una funcién de clase C"* en un intervalo (a,b) C R y 2o es un punto del
intervalo entonces, para cada x € (a,b) existe § € (a,b) tal que,

AR,
f(z) = Th(z) = S

Residuo de orden n de f en

(x —20)" ™y con & =z + (z—x0)f 0<b<1 (5.103)
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donde Ty, (z) = T, (f;z0)(x).
Nota: La forma de escribir ¢ es una forma sintética de escribir que & cumple z < £ < zg o
ro <€ <.

Demostracion. Dado el punto xg € (a,b) suponemos fijo el punto z, consideremos que cumplen
a < xg < x < b. Definimos la funcién de la variable t,

o) = @)= [0+ SO~ 1)+ 0~

+... +f(1:!(t) (x — t)"] , t€lxg, ] (5.104)
que cumple,
o(x) =0,  dwo) = f(x) — Ta(z). (5.105)
Calculemos la derivada,
/ I Y 1) £/ 1" . f"(t) Y
¢t) = —|fO+EDFO)+ O =)+ =22 —1)(-1)
T fi(":')(t) (@ _t)n] , (5.106)

se puede observar que al derivar, cada término genera dos términos. Uno de ellos cancela al anterior.
Finalmente s6lo nos queda un término,

(n+1) t

o (t) = —fTN(x —t)", te€xo,]. (5.107)

Consideremos ahora la funcion g(t) definida en [xg, z], continua en [z, x] y derivable en (zg,x)

=0
t)=(z—t)" = { 9(x) 5.108
g(t) = ( ) g(z0) = (z — xo)""'l ( )
asi pues podemos aplicar el teorema del valor medio de Cauchy (ver la seccion 1) que nos asegura
que
¢(z) — ¢(zo) _ ¢'(§)

J€ e (xg,x = 5.109
@0 m) 1w =gt~ 900 0109

con lo que si sustituimos los valores que sabemos, ¢(z) = 0, ¢(zg) = f(x) — T,(z) = Ry,(z),
g(x) =0, g(z0) = (x — zo)"*!,

f@) - Tu(x) _¢e) L O@gr  prne

G-z GO D& (i) (5.110)
de donde finalmente, )
n+1

Si el punto x estuviera a la izquierda de xg podriamos hacer una derivaciéon andloga, con lo que
finalmente podremos escribir la formula de Taylor con resto:

FIE)

o e = - . 112
(n+1)! (x—x0)", E=ax0+0(x—20)con0<bh<1 (5 )

c.q.d.



5.9. Formula de Taylor 93

—_— exp(x)

—_ (1) .
LT / .

ST | 21
—— T X)
_—— Ty x)

T,00 1+

Figura 5.9: Desarrollos de Taylor de las funciones exp(z), y In(1 4 x) alrededor del punto 2y = 0.

Nota: Hay dos casos particulares que reciben especial atencion:

Definicion 5.11: Si el punto xq es el origen tenemos la férmula de Maclaurin,

" (n) (n+1)
f'0) 2 SO STE) (5.113)

F@) = £(0) + ' O)z + - mTD)

coné=0xry0<d<l.

Definicion 5.12: (Formula de Taylor en notaciéon incremental) Si escribimos el punto en el que
calculamos la funcién como x = xg + h tendremos,

" n n+1)
_ / o (@o) S we) S (o 4 0R)
f(xo+h) = f(zo) + hf'(xo) + R T +h p D) h (5.114)
con 0 <0 <1
5.9.3 Ejemplos de uso
. f@) =
La funcion es indefinidamente derivable en R, veamos, f(z) = e*, f'(z) = €%, ..., f(z) =
e®, de donde f(0) = f(0) = --- = f™(0) = 1, de donde la formula de Maclaurin ser4,
2 1 1
e =1+x+ 2 + +n!:17 +e (n+1)!x (5.115)

con £ =0z ,0 <6< 1. En la figura B9l comparamos la funcion exponenecial con algunos de
sus polinomios de Taylor.

Ejemplo 5.9: Busca el valor del nimero e con un error menor que 10~ utilizando la férmula
de Maclaurin de la funcién exponencial.

3

T _ 2/9 4o g gt &

ef=1+c+2°/24+ -+ CE]
—_———

Residuo

E<1. (5.116)
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En este caso nos piden que aproximemos el valor de e* en el punto x = 1, e! = e. Para eso
podemos acotar el residuo del siguiente modo. Sabemos que

E<l= e <e=et <3, (5.117)

con lo que podemos asegurar que,

1 3
.001.
CESICESII

R, = et
(5.118)
Basta coger n =6 ( ya que 3/7! = 0.000595 < 0.001 ) y entonces tenemos,

el 14+ 141/20+1/30+1/41 +1/5! + 1/6! = 2.71805 (e = 2.7182818...). (5.119)

F(@) = sin(x)
También es infinitamente derivable en R, f(z) = sin(x), f'(x) = cos(x) = sin(z + 7/2)

Y Y

f"(z) = —sin(x) = sin(z + ), ---, f™(z) = sin(z 4+ n7/2), por lo que es claro que
FM0) =0 sin par (5.120)
y tenemos n =1,...,

sin(:p) -z — :L,3l 4t (_1)n—1 2n—1 sin(@x + (2n + 1)77/2) 2n+1

3! @2n—1)1" (2n+1)! (5.121)

con 0 <6 <1.

Ejemplo 5.10: Encuentra el valor del sin35° con un error menor de 0.001. Podemos acotar
el resto del siguiente modo, el angulo 35 grados se corresponde con 0.61086524 radianes, que es
menor que 1. El resto sera entonces,

sin(fx + (2n + 1)7/2) L2+l
(2n+1)!

T (5.122)

‘ 1

si queremos que el error sea menor que 0.001 bastara,

— 1 <0.001 5.123
‘ (2n+1)! ' - ( )
vamos probando y 1/7! = 0.0001984127, con lo que basta coger n = 3 (polinomio de orden
2n — 1 = 5) tendriamos entonces el polinomio,

1
Ts(z) =2 — 2= +2°=, T5(0.61086524) = 0.5735827 (5.124)

que podemos comparar con su valor real sin 35° = 0.57357644. En la figura 210 se muestran la
funcién sin(x) junto a algunos de sus polinomios de Taylor en torno a zyp = 0.

f(x) = cos(x)

Tenemos

1 (-n)n=t o o cos(fx + nm)
1 2 . N ) 2n=2 SRR\ TR 2n
cos(x) =1—ux 51 +- 4 (o 2)!95 @)l x (5.125)

conn=1,...,y0<6 < 1. Ver figura BI0
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e f(z)= In(1+2) (x>-1)

Es indefinidamente derivable en un entorno del 0, las derivadas son,

—1)F 1k —1)!
*) = (1 o _ 5.126
por lo que la férmula de Maclaurin correspondiente es,
1 —1)n+t —1)"
ln(l—l—x):x——:nz—l—---—{—( ) "+ (=1) el (5.127)

2 n (n+ 1)(1+ 0z)+1"

e Otra aplicacion: f(z) = arctan(z)

Veamos su primera derivada. Utilicemos la derivada de la funcion inversa (ver la seccion B5T]),
en el intervalo —7/2 < z < 7/2 la funcion es biunivoca, tenemos entonces,

(arctan(tanz))’ = (z)’ = 1 = (arctan)’(tan z) tan(z) = (arctan)’(tanz) ——  (5.128)
cos? x
con lo que si definimos una variable, z = tan x, tenemos,
p 9 cos? 1
(arctan)’(z) = cos® x = (5.129)

cos2z +sin?x 1+ 22

la segunda derivada,

" 1y —2x
f(x) = (W) =0T (5.130)

Se puede ver que el desarrollo queda,

L (et

T(x)=> Tl)x%_l' (5.131)

n=1

Asi por ejemplo tendriamos una bonita formula:
1
arctan(1) = 1 :1———|———?... (5.132)

que, sin entrar en detalles sobre convergencia, es una serie que converge, lentamente, a 7/4.

5.9.4 Enlaces externos

Puedes ver algunas de las series en: (en inglés)

http://mathworld.wolfram.com/MaclaurinSeries.html
http://mathworld.wolfram.com/TaylorSeries.html

Utilizando el programa de célculo simbolico Mlathematica se pueden obtener series de Taylor
utilizando el comando Series, aqui por ejemplo para el desarrollo de Taylor del Sin|x] alrededor del
punto x = 2.5 de tercer orden,

Series[Sin[x],{x,2.5,3}]

Un ejemplo usando este programa lo puedes ver en la figura B2TT1
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D

-2 T —_—sin(x) |\ / -2 T \
T |\ // \
4| == ]|\ ; 4L \\
—_- T | / .

Figura 5.10: Desarrollos de Taylor de las funciones sin(z), y cos(z) alrededor del punto z¢ = 0.

5.9.5 Extremos locales

Como vimos en la seccion 6] una condicién necesaria para que la funcion f derivable en (a,b)
tenga un extremo local en un punto zy € (a,b) es que

f'(z0) = 0. (5.133)

Ahora estableceremos una condicion suficiente y ademas veremos si podemos precisar la naturaleza
del extremo.

Teorema 5.12: Sea f € C"(a,b) y que en xg € (a,b) verifica,

o) = F (g0 = e f=1) () —
{f( 0) f ( ‘;gn)(xo) #g ( 0) 0 (5-134)

entonces podemos afirmar que:

1) Sin es pary

(n) ' i
{f (xo) > 0 = [ tiene un minimo local en x . (5.135)

) (x0) < 0= f tiene un mdzimo local en g .

2) Sin es impar entonces f tiene un punto de inflexion en xg.

Demostracion. Con las condiciones del enunciado la funcion f cumple las hipdtesis del teorema de
Taylor, ver seccion 92, por tanto en un entorno de zg , © € B(z,¢) tenemos,

@) (s
f(l‘) = f(l‘o) +f/(330)(l‘ —l‘o) + fT(O)($ —$0)2 44

=0 por hipdtesis

£

n!

(x — )" (5.136)

Y

con { = zo+ (r—x0)0, 0 < @ < 1. Asi que basta estudiar el comportamiento del residuo R,,—1(x, &)
veamos,

(n)
f(@) = f(zo) = f7¢) (z —20)" (5.137)

n!

el signo de f(xz) — f(xzo) dependera del signo del residuo, que ademés dependera de n, veamos,
seguro que 3 B(zg,€) en la que,
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Grafica del Coseno de x junto con su desarrollo de Maclaurin de orden 4.

I Pl ot [Eval uate[{Cos[x], Nornmal [Series[Cos[x], {X, O, 4}11}], {X, =27, 2nx}];

4

w

N

N

Grafica del Coseno de x junto con su desarrollo de Taylor de orden 4 centrado en x=1.3

|n[1]:—| Pl ot [Eval uate[{Cos[x], Normal [Series[Cos[x], {X, 1.3, 4}11}1,
{X, -2nxn, 2nx}];

N

74N

Figura 5.11: Ejemplos utilizando el programa Mathematica. Arriba, polinomio de Taylor de grado
4 alrededor de x = 0. Abajo, polinomio de Taylor de grado 4 alrededor del punto z = 1.3.
(i) Sin es par, (x —20)" >0y f™(20) >0 entonces,
Vr € B(xo,e) | Ru—1(x,&) >0= f(x)— f(xg) >0 (5.138)
por lo que x( tendrda un minimo local en xg.
(ii) Sin es par, (x —x0)" > 0y f™(x0) < 0 entonces,
Vr € B(xo,e) | Ru—1(x,&) <0= f(x)— f(xg) <0 (5.139)
por lo que x( tendra un maximo local en xg.

(iii) Sim esimpar entonces el signo de (z — ()" cambia si tenemos > z¢ 0 © < xo por lo que no
habria ni maximo ni minimo, tendriamos un punto de inflexion: f(z) crece si ™ (x) >0y
decrece si f(™(zy) < 0.

c.q.d.
Ejemplo 5.11:

®Obsérvese que la continuidad de £ nos garantiza que si f (o) # 0, entonces 3 B(zo, ) tal que si z € B(zo,r)
entonces f(™(z) tiene el mismo signo que f™(zo). Al hacer Taylor para dicho z tendremos que £ € B(zo,7) y
también se cumple que f(™ (£) tiene el mismo signo que £ (z0). Es por eso que basta estudiar el signo de f™ (z).
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1.- f(z) =sin(z?) en 29 =0

veamos las derivadas,

43 cos(zt)

1222 cos(x?) — (423)? sin(z?)

24x cos(x) — 642 cos(zt) — 1442 sin(x?)

24 cos(x?) — 115228 cos(z?) — 8162° sin(x?) + 256212 sin(z*)

Observamos que todas son nulas, siendo la primera no nula la cuarta derivada, f/(0) =0, f”(0) =
0, f(0) = 0, f(0) = 24 > 0 como ademas n es par, n = 4, tenemos que f(z) tiene un minimo

local en el origen

f(zx)=a3en 29 =0

Tenemos, f'(x) = 322, f"(x) = 6z, f”(x) = 6, ahora la primera derivada no nula es la tercera,
n es pues impar luego tenemos un punto de inflexidn.



CAPITULO 6

INTEGRACION

6.1 Integral indefinida

En el tema anterior tras definir el concepto de derivada de una funcién en un punto vimos que
bajo ciertas circunstancias se podia definir una funcién a la que llamabamos derivada. Asi pues,
dada una funcion f(x) buscabamos obtener su derivada, f’(x). Vimos que este proceso es facil de
describir en forma de algoritmo y en muchos casos era sencilla de encontrar, utilizando las reglas y
teoremas del tema anterior, por ejemplo, la regla de la cadena.

Ahora consideraremos el problema inverso,

Definiciéon 6.1: Dada una funcién f(x) veremos si podemos encontrar una funcién F(z) tal que
cumpla que F'(z) = f(x). A esta funcién F(x) se la denomina primitiva de la funcién f(z).

Ejemplo 6.1: Encontrar una funcién primitiva de la funcién f(x) = x. Vista la definicién podemos ver
que F(x) = 22/2 es primitiva ya que Vz € R tenemos que F'(x) = x = f(x). Pero al mismo tiempo
podemos comprobar que no es Gnica, asi una funcién G(z) = F(z) 4+ C con C constante, también
cumple que G'(z) = f(x).

Teorema 6.1: Si Fy(x) y Fa(x) son dos funciones primitivas de f(x) en el intervalo [a,b] entonces
su diferencia es una constante.

Demostracion. Tenemos, Fi(x) = f(z) y Fy(z) = f(x) Ya € [a,b], entonces, si

o(z) = Fi(z) — By(e) = @'(a) = Fi(x) - Fy(a) = f(&) - fla) =0 (6.1)

lo que implica que,

¢'(z) =0 Vzelab = ¢@)=C. (6.2)

99
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Definicion 6.2: Si F(x) es una funcién primitiva de f(z) entonces la expresion F(x) + C con C
constante se denomina integral indefinida de f(x) y se denota,

/f(a:) de = F(z)+C. (6.3)

Teorema 6.2: Toda funcion f(x) continua en [a,b] tiene una funcion primitiva y por tanto tiene
integral indefinida.

(no lo demostramos)
Corolario 6.3: De la definicion B0 junto con la definicion [ tenemos,
1) (f f(@) dz) = (F(x) + C) = F/(x) = f(x).
2.) d([ f(z) dz) = F'(z) dz, de donde dF(z)= f(x) da.
3) [ {(@) &= F(@)+C, de donde | dF(r) = F(z) +C.

=dF(z)

6.1.1 Algunas integrales indefinidas

Antes de estudiar los métodos de integracion daremos una tabla de integrales elementales. Com-
probar que estas férmulas son correctas es sencillo, basta derivar el segundo miembro y ver que
coincide con el integrando del primero.

N ua+1
/u du = oz+1+C (v #—1), (6.4)
/% du = Inful+C, (6.5)

sin(u) du = —cos(u)+C, (6.6)

/
/cos(u) du = sin(u)+C, (6.7)

/ o2 () du = tan(u)+C, (6.8)
/ - ; du = —cotan(u)+C, (6.9)
sin”(u)
/e“ du = e"+0C, (6.10)
/ vgy = -2 ¢ (6.11)
@ = In(a) ’ '

/\/1%—2% du = arcsin(u) 4+ C, (6.12)
1

/m du = arctan (u)+ C, (6.13)

a—+u

1 1
[ = %111(

> +C. (6.14)

a—u
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6.1.2 Propiedades de la integral indefinida

Para cualquier a # 0,b, A € R, se tiene,
L) [[fi(z) + fa(2)] dz = [ fi(z) dz + [ fo(z) dz
2) [Af(@) de = A [ f(2) do
) [ flaz) dz = LF(az) + C.

4) [flx+b)de=F(x+b)+C.
utilizando (3. y 4.) tenemos, [ f(ax +b) dz = 2F(az +b) + C.

6.2 Meétodos de Integraciéon

6.2.1 Cambio de variable o substitucién

/f(x) dz

Si tenemos la integral de f(z),

podemos realizar un cambio de variable,

donde ¢(t) es una funciéon continua, derivable y con inversa. Entonces tendremos,

[ @ o= [ sl o) ar

Para probar esto basta derivar ambos términos respecto de z,

([ 1@ ae) = ).

la derivada del segundo término es,

Regla de la cadena dt
a (f e a) i ([ reen 20 )

donde hemos usado la derivada de la funcién inversa,

dt do~!(x) 1
de dx %

Ejemplo 6.2:

7696 t=e’ 1 . . T
/mdx— [dt:exdzn] —/ﬁdt—ar(381n(t)+C—ar081n(e )+ C.

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)



102 CAPITULO 6. Integracion

Ejemplo 6.3:

T C[t=1+42*] 11 1 1 5

Ejemplo 6.4:
T du t=a34+1
Vad +1 dt = 322 dx
2
/—dt \/¥+C:§\/x3+1+0.
Ejemplo 6.5:

1 t=3x —
/3$_7d$ = [dt—?)d:n} / dt = ln|t|—|—C’

Ejemplo 6.6: CaIcuIa,

utilizando los cambios:

e (a)2?+1=u

x3 dr — u=1x2+1 _1 u—ldu
(22 +1)3 | du=2xdz| 2 ud
1 1 —2u+1 1+ 222
- - = S C
20 T 4u? 4(1 4 x2)? +

e (b) x =tan(d)

0052(6)
_ sinz(e) Lo sin4(ar(jltan(x))

i Coinciden ambas primitivas (&227]) y (&228]) ?

a3 T = tan 0 .
/m de = [dx ( )del /51113(9) cos(#) do

+C

6.2.2 Integracién por partes

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

Consideremos dos funciones u = w(z) y v = v(x), utilizando la féormula para la derivada del

producto, ver Eq. ([20),
(uv)" = u'v + u’

de donde integrando ambos miembros tendremos,

/(uv)’ dz = /u/v dx + /uv’ dz

'Tomado del libro de G. H. Hardy, Ex, XLIX

(6.29)

(6.30)
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con lo que,

/uv/dznzuv—/vu/dzn.

Recordando la definicion de diferencial, df(z) = f'(x) dz

/udv:uv—/vdu,

que se denomina férmula de integraciéon por partes.
Es 1util por ejemplo aplicada a estos casos,

/ P(2)e” dz,
/P(a:) sin(z) dzx,
/ P(2) cos(z) dz,

/ P(z) Inz dz,

donde P(x) es un polinomio de cualquier grado.

Ejemplo 6.7:
2
9 _ju=2°— du=2zxdr| 5,
/m erde = [dv:exdxﬂv:ex] —re
- [pzad e e feo
= 226" — 2ze” + 26" + C = (a2
Ejemplo 6.8:

dz

) u = arcsinz — du = ) T
/arcsmx de = Vi-z? :a:arcsmx—/i dx
dv=dr—v=ux V1— 22

= t=1-2" = xrarcsinx —
| dt = —2xdx|
= garcsinz+V1—22+C.

Ejemplo 6.9:

—2/azemdaz

—2x+2)+C.

—— =garcsinz + Vt+C

/1n(:17+ 1+a?)dz = {uzmcgi\c/iy—ﬂ)}

_ 1+ac
_ [du $+V%d d]

V=2

= zln(z+V1+2?) —

/F

= zln(z+V1+a2)—V1+22+C.

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)
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Ejemplo 6.10:

/ rsin(z) dz —

= —xcos(x) — /(— cos(x)) dz = —z cos(z) + sin(z) + C'.

u=ux —  du= dx
dv = sin(z) dz — v = —cos(z)

6.2.3 Integrales racionales

Estudiaremos integrales del tipo,

Q(x)

(6.36)

(6.37)

con P(z) y Q(z) polinomios y el grado de P(z) menor que el grado de Q(x). Veamos distintos

casos,

011: dx .

transformemos el denominador en suma o diferencia de cuadrados,

1
f ax?+br+tc

a(w2+éx+£) = a|x +2£az+ 0 2+E— b 2
a a’ 2a 2a a 2a
b\ (e B b\? .,
donde )
1
52 =S - b — (4ac — b?).

o  4a?  4a?

Estudiemos las raices de Q(z),

(6.38)

(6.39)

—b+b2 —4 VI ;
Qz)=ar’ +br+c=0—x= ac ‘Sl2b 4a6>0—>{°alces reale§ .
2a si b — 4ac < 0 — raices complejas

La integral sera entonces,

/;dx_l/ ! dx_l/#dt
ar? +br+c = a) [(x+b/20)2£k2] T a) t2Lk?

donde en el dltimo paso hemos hecho el cambio de variable,

75_:17—1—i de = dt
2a

de donde, segtn el signo tendremos,

+k2 - lkarctan(t/k:) +C = lkarctan(ﬁz/%) +C

2 k t k+x+b/2
k= g In| ~ %R ln‘k—z—bﬂz +C.
1
]ﬁ:O — —E—FC——W—FC

De forma andloga podriamos transformar la integral,

dt.

1 1 1
L= ——der — | ——dt 0 . —
? /\/ax2+bx+c /\/tQik2 /\/k:2it2

(6.40)

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)
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Ejemplo 6.11: Obtener la integral de

1 1 1 t=x+42
/2x2+8x+20 de 2/(x+2)2+6d”” [dt: dx] (6.45)
1 1 1 T+ 2
= §/mdt 2\/_arctan(t/\/_)+C— \/éarctan <7> +C.

Asimismo podemos calcular la integral,

A Ab
2(2 b
Lo /ﬂdx:/m(““ )+ (B35 4

az? +br +c az? +bxr +c
A 2ax + b Ab 1
= — [ ——d B— — —d 6.46
2a/aaz2+bx+c a;—|—< 2a>/am2+bx+c v (6.46)
=14 =1

la segunda ya sabemos resolverla, para la primera basta hacer,
t=ax? +br+c dt = (2az +b) dz (6.47)

y se convierte en,

dt
Iy = / - = Injt| + C = ln\cwc2 +br+c|+C. (6.48)

e Recordemos las integrales de fracciones elementales propias que conocemos hasta el momento,

A
(1) / de =Alnjz —a|+C

x_
(1) /ﬁdx—zﬁl/x—a ’“dx_lfk(x—a)—’”hrc, k#0,1
A
T UK —a)k r+C (k>2)
Ax + B

III =1
/x2+pa:+q T

Az + B
/ vt - dx ver por ejemplo el texto de Piskunov (6.49)

2 + px + q)F
P(z)
/ Q)

Analicemos ahora el caso mas general:

1) Q(x) tiene raices reales simples

2) Q(z) tiene raices reales multiples

3) Q(x) tiene raices complejas simples

4) Q(z) tiene raices complejas miltiples (no lo daremos)

1) Q(z) = (x — a1)(z — a2) ... (r — o), o raices reales simples. Entonces se puede
escribir,

P(z) - A + A2 +. 4 An , donde A; = cte (6.50)
Q) z—a1 x—ay T —
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por tanto,

P
/ Qgg dz = Ay Infz — o |+ Az In[z — ag| + -+ + 4y Infz — o (6.51)

para obtener los ntumeros A; basta ver que,
Plz)=Ai(z —az)(z —as)...(x —an) + As(z —aq)(z —a3) ... (. — an) + ... (6.52)
con lo que tendremos,

P(Oél) = Al(()él — 012)(011 — 043) e (041 — Oén)
P(Oég) = AQ(O(Q — al)(ag — 043) . (042 — an) .
(6.53)

Ejemplo 6.12:

B 322 — 13z 415 "

primero observamos que = = 1 es raiz del denominador, asi pues Q(z) = (z—1)(ax?+bx+c),
para obtener el polinomio de segundo grado podemos hacer,

2 _
I:/ vortl (6.54)

(z —D(az® + bz +¢) = x°—322—13z+ 15
ar® +bz? +cx —ax? —br—c = 2°—322—13z 415
ar® +(b—a)z? + (c—bz—c = 2°—32% - 13z +15

(6.55)
de donde

a =
b—a=-3
c—b=-13
—c=15
Sa=1b=-2c=-15 = Q(x) = (z — 1)(z® — 2z — 15)

/4 + 60 5
r=2+ 5 _1i4_{_3
= Qz)=(z—1)(z+3)(z—5). (6.56)

Ahora ya podemos aplicar las férmulas ya que tenemos que Q(z) sélo tiene raices reales
simples.

2 —r+1 A B C
de= [ 2 4q d d 6.57
/x3—3x2—13x+15 * /x—l x+/x—5 x+/a:+3 z  (6:57)

conz? —x+1=A(x—5)(z+3)+B(x—1)(z+3)+C(x —1)(x —5),
r=1 1=A(-4)d)=A=-1/16
r=5 21=B4)8) = B=21/32
r=-3 13=0C(-4)(-8) = C = 13/32

(6.58)

y la integral queda,

2
de = —— In|z — 1| + = Injz — 5| + > In[z + 3[ + C.
/333—3:132—1333—1-15 * 16 nfz ""32 n|z "*‘32 n|z + 3| +
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2) Q(z) = (z — )" (x — aw)? ... (x — )", a; raices reales miltiples. Entonces se
puede escribir,

P() A 4§ 4y,
Q(z) (z—a)f  (z—ag)h! (z —a1)
Agz) Af) A,(f)
1
@—a) | (@w—ai T T G ) (6.59)
+
T .
(x —an)kn  (x— ay)kn—1 (x — ap)
asi que todas las integrales seran de la forma,
_ . \—n+1

Las constantes pueden determinarse utilizando un procedimiento similar al caso de raices
simples, notando que en este caso es necesario resolver un sistema de ecuaciones con
kiko ...k, incognitas. El sistema de ecuaciones puede obtenerse igualando los coefi-
cientes de cada potencia de x a ambos lados de la igualdad que resulta de multiplicar la

ecuacion ([B60) por Q(z).

Ejemplo 6.13: Calcular la integral,

z+1
|e=re® o

[Solucién: —4/(xz — 3) + 3 In(jx — 2|/|z — 3|) ]

3) raices complejas simples, las raices aparecen por parejas, ag £i0k, k = 1,n, podemos

escribir,
[z — (ap +ifp)][x — (ap — iB)] = (x — o) + (7 (6.62)
de donde,
Q(z) = [(z — a1)® + Bi][(w — a2)? + 3] - - [(& — an)® + 7] (6.63)
Ejemplo 6.14:
/ﬁ dz (6.64)

x = 1 es una solucién trivial y puede verse que, 3 — 1 = (z — 1)(2® + 2 + 1), las raices del
segundo término son,

—1+/1—14 1 3
x2+x+1:0—>x:f:—§ii§:aizﬂ (6.65)

con lo que, 2%+ + 1 = (z + 1/2)% + 3/4, y se tiene,
23— 1= (z—1)[(x+1/2)* +3/4] (6.66)

y la integral queda,

1 A Mz + N
I_/:p3—1dx_/x—ldx+/(x+1/2)2—|—3/4dx (6.67)

I I
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donde tenemos,

l=A@*+2+1)+Mz+N)(z—1)=(A+M)z? +(A-M+N)z+A— N (6.68)

cuya solucién es,

A=1/3, M=-1/3, N=-2/3.

Asi,

1 1 1

1 3/x_1d3: 3I1|:L' | +C

—1/3z —2/3 1 T+ 2

L, = der = —- d

2 /(:c+1/2)2+3/4 v 3/(3:+1/2)2—|—3/4 v
1

_ __/ z+1/2 dx—l/ 3/2 "
3) (x+1/2)2+3/4 3) (z+1/2)2+3/4
I3 Iy

haciendo el cambio de variable,

t=(z+1/2) — dt =2(z +1/2) dz

tenemos,
L - _é/t—ll—/??/él dt = % it +3/4) = —1/6 Inl(z +1/2)° +3/4
14 3/2 . 2V3 1
= _55/(4/3)(x+1/2)2+1 s S
1
= —%arctan[2/\/§(x+l/2)]

donde hemos usado el cambio, y = 2/v/3(z + 1/2).

Ejemplo 6.15: Un caso con raices complejas maltiples

/ﬂdx_/LdH/de
(1+22)2 7 ] (1+a2)? (14 22)?

al a2
1 1 —1

= —dt=—-= C

“ /t2 T 1ra2
3 0jo, sumo y resto 3z2 / 1 +5L'2 / —33'2

= ——d ' = 3] —=d 3 —=d

“ /<1+x2>2 ! Cra22 0 ) T
2
= 3arctan (z) — 3/ e dz
usamos u = z, du = dz, dv = m dx, v = —%(1 +x2)_1, con lo que,

—_

as = 3arctan (z)—3 [—%(1 +2%) e — / (142! dw}

3 1 3
= 3arctan (z) + ST iarctan (x)

[\

(6.69)

(6.70)

(6.71)

(6.72)

(6.73)

(6.74)

(6.75)
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de donde la integral queda,

6.2.4

1)

20 + 3 —1 3 x 3
/ m dx = 1 T :1;2 + 3arctan (ZE) + §m — éarctan (ZE) + O
3x — 2 1
= §arctan (x) + B m + O . (676)

Integrales de funciones trigonométricas

Integrales del tipo: [ R(sin(z),cos(z)) dz

con R una expresion racional, por ejemplo, sin?z + 3cos(z) en general se pueden reducir a
integrales de funciones racionales utilizando el cambio de variable,

2
tan(x/2) =t dz = rd; (6.77)
con ese cambio se tiene,
) 2sin(z/2) cos(x/2) 2tan(z/2) 2t
sin(z) = — =3 = 2
sin®(x/2) + cos?(x/2) tan®(xz/2)+1 1+t
cos?(x/2) —sin?(x/2) 1 —t2
cos(e) sin?(z/2) + cos?(x/2) 1+t (6.78)
Ejemplo 6.16:
1 2dt 142 1
——dr= | ——=[ —dt = In|t = In|t 2 . 6.79
/sin(:z:) x /1—|—t2 5 /t nlt| + C = In|tanx/2| + C (6.79)

Casos especiales,
J R(sin(z)) cos(z) haremos el cambio ¢t = sin(z)

| R(cos(z))sin(z) haremos el cambio ¢ = cos(z)

Ejemplo 6.17:
sin® x sin? x t = cos(x) 1—t2
———dr = sl dr = . =— | ——dt
/ 2 4 cos(x) . / 2 + cos(x) sin(e) dz [ dt = —sin(z) da:} / 24+t

2-1-3+3 2 -4 3
/ t+2 /t+2 +/t+2

= t?/2-2t+3ft+2|+C

COS2 X

= 5~ 2cos(z) + 3 In|cos(x) + 2| + C'. (6.80)

Ejemplo 6.18:
/Sin2xcos?’x de = /Sin2$0082l‘008(3§) dz = /(1 —tHe2dt =3/3-t°/5+C
1 1
= —sindz— —sin’2 4 C. (6.81)
3 5)
Ejemplo 6.19:

/esin(m) COS((L’) dr — /et dt =t +C = esin(w) +C. (682)
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Ejemplo 6.20:

1 22 2 1 1 1
costz dr = Scoser de= [ ~dz+= [ cos2zde+~ [ cos? 2z dx
2 4 2 4
1 1 1 1+ cos4x
= /de+§/cos2xdx+1/<#> dz

1 1 1 1
= 1$+Zsin2$+§x+§sin4a¢+0. (6.83)

6.3 Integral Definida

La integral definida aparece en multiples problemas fisicos en casi todas las areas, por citar algunos:
calculos de momentos de inercia, de campos eléctricos creados por distribuciones de carga, calculo
del trabajo, etc.

En geometria se utiliza para calcular areas de superficies (para definir el concepto de area),
volimenes de objetos, etc.

Iremos acercandonos al concepto de integral (de Riemann) a partir de definir una serie de
conceptos. Terminaremos relacionando el concepto de integral definida con el célculo de primitivas.

6.3.1 Sumas inferiores y superiores

Sea f(x) una funcién continua en el intervalo [a,b], y sean m y M sus valores méximo y minimo
en dicho intervalo. Consideremos una particién del intervalo original mediante los puntos,

ro=a<x1 <1< --<xp=>0 (6.84)
la distancia entre dos puntos consecutivos, (no tienen por qué ser equidistantes)
Axk =X — Tk—-1 - (6.85)

Dentro de cada intervalo [xg_1,zj] llamaremos mj al minimo de la funcion en dicho intervalo y
M. al maximo de la funciéon en dicho intervalo.
Definamos las siguientes sumas,

(i) Suma inferior s, = miAz; + moAxs + - + mpAzy, = > 1" mAx;.
(i) Suma superior 5, = MAxy + MaAxy + -+ - + My Az, = > 0| MiAz,.
por construccién tenemos que
$p <5 (6.86)
y ademas tenemoﬂ,

m[b—al < s, <5, < M[b—a]. (6.87)

Sea ahora un punto arbitrario & dentro del intervalo [zx_1, 2], al ser f continua en todo el intervalo
tenemos 3 f(&x) y se cumple,

my < f(fk) < Mk (6.88)
podemos definir
Sp = Zf(fk)Aa;k Az, >0 (6.89)
k=1

2Basta notar que b—al=3" Az;yquem; >my M; <M
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y tenemos,

con lo que al hacer las sumas tendremos siempre,
Sn <85, <5 (6.91)

donde recordemos que s, depende tanto de la particién considerada como de la elecciéon de los &.
Consideremos diferentes particiones del intervalo [a,b] tales que max(Axg) — 0, es decir el
ntmero de subintervalos n — oo. Para cada particién tendremos la suma s,

sn =Y f(&) Ay, (6.92)
k=1

Si para cualquier particion del intervalo [a,b] que cumpla lo anterior, max(Axy) — 0 y para
cualesquiera puntos &, se cumple que la suma s, tiende a un mismo limite I, entonces diremos que
la funcion f(z) es integrable (Riemann) en el intervalo [a,b]. Al limite I se le denomina integral
definida de la funcion f(x) en [a,b] y se designa,

b
I:/ fx) dz. (6.93)

Y podemos escribir por tanto,

n b
lim Zf(xk)A:Ek = / f(x) de. (6.94)
k=1 @

max(Axy)—0 =
Se utiliza la siguiente nomenclatura:
e f: integrando
e q: limite inferior

e ): limite superior

[a, b] intervalo de integracion

x variable de integracion, es muda, el resultado no depende de la variable de integracion,
ejemplo,

b b
I(a,b) = / f(w) do = / F(8) dt. (6.95)

El que la funcién sea continua es condiciéon suficiente para que la funcién sea integrable Riemann.
Recordemos, ver seccion ER3], que al ser continua en [a, b] la funcion tiene un méximo y un minimo
en dicho intervalo.

Teorema 6.4: Si f es continua en |a, b
= (6.96)

f es integrable en [a,b].

Demostracion. (no hecha en clase)
f continua en [a, b] implica, ver la seccion L6l que f es uniformemente continua en [a, b].
= Ve>0 3§>0 talqueVa, 2’ €la,b]

si|z—2/|<d=|f(z)— f(2))] <ﬁ
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Figura 6.1: (izquierda) La integral definida de una funcioén positiva representa el area encerrada
entre la funcion y el eje x. (derecha) si la funcion tiene regiones positivas y negativas, la integral
definida representa la suma algebraica de las areas con el convenio de que en las regiones de f
negativa el area es negativa.

consideremos entonces la particion, p = {xg,...,z,} con x;41 —x; < 0 eso implica que, Vz, 2’ €
[xi, xi41] = |f(x) — f(2)| < 55 pero claro alguno de esos  y 2’ corresponderan con el maximo y
el minimo en dicho intervalo, f(z) = M; y f(z) = m; y por tanto,

€
M; —m; 6.97
= m; < g (6.97)
lo que implica,
- £ = €
= 5(f,p) = s(fip) = D (M; — mi) (i1 — ;) < ' a > (@i — ) g b—a)=¢. (6.98)
i=1 =1
c.q.d.

6.3.2 Interpretacién geométrica
e Si f(x) >0 Vz € [a,b] entonces
b
/ (@) da (6.99)
a
representa el area comprendida entre la curva f(x) y el eje = en el intervalo considerado.

e Si la funcién tiene regiones positivas y negativas, la integral definida representa la suma
algebraica de las areas con el convenio de que en las regiones de f negativa el area es negativa.
Asi con la notacion de la figura Bl tendriamos,

/abf(x) dxz/acf(a:) dx—/cb\f(x)\dx. (6.100)

6.3.3 Propiedades de la integral definida
(i) [} f(z) dz = — [ f(z) dz.
(i) [ f(z) dz=0.
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(iii) [,[f(2) £9(@)] do = [} f(a) dz £ [} g(2) da.
(iv) ff M(z) dz = )\f:f(:n) dz con A una constante.

(v) si f(z) < g(x) Vz € [a, b] tenemos,
b b
/ f(x) dz §/ g(z) dx. (6.101)

(vi) Sim y M son los valores minimo y méaximo de la funcion f(x) en [a,b] tenemos que,
b
m(b— a) < / () da < M(b—a) (6.102)

esta propiedad puede utilizarse para estimar el valor de una integral definida.

(vii) Si f(z) es integrable en [a,c] y en [c, b] entonces
b c b
/ (@) da :/ (@) do +/ (@) . (6.103)

(viii) Si a < b se tiene ]fabf(a:) dz| < f; |f(z)| dz.

6.3.4 Teorema del valor medio del calculo integral

Este teorema es un caso particular de un teorema del valor medio generalizado para el célculo
integral cuyo enunciado es: sean f y g continuas en [a,b] y g(x) no cambia de signo en el intervalo,
entonces 3 £ € [a,b] que cumple,

b b
/ﬂmmmﬁ#@/mmm. (6.104)

Teorema 6.5: Sea f una funcion continua en [a,b] entonces

b
Jeela b | / F@) dz = (b— a) f(£). (6.105)

Demostracion. Supongamos a < b, como f es continua en [a,b] existen m y M, minimo y méximo
de la funciéon en dicho intervalo respectivamente. Por la propiedad 6 de la seccién anterior tenemos
que,

1
(b—a)

m <

/bf(w) dz <M (6.106)

I

o lo que es lo mismo, m < p < M, al ser la funciéon f continua el Teorema ELTT] nos garantiza que

3eelab] | F(€) = pasi que
1 b b
16 = =g [ f@ e [ f@de=fO0-0)  celad. @107

c.q.d.
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6.4 Integrales y primitivas

En la primera secciéon hemos introducido el concepto de primitiva de una funciéon como aquella
que al derivarla nos da la funcion original. Ahora veremos la conexién entre primitivas e integrales
definidas.

6.4.1 Primer teorema fundamental del calculo

Teorema 6.6: Sea f continua en [a,b] consideremos un a < x < b, con lo que sequro que f también
serd integrable en |a,x], definamos,

Fla) = / " r) at (6.108)

entonces se tiene,

F'(z) = f(x). (6.109)

Demostracion. Consideremos un incremento arbitrario Az del argumento x, y apliquemos la propiedad
7 de las integrales definidas,

/Hmf(t) dt — /xf(t) at + /Hmf(t) at, (6.110)

con lo que tendremos,

T z+Ax x
AF = F(z+ Az)- F(z) = / () dt +/ F(8) dt — / F(1) dt
:E+A:E a xT a
- / f(t) dt (6.111)
aplicando ahora el teorema del valor medio del calculo integral, seccion B34 tendremos,
AF = f(§)(x 4+ Az —x) = f(§)Ax (6.112)
con § € [x,x + Az], por tanto,
AF
=) (6.113)
Ahora bien, la derivada de F(z) es,
f continua
AF r— —T
Fliz) = lim —— = lim £(&) > " im &) X f(z). (6.114)

Az—0 Az Az—0 -
c.q.d.
Nota: F(z) es la primitiva que satisface la condicion F(a) = 0.
Ejemplo 6.21: (utilizando la regla de la cadena)
F(x)= [{ t* dt, F'(z) = 2”.
G(z) = f;m tan(t) dt, G'(z) = tan(e®®)ed®5.
H(z) = f;ggo tan(t) dt, H'(x) = tan(e5®)ed®5.

I(x) = ff arccos(t) dt, I'(z) = arccos(x?)2z.
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6.4.2 Segundo teorema fundamental del calculo; Regla de Barrow
Llamado asi por lIsaac_Barrowl, también conocida como Formula de Newton-Leibniz.

Teorema 6.7: Sea f(x) continua en [a,b] y sea F(x) una primitiva de la funcion f(x) entonces,

/bf(t) dt = F(b) — Fla). (6.115)

Demostracion. Si F(x) es una primitiva de f(x) hemos visto que la diferencia entre esta y cualquier
otra primitiva es una constante. Asi pues consideremos la primitiva del teorema anterior, tendremos,

/mf(t) dt = F(z)+C, (6.116)

para poder determinar C' podemos utilizar cualquier valor de x ya que la igualdad anterior vale
para cualquier x € [a,b]. En particular:

(i) = = a, tendremos, [ f(t) dt =0= F(a) + C = C = —F(a)
(ii) = =b, fab f(t)dt = F(b) — F(a) con lo que demostramos la Regla de Barrow
c.q.d.

Se suele utilizar la notacion,

/b £(t) dt = F@) = F(b) — F(a). (6.117)

La Regla de Barrow nos permite pues calcular integrales definidas a partir de una primitiva de la
funcion.

6.4.3 Cambio de variable en integrales definidas

Tendremos,
r1 Y1 ,
/ fla)de= [ flg(y)d'(y) dy (6.118)
Zo Yo
donde hemos hecho el cambio de variable,
z=g(y) — de=g(y)dy (6.119)
y por tanto tenemos,
zo = g(yo) ;1= g(y1) - (6.120)

Ejemplo 6.22:

r=rsint
dx = rcost dt

r |: :| w/2
/ Vr2—z?dz = / Vr2 —r2sin®t rcost dt (6.121)
0 0

los limites se pueden ver facilmente, z =0 — ¢t =0, x =r — t = 7/2, pero ahora la integral,

/2 /2 r2 /2
/ Vr2 —r2sin®t rcost dt = / r?cos?t dt = 5/ (14 cos2t) dt
0 0 0
/22 sin 2t

+
o 2 2

w/2 2

=—. (6.122)
0 4

r2

= —t
2
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6.4.4 Integracién por partes

b b
/udv:uv|2—/ vdu. (6.123)

La formula ahora es,

Ejemplo 6.23:

w/2 w/2 .9 . .
I = / sin®z doz = / sin® wsin(z) do = [ v s —  du=2sin(z) cos(z) dz
0 0

dv =sin(z) dz — v = —cos(x)

. 9 ( )‘ﬂ'/2 2/7T/2 . ( ) 9 d 2/7T/2 . ( )d 2/7T/2 . 3 d
= — S1n~ T COS\ T + Sin(x COS™ I xr = SIn(xr Xr — Sin- r dx
0 0 0 0

—0 =1—sin’z

=— cos(m)\gn:l =I

de donde,
[=2-2=31=2=1=2/3. (6.124)

6.5 Aplicaciones geométricas

6.5.1 Area de una figura plana

Es la primera aplicacién de la integral definida. La integral definida puede utilizarse para calcular
el area encerrada entre una curva y = f(z), las rectas x = ay x = b y el eje x. Lo tinico que hay
que notar es que la integral definida de f entre a y b no es en general dicha area. Para calcularla
habra que tener cierto cuidado y notar que dicha area se corresponde en realidad con,

b
A:/ F(2)] da , (6.125)

por lo que tendremos que saber donde cambia de signo la funcién para saber la funcion |f(x)].

Ejemplo 6.24: Calcula el drea limitada por la curva y = sin(z) y el eje = entre [0, 27|, ver figura
Lo importante es notar que dicha drea NO ES la integral definida entre 0 y 27 de la funcién sin(x) si
no que es,

2w ™ 2m
A = /0 |sin(z)| dz :/0 sin(x) d:n+/7r (—sin(z)) dx (6.126)
= (—cos(2))|§ + (cos(z))|Z" = —(-1— 1)+ (1 — (1)) =2+2=4.

Ejemplo 6.25: Calcula el area encerrada entre las curvas, 41 = /= e yo = x2. Lo primero es hacer
un esquema de la regién que pretendemos calcular, en la figura se muestra en rojo la regién cuyo

area queremos calcular. Los puntos de interseccién entre ambas curvas se pueden obtener igualando,

Vi =1} =2;=0,1. (6.127)
El drea que buscamos serd el area de la regién delimitada por el eje x y la curva y = \/x menos el area
delimitada por el eje = y la curva y = 2.
1 1 1 31
2 x 2 1 1
A= xde — P?de= 2232 -] =2 - =2, 6.128
/0 Ve /0 37, 73,7373 3 (6.128)
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0.6

0.4+

0.8 1/2

0 02 04

Figura 6.2: En rojo el area que pretendemos calcular en cada uno de los ejemplos.

Ejemplo 6.26: Calcula el drea de la elipse,

(6.129)

Aprovechando la simetria de la elipse respecto del eje x, podremos calcular el drea de la regién positiva

de la elipse y multiplicar por 2 para obtener el valor total.

a 2 Z=sint= dr=a
A = 2/ by/1——dz= r=—a=t=—-7/2
—a a

r=a=1t=m

w/2
= / 2b\/1 —sin?t (acost) dt

—7/2

cost dt

/2

(6.130)

w/2 w/2 1 2%
= 2ab cos’ t dt = 2ab <+Ci> dt
—7/2 —7/2 2
1 w/2 1 w/2
= 2ab -t + 2ab — sin 2t = mab.
—7/2 —7/2

6.5.2 Longitud de un arco de curva en R?

Sea f(z) € C'[a,b]. Si hacemos una particién del intervalo en xq, 1,
longitud de la linea poligonal inscrita en la curva como,

Zn: Al;
=1

y definir la longitud de arco como,
n

/= lim ZA&-.

maxAf; —0 4
=1

Definiendo Ay; = f(x;) — f(zi—1), tendremos,

N\ 2
Al =/ Ax? + Ay? = 1+<§if> Az;.

..., Ty, podremos escribir la

(6.131)

(6.132)

(6.133)
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dl

a D

Figura 6.3: Elemento de longitud.

Ahora podemos utilizar el Teorema de Lagrange, seccion B8, y tendremos,

Ay;
Al’i

= f'(&) §i € [z, xi-1], (6.134)

y por tanto,
=1+ [f(&)]* Ax;. (6.135)

La longitud de la linea poligonal inscrita queda,

=Y VI+IF(&) Ay (6.136)

i=1

Ahora bien, una de las hipotesis es que f’(z) es continua, por lo que la suma integral ¢, tiene un
limite y se puede escribir,

= lim Z\/ F1(&))? Az = /\/ 2dx. (6.137)

maxA/l; —0

Ejemplo 6.27: Obtener la longitud de una circunferencia de radio R. Calcularemos la longitud de la
semi circunferencia superior y multiplicamos por 2, para obtener la longitud total. La ecuacién de la

curva es,
y=+VR?— a? (6.138)

de donde,
dy

1 -2z —x
=_ = 6.139
dz 2\/R2—:E2 \/R2—:E2 ( )

R ] 2 R 2
= / | ———— dz =2R arcsm(:n/R)|

= 2R 77/2— 7T/2 =271R. (6.140)

y la longitud sera,
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6.5.3 Volumen de un objeto de seccidén conocida

Conqideremoq un objeto del cual conocemos el area de las secciones, S(z), paralelas. Ver la
figuralE 4l En dicho caso el volumen del objeto se puede escribir como,

V= /b S(z) dx. (6.141)

S(x)

Figura 6.4: Volumen de un objeto de seccion conocida, S(z).

Ejemplo 6.28: Calcula el volumen de un cono de radio Ry altura h. Veamos las secciones del cono
son circulos cuya area es 712, en el caso del cono dibujado en la figura Podemos escribir el radio
de la seccién de cono como funcién de z,

r(z) = R (1 - %) = 7(0) =R ,r(h) = 0. (6.142)

Y podemos calcular su volumen como,

vV o= /Ohw(:cﬁdx:/ohm?(l—ﬁ d:n—ﬂR/ ( hz> d
2) = 37

22 x> h
= w32<a;——+—> :wR2<h h—
2h 302 )|,

(6.143)

.-
Sy
.,
e,
LR

Figura 6.5: Cono de radio R y altura h.
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6.5.4 Volumen de un objeto de revolucién

Consideremos un objeto de revolucion generado por un perfil, y = f(z) al girar alrededor del eje
x, jcudl serd el volumen de dicho objeto? En la figura vemos un objeto generado a partir de
la funcion y = f(x) al girarla alrededor del eje x. El area de cada de seccion, se correspoderd al
4rea de un circulo de radio f(x), por lo que sera 7[f(x)]2. El volumen del objeto podemos entonces
calcularlo como en la secciéon ya que conocemos la secciéon como funcion de x:

b
v :/ (f(2))? de. (6.144)

(x)

Figura 6.6: Objeto de revoluciéon obtenido a partir de la funcion f(x).

6.5.5 Area de un objeto de revolucién

En la figura vemos como se puede definir el elemento de drea en este caso. KEsencialmente
tendremos que el drea de la superficie de revolucién se puede descomponer en el area de secciones
de cono infinitesimales de lado dl y radio f(z). dS =2nf(x) dl.

Se puede calcular mediante la siguiente férmula,

b dy 2
= — . .14
A 27T/ay 1+<dx> da (6.145)

6.6 Integrales Impropias

En esta seccion vamos a generalizar el concepto de integral a intervalos que no sean cerrados, [a, b]
o a funciones que no estén acotadas en dicho intervalo. Llamaremos integrales impropias a dos
tipos de integrales:

(i) (primera especie): La funcion es acotada pero el intervalo de integracion no esté acotado

/OO f(z) d (6.146)
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Figura 6.7: Area de un objeto de revolucion.

(ii) (segunda especie): La funcion no estd acotada y el intervalo de integracion estd acotado,

b
/ f(x) dz con lim f(z) = o0 ¢ € [a, b], (6.147)

r—c
el integrando tiene una singularidad dentro del intervalo.

(iii) (tercera especie): Si son al mismo tiempo de primera y segunda especie.

6.6.1 Integrales impropias de primera especie

Definicién 6.3: Consideramos la siguiente integral como funcién del extremo superior del inter-

valo,
b
I(b) = / f(z) dz. (6.148)
Denominaremos integral impropia a:
[e%S) b
/ f(z)de = blim f(z) dz. (6.149)

- Si este limite existe y es finito = la integral impropia es convergente.

- En otro caso se dice que la integral es divergente.

De modo anélogo definimos,

b b
/_ f(z)dz = lim f(z)dx, (6.150)

——
a [e o] a

si el limite existe, es finito y es A, se dice,

/b flx)yde =A. (6.151)

—00

También se define,

/_Zf(x) d:”:/_;f(w) dx+/coof(w) dr= lim @) dx+blingo/cbf(w) dr. (6.152)

a
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Ejemplo 6.29:

dr @ dz T T
=1 =1l t 2= _ — 0=—
/0 1 3 alm /0 1 3 alm arc an(:n)|0 B 5 s

converge.

Ejemplo 6.30:

w/2 w/2
/ cos(z) dz = lim cos(z) dz =1— lim sin(a),

no existe, divergente.
Ejemplo 6.31: Encuentra los valores de o para que converja la integral:
/°° dx
1
Solucién: Si « # 1 podemos obtener una primitiva,

dx gl

el —a+1

(i) a > 1 tenemos,
p—otl 1 1

li = = te.
Jm = P es convergente
(i) a <1,
b—a—l—l -1
lim ———— = 0o = es divergente.
b—oo —a+1
(i) a =1,
b dz b .
lim — = lim In(]z])|] = co = es divergente.
b—oo Jq b—oo

Criterios de comparacion

Teorema 6.8: SiVa > a se verifica, 0 < f(z) < g(x) y [ g(x) dz es convergente,

:>/aoof(3:)dx

también es convergente y se tiene que faoo g(x) dez > faoo f(x) dz.

Teorema 6.9: si Vo > a se verifica 0 < g(z) < f(z) y faoo g(x) dz es divergente, =

/aoo f(z) dz

En ambos casos es 1itil comparar con la integral que hemos visto antes,

[
a "Ba '

también es divergente.

(6.153)

(6.154)

(6.155)

(6.156)

(6.157)

(6.158)

(6.159)

(6.160)

(6.161)
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Ejemplo 6.32: Estudia la convergencia de

r+1
dz 60.162
/1 Vo (6.162)

podemos ver que en el intervalo considerado,

r+1 x 1
> 2 - - 6.163
Va3 N \/E ( )
pero
o dl' . b
— = lim 2y/z|] = oo = NO converge (6.164)

1 \/E b—oo

lo que utilizando el Teorema implica que,

®r+1
dz 6.165
/1 N (6.165)

no es convergente.

Convergencia absoluta

Teorema 6.10: Si la integral [°|f(z)| do converge entonces

[ee)
:>/ f(z) de (6.166)
a
también converge. En este caso se denomina absolutamente convergente.

Ejemplo 6.33: Estudiemos la convergencia de

o
/ Sm(;”) dz, (6.167)
1 x
la funcién cambia de signo en el intervalo, estudiemos la convergencia de,
o |
sin@) | g, (6.168)
1 z?
Se cumple,
sin(x) 1
S < |2, 6.169
gl [ (6.169)
pero la integral,
* dx 1 1™
] =1/2 6.170
/1 x3 2 22|, / ( )
converge, y por tanto [, Si‘;ﬁf) dz también converge, lo que implica que la integral original, [;° Si‘;ﬁ;”) dz

también es convergente.
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Criterio del cociente

Teorema 6.11: Sean f y g dos funciones integrables en [a,z]|, y f(x) >0 y g(x) > 0 Vx > a, sea

= lim M
L= xl_)OO () (6.171)

entonces,
1.) SiL=0y faoo g(z) dx converge, = faoo f(x) dx también es convergente.
2.) SiL=oc0y [*g(zx)da diverge, = [° f(x) dz también diverge.

3.) Si L >0 finito, = [° f(z) da y [ g(x) da tienen el mismo caracter, convergente o diver-
gente.

Ejemplo 6.34: Estudia la convergencia de:

of\/l“i7dx

* i da
6.6.2 Integrales impropias de segunda especie

Definicién 6.4: Sea f integrable en [a,b —¢], ¢ >0, y lim,_,;- f(x) = £oc.
Se define la integral impropia,

b c
/ f(x) dz = lim f(x) dz, (6.172)

c—b~ Ja

si este limite existe se dice que la integral es convergente, si no existe se dice que es divergente.

e Anélogamente, f integrable en [a 4+ €,b], € > 0y el lim,_, .+ f(x) = £oo se define,

Y

b b
/ f@)de = lim [ f(@)de. (6.173)

c—at Je

e Se define asimismo en el caso en el que el punto en el que la funcién no estd acotada sea un
punto interior, xg.

b o b c b
/ f(z)de = / f(z) dzx +/ f(z)dz = lim f(z) dz + lim f(z)dz. (6.174)

c—zy Ja c—zy Je

Ejemplo 6.35:

° 01 % = lim__, o+ f; % que se puede calcular,
b dx
lim [ — = lim In(z)|! = 6.175
Jim [ E = lim In(a)! = 3 (6175)

1 dz s b dx
° /5 e = limy,_q- [ Ty due se puede obtener,

b
lim o i vI—a)}=— lim (2VT =D -2) =2 (6.176)

b—1=Jo 11—z b—1-—
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. b
e Obten los valores de « para los que la integral, fa ﬁ dx, es convergente.

Sia#1,
_ b
/b _ dz = lim M (6.177)
o (x—a)® cwa-  —a+1 |,
— Sia<l, ,
i GO () (6.178)
c—at —a+1 ¢ 11—« '
y la integral converge.
- Sia>1, ,
_ N\ —a+l
lim &% — 00 (6.179)
c—at —o + 1 c

y la integral diverge

— a =1, diverge.

Criterios de Comparacion
Para las integrales impropias de segunda especie existen criterios de comparacién, y criterio del
cociente anédlogos a los que existen para integrales de primera especie.

6.6.3 Valor principal de Cauchy

e Para el caso de integrales impropias de primera especie doblemente infinitas,

0 b

VP/ f(x) dz = lim f(x) dz. (6.180)
—o0 b—oo J_y

Ejemplo 6.36: ffooox dx, la integral impropia no existe, ya que queda oo — 0o, sin embargo el

VPC si que existe,

C

= lim (/2 - ¢*/2) = 0. (6.181)

c 2

lim rzdr = lim —
c—oo J_. c—oo 2

Nota: Recordemos que para que la integral impropia exista, los dos limites han de tomarse
independientemente como haciamos en la ecuacion (EI152).

e Para el caso de integrales impropias de segunda clase:

Se define del siguiente modo,

Tro—€ b
VP ) do = l . :
/ flx)dz = im {/a f(z) dz + o f(zx) dx} (6.182)
con
xll)n; flx) =+o0. (6.183)

Ejemplo 6.37:

5 1 1—¢ 1 5 1
- — 1 - -
/_1 Gop = [/1 @o1p /Ha 1) dx}

@—1)72""  (z-1)2
[ —2 -1 " —2 1+€]

_ 1hm[i_l+i_i]:3, (6.184)

= lim
e—0

2¢-0|e2 4 16 g2 32
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SUCESIONES Y SERIES

7.1 Sucesiones

7.1.1 Sucesion

Definicion 7.1: Sucesion
Se denomina sucesion de niimeros reales a cualquier aplicacion f : N — R de modo que a cada
n le corresponda un nimero real, f(n) = a,,. Se escribe la sucesion del siguiente modo,

{an} (7.1)
a a, se le denomina término n-ésimo de la sucesion.
Ejemplo 7.1: z, = 325, {z,} = 1/5,3/8,5/11,7/14,. ...
Ejemplo 7.2: a, = (-1)", {ay,} =-1,1,-1,1,....
Ejemplo 7.3: Sucesién de Fibonacci (Leonardo de Pisa, sXIII) :

29 =0, r =1, Ty = Tp—92 + Tn_1 Vn > 2 (7.2)

es una sucesién definida por recurrencia. Existe una expresion cerrada para esta sucesién, obtenida
mucho después,

" —(1—p)"
Ty = 7.3
! VB (73)
donde ¢ satisface, > —p — 1 = 0, por lo que p = 1+2\/5, que es la llamada razén Aurea, utilizada

desde los griegos en arquitectura. Corresponde al cociente de dos nimeros, a y b, tales que se tenga,

at+b a
= — 7.4
” 2 (7.4)

127
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entonces se tiene, ¢ = a/b. Los primeros nimeros de la sucesién son,
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ... (7.5)

Definiciéon 7.2: Una sucesion {a,} se dice que es convergente, si

dpeR | Ve>0 IN | l|a,—p|<e,Vn>N (7.6)
Si {a,} converge a p escribimos,
lim a, =p (7.7)
n—oo

y se dice que p es el limite de la sucesion.
Definicion 7.3: Si una sucesion no es convergente se denomina divergente.
Definicion 7.4: La sucesion {a,} esta acotada, si
dkeR | |apn <k VYneN (7.8)

Definicién 7.5: Una sucesion se dice de Cauchy si cumple,

Ve>0 3N | |apn—am|<e VYn,m>N (7.9)

Intuitivamente, implica que la distancia entre términos se hace cada vez menor.

Teorema 7.1: Una sucesion es convergente < sucesion de Cauchy

Demostracion. Damos la demostracion en uno de los dos sentidos:(=-). Al ser convergente tenemos
que, (notad que solo difiere de la definicion en el £/2)

Y

dpeR | Ve>0 AN | |a,—p| <e/2,Yn>N (7.10)

y por tanto para cualesquiera n,m > N tenemos,

Ve>0 3N | |ap—p|<e/2;|am—p| <e/2,Yn,m >N (7.11)

de donde,
lan — am| <lan —p|+lam —p| <e/2+4+¢/2=c¢ (7.12)
que es la condicion de Cauchy dada en la definicion [LH

7.1.2 Algunas propiedades del dlgebra de sucesiones

(i) Si el limite de una sucesion existe, es tnico.

(ii) Toda sucesion convergente esta acotada, lo que implica que toda sucesion no acotada es
divergente

(iii) Silimy— oo ay = A y limy, .o b, = B, entonces,

lim (a, £b,) = A+ B lim a,b, = AB. (7.13)

n—oo n—oo

(iv) Silimp oo by = B # 0 = lim,—oo(1/by) = 1/B
lim,, oo (an/bn) = A/B

limy,,— oo Aay, = AA
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Definicion 7.6: Sea {a,} una sucesion de nimeros reales:
e Diremos que la sucesion es creciente si, a, < an,4+1 Vn. Se denota a, /
e Diremos que la sucesion es decreciente si, a, > an11 Vn. Se denota a, \,.
e Una sucesion es monotona si es creciente o decreciente.

Teorema 7.2: Si una sucesion a, es mondtona creciente (decreciente) se cumple que:
e cs convergente < estd acotada superiormente (inferiormente)

Demostracion. Una sucesion que no esté acotada es claro que no puede ser convergente, por otro
lado si una sucesion converge es facil probar que es acotada. Probemos pues que una sucesion
creciente acotada es convergente.

Supongamos que la sucesion es mondtona creciente, a, ”, sea L el supremo del conjunto, ya
que es acotada seguro que tiene un supremo. KEntonces tenemos que a, < L Vn. Por otro lado
consideremos un ¢ positivo arbitrario. El nimero L — ¢ no puede ser cota superior de todos los a,,
(en ese caso seria cota superior inferior al supremo, lo que es imposible) por lo que seguro que para
un N determinado se tiene,

L—e<ayn (7.14)

pero como la sucesion es creciente para valores n > N tendremos que
L—¢e<any<ay Yn > N (7.15)

lo que implica,
0<L—-—a,<c¢ VYn > N

(7.16)
por lo que L serd el limite de la sucesion.

Con lo que ademés hemos probado que,

lim a, =sup{a, | neN}. (7.17)

n—o0
Analogamente se demuestra el caso en el que {a,} es mondtona decreciente.
Ejemplo 7.4: Consideremos la sucesién dada por,
{zn}, T =V?2; xn:\/m Vn > 2. (7.18)

Probemos utilizando el método de induccién que la sucesién es creciente:

1) 290 =V2+a = V2+v2 > 1

2) Supongamos que T, > T,_1

3) Veamos si (2) implica que 41 > Xy,

por (2)

Tp+l = VTn+ 2 > V Tn—1 +2= T (719)
y al mismo tiempo que estd acotada superiormente, por ejemplo por el nimero 3,

1) z2=v2F21=V2+V2<3

2) Supongamos que x, < 3
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3) Veamos si (2) implica que 2,41 < 3,

or (2)
Tni1 = ViR 12 < V3F2<3. (7.20)

Al ser acotada y creciente el teorema nos asegura que es convergente. Veamos si somos ahora
capaces de encontrar su limite cuando n tiende a infinito. Dado que existe dicho limite, podemos
asegurar que Ve > 0, N, tal que Vn > N se cumple que a, 11 — a, < €. Por lo tanto dicho limite
tiene que satisfacer:

r= lim x, = lim \/2+3:n_1:\/2+3: (7.21)
n—oo n—oo
de donde,
??=2+zr=2z= lim z, =2. (7.22)
n—oo

Ejemplo 7.5: Un conjunto de sucesiones muy interesante son las definidas por la denominada “Ecuacién
logistica”. Esta es una sucesién definida por recurrencia:

Tpp1=712n(1—2n) n=1,..., (7.23)

con xo un nimero entre [0,1] y 0 < r < 4. La riqueza de esta ecuacién es dificil de intuir a la vista de
su simplicidad. Si buscamos sus posibles limites, denominando (si existe) L = lim,,_,, ;,, tendremos,

L=rL(1-L)=L=00L=(r—1)/r. (7.24)

Lo que se observa, de modo simplificado, es:

0<r<1 Ty, — 0
l<r<2 Ty — (r—1)/r
2<r<3 Ty — (r—1)/r
3<r<3++6 x, — oscila entre dos valores:  no tiene limite. (7.25)

3++v6 <r <354 x,— oscilaentre cuatro valores: no tiene limite.

En la figura [Z] se muestran los valores entre los que oscila la sucesién como funcién de 7.

7.2 Series

Las series surgen como generalizacion de la suma de un ntimero finito de términos al caso infinito.
Se trata pues de sumas infinitas que requieren ser definidas cuidadosamente y estudiadas en cada
caso ya que no comparten muchas de las propiedades de la suma tradicional.

Ejemplo 7.6: Paradoja de Zendn (tomada del libro de T. Apostol, Calculus I)

Consideremos un ejemplo parecido al de la paradoja original de Zenén. Un corredor recorre a
velocidad constante una distancia. En tiempo T, recorre la mitad del recorrido, en T'/2 recorre el
siguiente cuarto, en T'/4 recorre el siguiente octavo etc. jLlegara el corredor a su destino si tiene que
recorrer un namero infinito de tramos?

Analizemos el problema del siguiente modo, tenemos que ver si podemos dotar de cierto sentido a
l[a suma infinita,

T T T
T+ —+—+—+... 7.26
totptgt (7.26)
Por otro lado si el corredor recorre la mitad del recorrido en T' y va a velocidad constante, recorrera

todo el recorrido en 2T, por lo que intuitivamente,

T T T
T+ =+ =+ +4-=2T. 7.27
totgtgt (7.27)
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0.4 —
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Figura 7.1: Diagrama de bifurcacion de la ecuacion logistica. Para xg = 0.25, muestra los valores
entre los que oscila el valor para n grande de la ecuacién dependiendo de r. Notese que para r < 3
s6lo hay una solucién, mientras que para r > 3 empiezan a aparecer oscilaciones para n — ©0.
Figura tomada de Wikipedia.org.

La suma que buscamos es la suma,
|
T o (7.28)

n=0

que es la suma de una serie geométrica de razén 1/2 y la estudiaremos en este tema.

7.2.1 Serie infinita

Definicion 7.7: Sea {a,} una sucesion de niimeros reales o complejos, a,, € R o a,, € C, construi-
mos una nueva sucesion {sy} del siguiente modo,

SO = Qo

ST = ag+a

n
Sp = ao+a1+---+an=Zak.
k=0
(7.29)

Al par ordenado de sucesiones ({ay},{sn}) se le denomina serie infinita. Para cada n € N
llamamos,

® @, término n-ésimo de la serie
e s, suma parcial n-ésima de la serie

Definicion 7.8: Se dice que una serie converge si la sucesion {s,} converge. En dicho caso se
dice que la sucesion {s,} es sumable y al limite de la sucesion {s,} se le denomina suma de la
serie y se escribe,

n—oo

S=lim s, =Y an. (7.30)
n=0

Se dice que una serie diverge si la sucesion {sy} diverge.
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. L » . 00
Teorema 7.3: Supongamos una serie de términos positivos, a, > 0 Vn, entonces, la serie Y > | an,
converge < {s,} estd acotada superiormente.

Demostracion. (sélo =)
Sp=a1+azx+- - +a, = (7.31)

{sn} es una sucesion mono6tona creciente y por tanto converge si esta acotada superiormente (ver

Teorema [[2).

Teorema 7.4: Condiciéon de Cauchy para series.
La serie Yy o7 a, converge < para cada € > 0 I N | |app1 + -+ + antp| < €, Vp =
1,2,... yVn > N.

Demostracion. (sélo <)
. .2 n 4
Consideremos la sucesion s, = > ', a,, y consideremos,

Sn4+p — Sn = Ap+1 + An+2 + -+ An4p - (732)

Esta sera la distancia entre dos términos cualesquiera, si dicha distancia es menor que un ¢ arbitrario
para n superiores a un N dado, como dice la hipotesis de la derecha, entonces la sucesion serd de
Cauchy y este teorema se reduce al Teorema [ 11

Si en el teorema anterior consideramos p = 1 tenemos que una condicién necesarial] (aunque
no suficiente) para que la serie > >° . a, converja es que,

n—1
lim a, =0. (7.34)
n—oo

Un ejemplo clasico en el que dicha condicién se cumple pero que sin embargo no es convergente es
la serie armonica,
p = —. (7.35)
n
Se puede ver que la condicién de Cauchy para series no se cumple. Consideremos n = 2"y p = 2™,
entonces,

1 1 1 2m 1
an+1+”’+an+P:2m+1+2m+2+”'+2m+2m 22771_’_2771 :g’ (736)

que no satisface la condicion de Cauchy para e < 1/2, = > | % diverge pese a que lim,,_ % =0.
Asi pues estudiar si lim,, . @y, €s 0 no cero es un buen comienzo para saber si la serie puede
converger.

Ejemplo 7.7:
2
o n
n?+1
g —— (7.37)
ns—1
n=1
veamos si el término general de la sucesién tiende a cero, condicién necesaria para que converja la serie

ya que se trata de una serie de términos positivos. En primera instancia tendremos una indeterminacion
tipo 1°°, que recordemos se podian calcular como (ver ecuacién 118l ):

2 1 n? 2 1
lim <i> = con b= lim n? <i - 1> , (7.38)

n—oo \ n?2 —1

!Esta misma condicién se puede obtener, sin mas que notar que si la serie converge se tiene que tener

lim s, = L= lim S,4+1 = lim (Sp+1 — sn) = 0= lim ant1 (7.33)

n— oo n— oo n— oo n— oo
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Figura 7.2: La sucesion, {ay}, junto con la sucesion de sumas parciales, s, = > ; a;. En rojo las
sucesivas sumas parciales en las que se suma hasta un niimero par de términos, y en azul hasta un
ntmero impar de términos.

pero b puede calcularse,

241 21 o2n?
lim n? <n R ) = lim Qn =2 (7.39)
n—oo n¢ — 1

de donde el término general tiende a e # 0, por lo que la serie no converge.

7.2.2 Serie alternada

Definicion 7.9: Si a, > 0 Vn, la serie

o0
Z(—l)n+1an =ay—ay+az—aq+... (7.40)

n=1
se denomina serie alternada.

Teorema 7.5: (de Leibniz)
. .. . ; o 1\n+l
Si {an} es una sucesion decreciente que converge a 0, = la serie alternada ) > (=1)""'a,, es
convergente.
Y ademds si llamamos S a la suma de la serie y s, a la suma parcial enésima se verifica,

0<(=1)"(S —sp) < ant1 Vn > 1
0<|S = 8p| < ansr - (7.41)

Demostracion. (del libro de G.H. Hardy) Consideremos:

S9n41 — Sop—1 = Q2p41 — A2 <0
Sop — Sop—2 = —Qgp + agp—1 > 0. (7.42)

De donde la sucesion, {s2,} es creciente, y la sucesion, {sa,4+1}, es decreciente (ver Fig. [[2). Al
mismo tiempo tenemos, que la diferencia entre ambas,

lim Son+1 — Son — lim aon+1 — 0. (7.43)
n—00 n—00

Tenemos pues dos sucesiones, una creciente, y otra decreciente, que tienden al mismo limite, por

lo tanto ambas tienden a limites, y ambos limites han de ser el mismo.

En la figura se muestra una sucesion junto con la sucesion de sumas parciales de la serie
alternada.
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7.2.3 Convergencia absoluta

Definicion 7.10: Dos definiciones:

e La serie ) -7, a, es absolutamente convergente si la serie ) >~ |a,| es convergente.

e Diremos que la serie converge condicionalmente si ) a,, converge pero ) |a,| diverge.

Teorema 7.6: La convergencia absoluta, ) |a,| converge, implica la convergencia de la serie,
> an.
Demostracion. Consideremos

conv abs

|@nt1 + Ang2 + o+ Anapl <lantr| + lang2| + o Flangpl < e (7.44)

Ve IN,n>NyVp>1= > a, también satisface la condicion de Cauchy, Teorema [l por lo
que es convergente.
Un ejemplo de serie que es convergente pero no absolutamente convergente es el caso de la serie,

= 1
> (== (7.45)

n
n=1

que es convergente en virtud del Criterio de Leibniz, Teoremalll Sin embargo la serie de los valores
absolutos es la serie armonica que hemos visto que no es convergente.

7.2.4 La serie geométrica

La serie geométrica es la siguiente,

n
sn:Zazk:1+x+x2+-'-+x". (7.46)
k=0

Donde x debe entenderse como un parametro, un nimero real cualquiera. Podemos obtener una
expresion para la suma parcial s, del siguiente modo, siempre que |z| # 0. Multiplicar por x y
restando tendremos,

xsp =x +a° + -+ 2" (7.47)
y
1— $n+l
(1—x)s, =1—a"! =8, = ——. (7.48)
1—=x
Si x = 1 tendriamos que s, =n + 1 y si = —1 tendremos s,, =0 si n es impar y s,, = 1sin
es par.

iPara qué valores de x es convergente la serie geométrica?
Veamos los distintos casos,

o |z] <1 =lim, ooz =0y lim, .00 8, = ﬁ

o |z >1 = lim, oo 2" = 00 y lim,, o0 5, = 00, diverge.
e rx=1s5,=1+1+---+1, diverge.

e 1 = —1, serie oscilante, 59, = 0, so;+1 = 1. Diverge ya que no cumple el criterio de Cauchy
para series. Tampoco cumple la condicién necesaria de convergencia.
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7.2.5 Criterios de convergencia

Teorema 7.7: Criterio de Comparacion.
Sea an, >0y b, >0 si3dc>0 tal que,

Yn>1, a,<ch, (7.49)

=
(i) si) by es convergente = > a, es convergente.
(11) O, lo que es equivalente, siy_ a, es divergente = Y b, es divergente.
Demostracion. Llamemos s, =Y a, y t, = Y by, la hipotesis implica que,
Sp < ctp, . (7.50)

Si > b, converge, sus sumas parciales, t,, estan acotadas, llamemos M a una de las cotas, tendremos
entonces,

Sn < cM, (7.51)

por lo que s, serd también convergente ya que estid acotado y es mondtonamente creciente, ver

Teorema E

Teorema 7.9: Criterio de Comparacion por paso al limite.
Supongamos a, > 0 y by, > 0 para todo n y que ademds,

lim -2 =1. (7.54)

Entonces ) ap es convergente si y sélo si Yy by, converge.

Demostracion. Al ser el limite del cociente igual a 1, tenemos que existe un N tal que,
1/2 < ap/b, < 3/2 Vn > N (7.55)
Y entonces tendremos que se cumple
an < 3/2by, bn < 2an, (7.56)
y bastara aplicar dos veces el teorema de comparacion [L1 c.q.d.

Teorema 7.10: Criterio del cociente. (Test de D’Alembert)
Supongamos a, > 0, estudiemos el limite siguiente,

r= lim 2L (7.57)

n—oo (U,

donde r NO depende de n. Se tiene para Y .~ {an}:

?Este teorema podria haberse probado de un modo mas general.
Teorema 7.8: Sea a, >0 y b, >0 si dc >0 tal que,
iN | Yn>N an < cbp (7.52)

= (7.53)
e si > by, es convergente = Y an es convergente.

Donde sélo necesitamos exigir que se cumpla la Eq. [TZ9) o partir de un determinado N .
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f(x)

f(1)

f(2)
f(3)

Figura 7.3: Comparacién entre la integral impropia y las sumas inscritas y circunscritas.

e r <1, la serie converge.
e > 1, la serie diverge.

e r =1, indeterminado, necesitamos utilizar otro criterio.

Teorema 7.11: Criterio integral
Sea f una funcion positiva decreciente, definida para todo real x > 1. Observando la figura [Z3,
podemos escribir las siguientes relaciones,

S s> [ i@ =Y 0 (7.58)
i=1 1 =2

o bien,
/n f@) dz+ £(1) > S £G) > /n f(e) da (7.59)
1 = 1

y por tanto la serie infinita converge o diverge segin converja o diverja la integral impropia. Ademds
la sequnda relacion nos sirve para acotar el valor de la suma si somos capaces de calcular la integral
impropia correspondiente.

El criterio de la integral tiene una aplicacién importante, el estudio de la convergencia de las

sumas,
o

1

ns

seR. (7.60)

n=1

Podemos estudiar su convergencia utilizando el criterio de la integral, tendremos que estudiar la

convergencia de,
1
/ — dz. (7.61)
1

Estas integrales impropias de primera especie las hemos estudiado explicitamente en la seccion E6.1]
tenemos que: si s > 1 convergen y si s < 1 divergen. Por lo que nuestra serie infinita correra idéntica
suerte,

1 si s > 1 converge
ns { sis < 1 diverge } ' (7.62)
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Dichas sumas sirven para definir una funcién de gran importancia denominada Funcién Zeta de
Riemann, (, cuya definicion edl,
1
((s) = v s>1. (7.63)
n=1
Euler (sXVIII) demostré una igualdad que conecta la funciéon ¢ con un producto sobre todos los
nimeros primos:

1 1
(=Y == 1] —=- (7.64)
n L 1-—»p
n=1 pEprimo
Teorema 7.12: Criterio de la raiz (Test de Cauchy)
Sea Y0 | an con ap, >0 Vn, definamos,
R = lim (a,)"/" (7.65)

n—oo

entonces se tiene,

e si R <1, la serie converge.
e st R>1, la serie diverge.

o si R=1, el criterio no decide, necesitamos utilizar otro.

No vemos la demostracién, pero observese que con el R definido, tendremos que para n sufi-
cientemente grandes se tendré,

an ~ R" (7.66)

por lo que el que Y a, sea convergente estara intimimamente relacionado con que la serie geométrica

> R™ converja. Dicha serie geomeétrica converge solo si R < 1 como hemos visto en la seccion [[24]

7.2.6 Series de potencias

Un conjunto de series de especial relevancia son las series de potencias, que pueden escribirse
del siguiente modo,

i=1

Estas han aparecido por ejemplo en la seccion: B0l Serd importante determinar para que valores
de x se tiene que la serie infinita es convergente. En particular tendremos que algunas series de
potencias seran convergentes para una determinada regiéon de x y divergentes en el resto de la recta
real.

Ejemplo 7.8:

[e.e]
Zazi:1+x+x2+x3+x4+... (7.68)
i=0
converge si x < 1, y diverge en cualquier otro caso. Esto se puede ver aplicando el criterio del cociente.
La serie converge si:

= x<l1. (7.69)

30Observa que la funcién ((s) es funcién de s que es el exponente, no confundir con las series geométricas de la

seccion [CZ241
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Radio de Convergencia
El ejemplo anterior puede entenderse como que la serie de Taylor de la funcion,

fla) = — (7.70)

S l-z

converge solo para x < 1. El hecho de que la funcién, f(x), no esté acotada en el punto z = 1 esta
intimamente relacionado con que el radio de convergencia sea 1.

Definicion 7.11: El radio de convergencia de una serie de potencias se define como el niimero real
R tal que Vx < R se tiene que la serie de potencias es convergente.

Se puede obtener o estimar utilizando los criterios de convergencia, por ejemplo, del criterio del
cociente se tiene que la serie de potencias s, = Y .~; a,z" es convergente si,

n+1
lim T oy (7.71)
n—oo  GnT
lo que es lo mismo que,
R~ = lim ! (7.72)

n—oo  (,

significando que Vx < R la serie es convergente.





