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Consideraciones preliminares

Este texto es una recopilación de lo enseñado durante los semestres de Primavera de 2007 y de 
2008 en la asignatura de Análisis Matemático I de la licenciatura en Física en la Facultat de Físicas 
de la Universidad de Barcelona.

El curso está pensado para 6 créditos (60 horas lectivas) de los que 1.5 son prácticos. Constituye 
pues un curso básico de análisis matemático para estudiantes de primer año de licenciaturas de 
ciencias. En esta publicación hemos intentado incluir ejemplos relevantes en el texto junto a definicio-
nes formales de todos los conceptos utilizados.

Este texto debe considerarse como apoyo pero nunca como fuente única para el estudio de la
asignatura. Cualquier correción o comentario que nos ayude a mejorarlas será bienvenido.

Los textos fuente para estas notas son los siguientes:

• Libros: “Calculus I” (T. Apostol), “Cálculo diferencial e integral” (N. Piskunov), “Mathematical
Methods for Physicists” (Arfken/Webber), “A first course in Mathematical Analysis” (Brannan).
“A course of pure mathematics”, G. H. Hardy.

• Notas y apuntes (no publicados): Analisi Matematica I (1995-1996) (P. Pascual), Analisis 
Matematico I (N. Barberan).
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IINota
ión y tipografíaLas de�ni
iones, teoremas y demostra
iones de estos últimos apare
en en el texto 
on la siguientetipografía:Ejemplo de TeoremaTeorema 0.1: Cada entero n > 1 es primo o produ
to de primosEjemplo de demostra
iónDemostra
ión. (utilizando el prin
ipio de indu

ión)1) Para n=2 se veri�
a porque es primo.2) Supongamos que se veri�
a ∀r | 1 < r < n.3) Si n no es primo es que admite un divisor d tal que 1 < d < n, o sea que n = dc , 1 < c < n,pero 
omo tanto para c 
omo para d se satisfa
e el Teorema (paso 2), tenemos que c y d oson primos o produ
to de primos, por lo que n es produ
to de primos.
c.q.d.Ejemplo de de�ni
iónDe�ni
ión 0.1: Produ
to 
artesiano de dos 
onjuntos (A × B)Dados dos 
onjuntos A y B denominaremos produ
to 
artesiano de A y B, (A×B) al 
onjuntode todos los pares ordenados (x, y) tales que x ∈ A e y ∈ B:

A × B = {(x, y)|x ∈ A e y ∈ B} (0.1)Símbolos más utilizados
⇒ Impli
a
⇔ Si y sólo si
∃ Existe
∀ Para todo
| Tal que

c.q.d. 'Como queríamos demostrar', mar
a el �nal de una demostra
ión.
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CAPÍTULO 1

NÚMEROS REALESExisten diversos métodos para introdu
ir los números reales. Un método 
orriente es empezar apartir de los enteros positivos, 1, 2, 3, . . . , 
onsiderados 
omo un 
onjunto no de�nido que utilizamos
omo base para 
onstruir un sistema más amplio.i) Se 
onstruyen los números ra
ionales positivos, 
o
ientes de enteros positivos.ii) Los números ra
ionales son utilizados para 
onstruir los números irra
ionales positivos (e.g.√
2, π).iii) El paso �nal es introdu
ir los números reales negativos y el 
ero. El sistema de los númerosreales se 
onstruye 
omo la unión de los números ra
ionales e irra
ionales.La parte más difí
il del pro
eso es el paso de números ra
ionales a números irra
ionales. Aunquela ne
esidad de números irra
ionales ya se había he
ho patente para los matemáti
os de la antiguaGre
ia, no se han introdu
ido métodos satisfa
torios para la 
onstru

ión de números reales hasta�nales del s XIX. En aquella épo
a se per�laron tres teorías: la de Weierstrass, la de Cantor y lade Dedekind. El año 1889 Peano presenta 5 axiomas para los enteros positivos que serán utilizados
omo punto de partida para la 
onstru

ión de los números reales.De todos modos, nosotros nos interesaremos más por las propiedades de los números reales quepor los métodos utilizados para 
onstruirlos. Por tanto, adoptaremos un punto de vista diferentey 
onsideraremos los números reales 
omo 
on
eptos no de�nidos (elementos primitivos) que satis-fa
en un 
ierto número de propiedades (que no demostraremos). De los axiomas dedu
iremos laspropiedades de los números reales. Así pues, estable
eremos rela
iones entre los números reales,algunas sin demostrar (axiomas) y otras 
on demostra
ión (teoremas).Supondremos que existen los números reales y que satisfa
en 10 axiomas (que enumeraremosmás adelante). Los axiomas se 
lasi�
an de manera natural en tres grupos:

1
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http://en.wikipedia.org/wiki/Cantor
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2 CAPÍTULO 1. Números reales1.) Axiomas de 
uerpo2.) Axiomas de orden3.) Axioma de 
ompletitud1.1 No
iones bási
as de la teoría de 
onjuntosLa teoría de 
onjuntos desarrollada por Boole y Cantor a �nales del siglo XIX ha tenido unagran in�uen
ia en el desarrollo de las matemáti
as del siglo XX. Ha uni�
ado ideas aparentementein
onexas y ha ayudado a redu
ir mu
hos 
on
eptos a sus fundamentos lógi
os de una maneraelegante y metódi
a.De�ni
ión 1.1: Conjunto. Cole

ión de objetos (elementos), 
onsiderados 
omo una sola enti-dad. Los objetos de la 
ole

ión se denominan elementos o miembros del 
onjunto y diremosque pertene
en al 
onjunto o que están 
ontenidos dentro de él. El 
onjunto los 
ontiene o está
ompuesto de sus elementos.La mayor parte de la teoría de 
onjuntos no depende de la naturaleza de los elementos individu-ales de la 
ole

ión. A nosotros nos interesará estudiar 
onjuntos de entes matemáti
os: 
onjuntosde números, puntos, fun
iones, et
.1.1.1 Nota
ión y de�ni
iones bási
as
• Conjuntos: A,B,C, . . . , designados 
on mayús
ulas.
• Elementos: a, b, c, . . . , designados 
on minús
ulas.
• x ∈ S signi�
a que x pertene
e al 
onjunto S, se di
e que x es un elemento de S o que x estáen el 
onjunto S.
• x /∈ S signi�
a que x no pertene
e al 
onjunto S, o lo que es lo mismo, x no es un elementode S o x no está en el 
onjunto S.
• Podemos designar un 
onjunto es
ribiendo sus elementos entre llaves:

A = {2, 4, 6, 8} conjunto finito
B = {1, 2, 3, . . . } conjunto infinito

}

expĺıcitos , (1.1)
C = {x | x ∈ N} impĺıcitos, x variable muda . (1.2)A partir de un 
onjunto podemos formar nuevos 
onjuntos, denominados sub
onjuntos, 
o-giendo elementos del 
onjunto de partida:

• A ⊆ B: A es sub
onjunto de B, si 
ada elemento de A está también en B: a ∈ A ⇒ a ∈ B.
• A es sub
onjunto propio de B si A ⊆ B y A 6= B, se indi
a 
on A ⊂ B.
• Conjunto va
ío, ∅, no 
ontiene ningún elemento. ∅ ⊆ A ∀ A.
• Conjunto universal, E, 
ontiene todos los elementos. A ⊆ E ∀ A.
• Igualdad, A = B ⇔ a ∈ A ⇒ a ∈ B y a ∈ B ⇒ a ∈ A.

http://en.wikipedia.org/wiki/Boole
http://en.wikipedia.org/wiki/Cantor


1.1. No
iones bási
as de la teoría de 
onjuntos 3Ejemplo 1.1:
A = {2, 4, 6, 8}
B = {4, 6, 2, 8}
C = {2, 4, 2, 6, 4, 8}






A = B = C (1.3)

A y B son idénti
os (A = B) y 
ontienen los mismos elementos. Si uno de los 
onjuntos 
ontienealgún elemento que no está en el otro los 
onjuntos serían diferentes y es
ribiríamos A 6= B.
• La nota
ión {x | x ∈ S y satisfa
e P} designa el 
onjunto de todos los elementos de S quesatisfa
en P. Los 
onjuntos representados de esta manera se 
ara
terizan por una propiedadde�nitoria.Ejemplo 1.2: El 
onjunto de todos los números reales positivos se puede indi
ar: {x | x ∈

R y x > 0} o bien {x | x > 0} donde el 
onjunto universal se sobreentiende que es el
onjunto de los números reales.
• Cabe distinguir entre el elemento x y el 
onjunto {x}, 
uyo úni
o elemento es x.Ejemplo 1.3: ∅ (
onjunto va
ío) no 
ontiene ningún elemento, sin embargo el 
onjunto {∅}
ontiene un elemento.
• Conjunto de 
onjuntos: F = {A,B,C}. Los elementos de F son A,B y C. Por tanto loselementos de A no son elementos de F.De�ni
ión 1.2: Se de�ne el 
onjunto de partes de A 
omo el 
onjunto de todos sus posiblessub
onjuntos y se denota P(A).Ejemplo 1.4: Dado A = {a, b, c}, forman el 
onjunto de partes de A, P(A):

P(A) = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}, que tiene un sub
onjunto de 0 elementos, 3 deun elemento, 3 de dos elementos y uno de tres elementos. El 
aso general de un 
onjunto A que tiene
n elementos nos lleva a un P(A) de 2n elementos:

(
n
0

)

+

(
n
1

)

+

(
n
2

)

+ . . .

(
n
n

)

= 2n , (1.4)donde (
n
k

)

=
n!

k!(n − k)!
=

(
n

n − k

)

. (1.5)Esto se puede obtener mediante la expresión del Binomio de Newton:
(x + y)n =

(
n
0

)

xny0 +

(
n
1

)

xn−1y + . . .

(
n

n − 1

)

xyn−1 +

(
n
n

)

x0yn , (1.6)
on x = y = 1.Ejemplo 1.5: Algunos 
onjuntos:Conjunto va
ío: ∅Conjunto universal: ENúmeros naturales N = {1, 2, 3, . . . }Números enteros: Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . }Números ra
ionales: Q, fra

ionesNúmeros reales: RNúmeros 
omplejos: C
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Figura 1.1: La región 
oloreada 
orresponde: (a) A ∪ B, (b) A ∩ B, (
) B − A.1.2 Álgebra de 
onjuntos: unión, interse

ión y 
omplementarioDados dos 
onjuntos A y B podemos 
onstruir los siguientes 
onjuntos:a) A∪B, unión de A y B, se de�ne 
omo el 
onjunto de elementos que pertene
en a A, a B oa ambos (ver panel (a) de la Fig. 1.1). Es de
ir, A ∪ B es el 
onjunto de todos los elementosque pertene
en al menos a uno de los 
onjuntos A y B:
A ∪ B = {x | x ∈ A o x ∈ B} . (1.7)b) A ∩ B, interse

ión de A y B, se de�ne 
omo el 
onjunto de elementos 
omunes a A y B(ver panel (b) de la Fig. 1.1):
A ∩ B = {x | x ∈ A y x ∈ B} . (1.8)Dos 
onjuntos se di
en disjuntos si A ∩ B = ∅.
) B −A: 
omplementario de A respe
to de B, se de�ne 
omo el 
onjunto de elementos de

B que no pertene
en a A (ver panel (
) de la Fig. 1.1):
B − A = {x | x ∈ B y x /∈ A} . (1.9)Las opera
iones de unión e interse

ión tienen mu
has analogías formales 
on la suma y la multi-pli
a
ión de números reales. De sus de�ni
iones podemos 
omprobar las siguientes propiedades:(i) 
onmutativa

A ∪ B = B ∪ A

A ∩ B = B ∩ A .(ii) aso
iativa
(A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)

(A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) .(iii) distributiva (que involu
ra a las dos anteriores)
A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) .



1.3. Conjuntos: Numerabilidad 5Las opera
iones de unión e interse

ión pueden extenderse de forma sen
illa a 
ole

iones �nitas ein�nitas de 
onjuntos. Sea F una 
ole

ión no va
ía de 
onjuntos,
F = {A1, A2, . . . , An} (colección finita)

F = {A1, A2, . . . } (colección infinita numerable) . (1.10)a) unión de todos los 
onjuntos de F : ∪iAi

⋃

i

Ai =

{
∪n

k=1Ak = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An (colección finita)
∪∞

k=1Ak = A1 ∪ A2 ∪ . . . (colección infinita numerable) .
(1.11)b) interse

ión de todos los 
onjuntos de F : ∩iAi

⋂

i

Ai =

{
∩n

k=1Ak = A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An (colección finita)
∩∞

k=1Ak = A1 ∩ A2 ∩ . . . (colección infinita numerable) .
(1.12)1.3 Conjuntos: Numerabilidad1.3.1 Apli
a
ionesDados dos 
onjuntos A y B podemos estable
er rela
iones, f , entre sus elementos:

A −→ B

x −→ y = f(x) . (1.13)De�ni
ión 1.3: Se denomina par ordenado (x, y) al 
onjunto de elementos x e y ordenados,
• x es el primer elemento (x ∈ A)
• y es el segundo elemento (y ∈ B)Re
ordemos que en la teoría de 
onjuntos el orden no es importante, por tanto el 
onjunto formadopor 2 elementos x e y es tal que {x, y} = {y, x}.De�ni
ión 1.4: Produ
to 
artesiano de dos 
onjuntos (A × B). Dados dos 
onjuntos A y

B denominaremos produ
to 
artesiano de A y B, A×B, al 
onjunto de todos los pares ordenados
(x, y) tales que x ∈ A e y ∈ B:

A × B = {(x, y) | x ∈ A e y ∈ B} . (1.14)De�ni
ión 1.5: Se denomina rela
ión, S, entre los 
onjuntos A y B a todo sub
onjunto de A×B,
S ⊂ A × B , (1.15)por tanto, si A = B = R, una rela
ión es un sub
onjunto del plano xy (R × R = R2). Ejemplos:

C1 = {(x, y) | xy = 1}, C2 = {(x, y) | x − y = 3}.También se puede tener una rela
ión formada sólo por un 
onjunto dis
reto de pares ordenados,por ejemplo: D = {(0, 0), (1, 0), (2, 0)} ∈ A × B , A = B = {0, 1, 2}.De�ni
ión 1.6: Se denomina grá�
o de la rela
ión al 
onjunto de puntos del plano que le
orrespondan si a 
ada par ordenado de la rela
ión se le aso
ia un punto del plano. En la �gura 1.2se muestran los grá�
os de dos rela
iones.
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Figura 1.2: Grá�
os de las rela
iones: y = x y xy = 1.De�ni
ión 1.7: Dominio de S, D(S), 
onjunto de los elementos x, primeros elementos de lospares ordenados de la rela
ión S.De�ni
ión 1.8: Re
orrido de S, R(S), 
onjunto de los elementos y, segundos elementos de lospares ordenados de la rela
ión S.De�ni
ión 1.9: Se denomina fun
ión o apli
a
ión, f , a un 
onjunto de pares ordenados (x, y)tales que ninguno de ellos tiene el mismo primer elemento.Por tanto: si (x, y) ∈ fy (x, z) ∈ f

}

⇒ y = z . (1.16)La de�ni
ión de fun
ión requiere que a 
ada x del dominio de f le 
orresponda exa
tamente un
y tal que (x, y) ∈ f . Se denota: y = f(x) ↔ (x, y) ∈ f . Se denomina a y valor de la fun
ión f en
x: y = f(x), en lugar de (x, y) ∈ f para indi
ar que el par (x, y) pertene
e a la fun
ión f , o bien,que y es la imagen de x en f .Se de�nen asimismo:- fun
ión inye
tiva, si (x, y) = (z, y) ⇒ x = z es de
ir, ∀x 6= z ⇒ f(x) 6= f(z).- fun
ión exhaustiva, si y ∈ B ⇒ ∃ x ∈ D(f) | (x, y) ∈ f → B = R(f).- fun
ión biye
tiva, si es inye
tiva y exhaustiva simultáneamente.- fun
ión uno a uno (biunívo
a) de A a B, si A = D(f) y f es biye
tiva.En la �gura 1.3 se muestran varios 
asos de rela
iones.De�ni
ión 1.10: Conjuntos 
oordinables o equipotentes. Dos 
onjuntos A y B son 
oor-dinables y se es
ribe A ∼ B si y sólo si existe una fun
ión f uno a uno entre los 
onjuntos A y B:

A ∼ B si ∃ f | D(f) = A y R(f) = B , (1.17)se di
e también que f estable
e una 
orresponden
ia uno a uno entre los 
onjuntos A y B. Ademásse tiene que en parti
ular 
ualquier 
onjunto es 
oordinable 
onsigo mismo.
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No es función No es exhaustiva biunívocaNo es inyectiva

A A A AB B B BFigura 1.3: Algunos ejemplos de rela
iones.1.3.2 Conjuntos Numerables y no numerablesDe�ni
ión 1.11: Un 
onjunto S es �nito si se puede estable
er una 
orresponden
ia biunívo
a(uno a uno) entre los elementos del 
onjunto S y el 
onjunto {1, 2, 3, . . . , n}. Donde n es el númerode elementos del 
onjunto S, también denominado 
ardinal de S.De�ni
ión 1.12: Los 
onjuntos no �nitos son 
onjuntos in�nitos. Los 
onjuntos in�nitos tienenun número in�nito de elementos.De�ni
ión 1.13: Un 
onjunto S es numerable si se puede estable
er una 
orresponden
iabiunívo
a 
on un sub
onjunto de los números naturales
N = Z+ = {1, 2, 3, 4, . . . } . (1.18)Un 
onjunto S es in�nito numerable (tiene un número in�nito de elementos) si es 
oordinable
on el 
onjunto de todos los enteros positivos, es de
ir, si:
S ∼ {1, 2, 3, . . . } = Z+ . (1.19)Existe por tanto una fun
ión f que estable
e una 
orresponden
ia uno a uno entre los enterospositivos y los elementos de S, 
on la 
ual el 
onjunto S se puede des
ribir 
omo:

S = {f(1), f(2), f(3), . . . } ≡ {a1, a2, a3, . . . } , (1.20)donde hemos utilizado una nota
ión 
on subíndi
es, ak ≡ f(k), que permite utilizar los enterospositivos 
omo etiquetas de los elementos de S.Propiedades:
• Los 
onjuntos �nitos son numerables.
• Los 
onjuntos in�nitos pueden ser o no numerables.Ejemplo: S = {x2n | x ∈ R , n ∈ Z+} es numerable.Resumiendo, un 
onjunto es numerable 
uando sus elementos se pueden numerar (etiquetar). Esde
ir que el 
onjunto se puede expresar de la forma: A = {a1, a2, a3, . . . }.
• Todo sub
onjunto de un 
onjunto numerable es numerable (ver demostra
ión en la página 47de Apostol, vol 1).
• La unión de dos 
onjuntos numerables es numerable.
• La unión de una 
ole

ión numerable de 
onjuntos numerables es numerable.
• Z y N son numerables.
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• Los números ra
ionales Q son numerables,

Q =

{
p

q
| p, q ∈ Z, q 6= 0

}

. (1.21)Sea An =
{ p

n | p ∈ Z , n 6= 0
} (que es numerable utilizando p) {An}n es un 
onjunto nu-merable de 
onjuntos numerables ⇒ es numerable.De ahí que

Q = ∪n 6=0An ⇒ Q es numerable . (1.22)Teorema 1.1: El 
onjunto de los números reales no es numerable.Demostra
ión. (método de la diagonal de Cantor, ≈ 1890) (redu

ión al absurdo). Es su�
ientedemostrar que el 
onjunto de los x que satisfa
en 0 < x < 1 es no numerable. Si fuese numerable,existiría un 
onjunto S = {sn}, n ∈ Z+, que re
orrería todo el intervalo. Probaremos que esto noes 
ierto 
onstruyendo, dentro del intervalo, un número real que no pertenez
a al 
onjunto S.La forma más general de es
ribir sn es utilizando la nota
ión de
imal:
sn = 0, un,1un,2un,3 . . . (1.23)donde un,i ∈ {0, 1, 2, . . . , 9} son los dígitos del número sn.Sea un número real y 
on la siguiente expresión de
imal:

y = 0, v1v2v3 . . . (1.24)
on vn =

{
1 si unn 6= 1
2 si unn = 1

}. Por 
onstru

ión 0 < y < 1 pertene
e al intervalo (0, 1) pero y no
oin
ide 
on ninguno de los elementos de {sn} porque:
y di�ere de s1 en el primer de
imal.
y di�ere de s2 en el segundo de
imal.
y di�ere de s3 en el ter
er de
imal.. . .
y di�ere de sn en el enésimo de
imal.
⇒ y /∈ S ⇒ S no re
orre todo el intervalo (0, 1) ⇒ R no es numerable.

c.q.d.1.4 Números realesUno de los objetivos prin
ipales del 
urso es estudiar fun
iones reales de variable real (tambiénestudiaremos fun
iones 
omplejas) y es por eso que nos interesa estudiar las propiedades de R.Podemos 
onstruir los números reales a partir de los naturales siguiendo el siguiente esquema:
N → Z → Q → R . (1.25)Consideramos el 
onjunto de los números naturales 
omo 
onjunto de partida (re
ordemos que esin�nito numerable),
N = {1, 2, 3, . . . } . (1.26)
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• Consideremos la opera
ión + tenemos:� Aso
iativa: (a + b) + c = a + (b + c)� Conmutativa: a + b = b + aNos planteamos la e
ua
ión a + x = b dentro de N. Dados a, b ∈ N en 
iertos 
asos se tiene

x /∈ N, por ejemplo: 5 + x = 3.
⇒ para en
ontrar solu
ión ampliamos: N → Z (enteros), Z = {0,±1,±2,±3, . . . }, que junto
on la suma forma un grupo 
onmutativo.

• Consideremos la opera
ión produ
to (·)

n · m = n + n + n + . . .
︸ ︷︷ ︸

m

(1.27)� Es aso
iativa y 
onmutativa� 1 es el elemento neutro respe
to del produ
to: 1 · z = zNos planteamos ahora la e
ua
ión z1 · z2 = z3. Dados z1, z3 ∈ Z no siempre hay solu
ión para
z2 ∈ Zejemplo: 4 · Z = 2
⇒ para en
ontrar solu
ión ampliamos: Z → Q (ra
ionales)

Q =

{
p

q
| p, q ∈ Z (q 6= 0)

}

, (1.28)se tiene la equivalen
ia: p
q ∼ p′

q′ si pq′ = p′q y por tanto ahora n · x = 1 tiene solu
ión x = 1
n .En este 
onjunto, Q, ambas opera
iones (+, ·) son grupo 
onmutativo y tenemos además la propiedaddistributiva:

x(y + z) = (xy) + (xz) = xy + xz . (1.29)Los números ra
ionales podrían ser todos los que ne
esitamos: son un 
uerpo 
onmutativo. Estoes lo que 
reían los pitagóri
os, en el sentido de que, por ejemplo, dadas dos medidas de longitud,si una de ellas es 
onsiderada el patrón unidad la otra sería un número ra
ional.El problema apare
ió en forma de √
2. ¾Cuál es la longitud de la hipotenusa de un triángulore
tángulo en el que los dos 
atetos valen 1 ?

12 + 12 = x2 → x2 = 2 sin solución en Q (1.30)
⇒ x =

√
2 /∈ Q .Como veremos a 
ontinua
ión √

2 es un número irra
ional, ne
esitamos pues una nueva amplia
ión:
Q → R. Donde R = Q ∪ Irracionales. ½Ahora la e
ua
ión x2 − 2 = 0 tiene solu
ión!Teorema 1.2: √2 es irra
ional.Demostra
ión. (redu

ión al absurdo)

x =
√

2

x2 = 2

supongamos
√

2 ∈ Q ⇒
√

2 = a/b | a, b ∈ Z a, b primos entre si

⇒ 2b2 = a2 ⇒ a2 múltiplo de 2 . (1.31)



10 CAPÍTULO 1. Números realesAhora bien, el 
uadrado de un número impar es impar, así pues a tiene que ser par (su 
uadradoes par). Enton
es podemos es
ribir a = 2r. Y la e
ua
ión pasa a:
(2r)2 = 2b2 ⇒ b2 = 2r2 , (1.32)de donde se tiene que también b tiene que ser par. Esto impli
a que tanto a 
omo b son pares, portanto tienen un fa
tor 
omún, 2, lo que 
ontradi
e el he
ho de que sean primos entre si. Suponiendoque √2 podía es
ribirse 
omo número ra
ional hemos llegado a una 
ontradi

ión, así pues nuestrasuposi
ión debe ser falsa. c.q.d.Hemos presentado de forma esquemáti
a la forma de ir 
onstruyendo los números reales a partirde los naturales siguiendo su
esivas amplia
iones:

N → Z → Q → R . (1.33)1.4.1 Introdu

ión axiomáti
a de R.Supondremos que existe un 
onjunto no va
ío R de elementos, denominados números reales, quesatisfa
en 10 axiomas que enumeraremos a 
ontinua
ión. Los axiomas se pueden 
lasi�
ar en tresgrupos:(i) Axiomas de 
uerpo (1,2,3,4,5)(ii) Axiomas de orden (6,7,8,9)(iii) Axioma de 
ompletitud (10)1.4.2 Axiomas de Cuerpo. (R, +, ·)Axioma 1: Propiedad 
onmutativa, x + y = y + x, xy = yx.Axioma 2: Propiedad aso
iativa, x + (y + z) = (x + y) + z, x(yz) = (xy)z.Axioma 3: Propiedad distributiva, x(y + z) = xy + xz.Axioma 4: ∀x, y ∈ R siempre ∃ z ∈ R | x + z = y se denota: z = y − x.
• Elemento neutro, en parti
ular, si

x = y → ∃ z = 0 ∈ R | x − x = 0 → x + 0 = x.
• Elemento opuesto,

∀x ∈ R e y = 0 ∃ z = −x ∈ R | − x = 0 − x → x + (−x) = 0.Axioma 5: Si x, y ∈ R y x 6= 0 ,∃ z ∈ R | x · z = y y se es
ribe z = y/x.
• Elemento neutro del produ
to: en parti
ular, si

x = y → ∃ z = 1 | 1 = x/x → x · 1 = x ∀x.
• Elemento inverso en parti
ular, si

y = 1,∀x 6= 0 → ∃ z = 1/x = x−1 → x · (x−1) = 1.Con estos axiomas podemos dedu
ir todas las leyes habituales de la aritméti
a, por ejemplo:
−(−x) = x , −(x − y) = y − x , (x−1)−1 = x , x − y = x + (−y) . (1.34)



1.4. Números reales 111.4.3 Axiomas de ordenSuponemos ahora la existen
ia de una rela
ión, <, que estable
e una ordena
ión entre los númerosreales y que satisfa
e los siguientes axiomas, (R,+, ·):Axioma 6: Se veri�
a sólo una de las rela
iones1 :
x < y , x = y , x > y . (1.35)Este axioma nos garantiza el orden 
ompleto de R: todo elemento está rela
ionado 
on el resto.Axioma 7: Si x < y , ∀z ∈ R ⇒ x + z < y + z.Axioma 8: Si x, y > 0 ⇒ x · y > 0.Axioma 9: Si x > y e y > z ⇒ x > z.De estos axiomas se pueden dedu
ir las reglas habituales que rigen las opera
iones 
on desigual-dades.1.4.4 Conse
uen
ias de los axiomas de orden1.) 0 ∈ R, según el Axioma 6 el 
ero se rela
iona 
on todo x ∈ R, eso permite 
lasi�
ar R:

x ∈ R+ si x > 0 real positivo

x ∈ R− si x < 0 real negativo

x ∈ {0} si x = 0 . (1.36)2.) si x < y

{
z > 0 ⇒ xz < yz (a)
z < 0 ⇒ xz > yz (b)Demostra
ión. (Expli
itando 
ada uno de los axiomas utilizados)a)

x < y
Ax.7⇒ x − x < y − x ⇒ 0 < y − x

de
y − x > 0

z > 0

}

Ax.8⇒ z(y − x) > 0
Ax.3→ zy − zx > 0

Ax.7⇒ zy − zx + zx > zx → zy > zx . (1.37)b)
x < y

Ax.7⇒ 0 < y − x
z < 0 ⇒ 0 < −z

}

Ax.8⇒ (y − x)(−z) > 0
Ax.3→ −yz + xz > 0

Ax.7⇒ xz > yz .(1.38)
c.q.d.3.) x > y

z > w

} si y,w > 0 ⇒ xz > yw1Formalmente sólo es ne
esaria una rela
ión, <, y la de�ni
ión, x > y ⇔ y < x.
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ión.
x > y > 0 ⇒ x > 0

z > w > 0 ⇒ z > 0

x > y
z>0−−→ xz > yz

z > w
y>0−−→ yz > yw

}

⇒ xz > yz > yw ⇒ xz > yw . (1.39)
c.q.d.4.) x > y ⇒ −x < −yDemostra
ión.

x > y
sumo(−x)−−−−−−→ x − x > y − x

⇒ 0 > y − x

⇒ 0 − y > −y + y − x

⇒ −y > −x

⇒ −x < −y . (1.40)
c.q.d.5.) x > y > 0 ⇒ 1

y > 1
x > 0Demostra
ión.

x > y > 0
x > 0, y > 0 ⇒ ∃ 1

x , 1
y > 0

}

usando 2.−−−−−−→ x · 1

x
> y

1

x
> 0

⇒ 1 >
y

x
> 0

⇒ 1

y
· 1 >

1

y
· y

x
> 0

⇒ 1

y
>

1

x
> 0 . (1.41)

c.q.d.Antes de presentar el dé
imo Axioma aún ne
esitamos algunos teoremas y de�ni
iones.Teorema 1.3: (sobre orden) sean a, b, ε ∈ R | a < b + ε, ∀ε > 0 enton
es
⇒ a ≤ b . (1.42)Demostra
ión. (redu

ión al absurdo)Supongamos a > b, 
onsideremos ε = a−b

2 > 0 enton
es,
b + ε = b +

a − b

2
=

a + b

2

(a>b)
<

a + a

2
= a (1.43)de donde obtenemos b + ε < a que 
ontradi
e una de las hipótesis: ⇒ a ≤ b. c.q.d.



1.5. Enteros, Z 131.4.5 Representa
ión geométri
a de los números realesA menudo representamos geométri
amente los números reales 
omo puntos de una re
ta, denomi-nada la re
ta real o el eje real. Hay una rela
ión biunívo
a entre R y los puntos de una re
ta.Fijando el 0 (origen de referen
ia) y el 1 (a la dere
ha del 0) queda determinada la es
ala. El ordense representa fá
ilmente: x < y ⇒ x está a la izquierda del punto y.De�ni
ión 1.14: Sean a, b ∈ R. Llamamos intervalo abierto, (a, b), al 
onjunto:
(a, b) = {x ∈ R | a < x < b} . (1.44)El intervalo 
errado, [a, b], es el 
onjunto:
[a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b} . (1.45)De manera equivalente se de�nen:

(a, b] ≡ {x ∈ R | a < x ≤ b}
[a, b) ≡ {x ∈ R | a ≤ x < b}

(a,∞) ≡ {x ∈ R | a < x < ∞} = {x ∈ R | x > a}
[a,∞) ≡ {x ∈ R | a ≤ x < ∞} = {x ∈ R | x ≥ a}

(−∞,∞) ≡ R

[a, a] ≡ {a} .Hemos introdu
ido los números reales de forma axiomáti
a, ahora de�niremos sus sub
onjuntospara poder distinguir entre N, Z, Q. Hay sub
onjuntos de R que se distinguen por tener 
iertaspropiedades espe
iales que no tienen todos los números reales, 
omo o
urre 
on los números enteroso los números ra
ionales. Antes de es
ribir Z y Q 
omo sub
onjuntos espe
iales de R 
onvieneintrodu
ir la no
ión de 
onjunto indu
tivo.De�ni
ión 1.15: Un 
onjunto A de números reales, A ⊂ R, es indu
tivo sia.) 1 ∈ Ab.) ∀a ∈ A ⇒ a + 1 ∈ Ason 
onjuntos de este tipo, R, R+, Z, Z+, Q.Los enteros positivos son los úni
os números reales que pertene
en a todos los 
onjuntos indu
-tivos. Utilizaremos esta propiedad para de�nirlos.1.5 Enteros, ZDe�ni
ión 1.16: Un número real se denomina entero positivo si pertene
e a 
ada uno de los
onjuntos indu
tivos. El 
onjunto de enteros positivos se denomina Z+. Z+ se de�ne 
omo el
onjunto interse

ión de todos los 
onjuntos indu
tivos. Z+ es indu
tivo, 
onsiste en el número 1,el 1+1=2, el 2+1=3 y así su
esivamente.Al ser Z+ sub
onjunto de 
ada uno de los 
onjuntos indu
tivos, 
onsideraremos a Z+ 
omo elmenor 
onjunto indu
tivo. Esta propiedad se denomina prin
ipio de indu

ión y 
onstituye labase lógi
a de las demostra
iones por indu

ión. A partir de Z+ de�nimos los enteros negativos
Z− y los enteros Z.
Z−: El 
onjunto de los enteros negativos es el 
onjunto formado por los opuestos respe
to dela suma de los enteros positivos.
Z : El 
onjunto de los enteros es Z = Z+ ∪ Z− ∪ {0}.



14 CAPÍTULO 1. Números reales1.5.1 Prin
ipio de indu

ión matemáti
aEs una propiedad importante de los enteros positivos. Es espe
ialmente útil para demostrar a�r-ma
iones que afe
ten a todos los enteros positivos n ∈ Z+, 
uando se sabe que la a�rma
ión es
ierta para n = 1, 2, 3 y se sospe
ha que pueda ser 
ierto ∀n ∈ Z+.Dada una familia de proposi
iones (a�rma
iones)
Pn, n ∈ Z+ . (1.46)

si

{
(1) P1 se cumple
(2) Pn ⇒ Pn+1 se cumple ∀n ∈ Z+

}

⇒ Pn se cumple ∀n ∈ Z+ . (1.47)La demostra
ión por indu

ión 
onsta de los siguientes pasos:(1) probar que la a�rma
ión se 
umple para un n determinado, por ejemplo n = 1(2) suponer que es 
ierta para k < n (arbitrario), k ∈ Z+(3) de la hipótesis (2) demostrar que es válida para k = n. Esta es la parte de la demostra
iónen la que se estable
e la indu

ión (en general es la parte más 
ompli
ada de la prueba2).Ejemplo 1.6: Demostrar que para n ∈ Z+ se tiene:
1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · · + 1

2n
= 1 − 1

2n
. (1.48)

• paso 1: n = 1, tenemos: 1
2 = 1 − 1

2 = 1
2 y por tanto la fórmula 1.48 es 
ierta para n = 1.

• paso 2: suponemos que es 
ierta hasta n

• paso 3: veamos para n + 1,
1

2
+

1

22
+ · · · + 1

2n
+

1

2n+1

usando 2
= 1 − 1

2n
+

1

2n+1

=
2n+1 − 2 + 1

2n+1
= 1 − 1

2n+1
, (1.49)que es la fórmula (1.48) apli
ada al 
aso n → n + 1.

⇒ es cierta ∀n . (1.50)Ejemplo 1.7: A ve
es se puede 
omenzar la demostra
ión por n 6= 1, probar que n! > 3n si n esgrande. Veamos explí
itamente
n 1 2 3 4 5 6 7
n! 1 2 6 24 120 720 5040
3n 3 9 27 81 243 729 2187intentaremos probarla a partir de n = 7,

• paso 1: es 
ierta para n = 7 (ver tabla)2A ve
es, para probar el paso (3) es útil probar el 
aso n = 1 y el n = 2 que suele dar pistas sobre el 
aso general.
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• paso 2: supondremos que es 
ierta para un n que sea mayor que 7
• paso 3: para n + 1, tenemos, n + 1! = (n + 1)n!

paso 2.
> (n + 1)3n

n≥7
> 3 · 3n = 3n+1de donde se 
umple si n ≥ 7.Ejemplo 1.8: Demostrar que para n ∈ Z+ se tiene

n∑

k=1

k2 =
n3

3
+

n2

2
+

n

6
. (1.51)

• paso 1: 
omprobamos el 
aso n = 1: 1 = 1
3 + 1

2 + 1
6 = 1+2+3

6 = 1

• paso 2: suponemos que es 
ierta hasta un n determinado
• paso 3: para n + 1:

n+1∑

k=1

k2 =

n∑

k=1

k2 + (n + 1)2
paso 2

=
n3

3
+

n2

2
+

n

6
+ (n + 1)2

=
n3

3
+

3n2

3
+

3n

3
+

1

3

+
n2

2
+

2n

2
+

1

2

+
n

6
+

1

6
=

(n + 1)3

3
+

(n + 1)2

2
+

n + 1

6
. (1.52)Ejemplo 1.9: Probar que 1 + 2 + 3 + · · · + n = n1+n

2

• paso 1: n = 1, 1 = 1 · 1+1
2 = 1, 
orre
to

• paso 2: suponemos la fórmula válida hasta n

• paso 3: para n + 1,
1 + 2 + 3 + · · · + n + (n + 1)

paso 2
= n

1 + n

2
+ (n + 1) = (n + 1)

[n

2
+ 1
]

= (n + 1)
n + 2

2
= (n + 1)

1 + (n + 1)

2
.1.5.2 Algunas de�ni
iones referentes a Z+De�ni
ión 1.17: Sean n, d ∈ Z+, si ∃ c ∈ Z+ | n = cd diremos que: d es un divisor de n oque n es múltiplo de d o que d divide a n, 
on la nota
ión d|n.De�ni
ión 1.18: n es primo si n > 1 y los úni
os divisores de n son : 1 y n. Por ejemplo:

1, 2 , 3 , 4, 5 , 6, 7 , 8, 9, 10, 11 , 12, 13 , . . . , . (1.53)La distribu
ión de los números primos en N es de extraordinaria 
omplejidad, aún a día de hoy noexiste ningún algoritmo para 
al
ular todos los números primos 3.3Por ejemplo, en Marzo de 2008 el mayor número primo 
ono
ido era: 232582657 − 1.(http://en.wikipedia.org/wiki/Largest_known_prime).



16 CAPÍTULO 1. Números realesDe�ni
ión 1.19: n es 
ompuesto si n > 1 y n no es primo.De�ni
ión 1.20: n = 1 no es ni primo ni 
ompuesto.A 
ontinua
ión exploraremos algunos resultados elementales referentes a la des
omposi
ión deenteros, terminando 
on el teorema de des
omposi
ión úni
a (teorema fundamental de laaritméti
a). Este teorema estable
e que:(1) 
ada entero n > 1 se puede representar 
omo produ
to de fa
tores primos,(2) esta des
omposi
ión es úni
a (pres
indiendo del orden de los fa
tores).Demostraremos la primera parte del teorema utilizando el teorema 1.4, después enun
iaremos dosteoremas, 1.5 y 1.6 y terminaremos 
on el teorema fundamental de la aritméti
a 1.7.Teorema 1.4: Cada entero n > 1 es primo o produ
to de primos.Demostra
ión. (por indu

ión)1) Para n=2 se veri�
a porque es primo.2) Supongamos que se veri�
a ∀r | 1 < r < n.3) Si n no es primo es que admite un divisor d tal que 1 < d < n, o sea que n = dc , 1 < c < n,pero 
omo tanto para c 
omo para d se satisfa
e el teorema (paso 2), tenemos que c y d o sonprimos o produ
to de primos, por lo que n es produ
to de primos.
c.q.d.De�ni
ión 1.21: Introdu
iremos algunos 
on
eptos:

• Si a, b ∈ Z se tiene:
d divide a (d|a)
d divide b (d|b)

}

d es divisor 
omún de a y b . (1.54)Al número mayor que 
umpla esta propiedad se le denomina máximo 
omún divisor < a, b >≡m
d(a, b).
• Si m
d(a, b) = 1 ⇒ a, b son primos entre si.Teorema 1.5: (Lema de Eu
lides)Si a|b · c y m
d(a, b) = 1

⇒ a|c . (1.55)Teorema 1.6: Si p es primo y p|(a · b) impli
a que p|a y/o p|b.Demostra
ión. Supongamos que p no divide a y p|(a · b). Si probamos que m
d(p, a)=1, el lema deEu
lides (Teorema 1.5 ) ⇒ p|b.Sea d =m
d(p, a) ⇒ d|p ⇒ (al ser p primo) solo podemos tener que d = 1 o d = p, pero d = pno puede ser ya que d|a pero hemos supuesto que p no divide a a, ⇒ d = 1 ⇒ 1 = mcd(p, a) dedonde usando el lema de Eu
lides ⇒ p|b. c.q.d.



1.6. Ra
ionales Q 17Teorema 1.7: (Teorema fundamental de la Aritméti
a 4). Cada entero n > 1 se puederepresentar 
omo produ
to de fa
tores primos y, si se pres
inde del orden de los fa
tores, estades
omposi
ión es úni
a.Demostra
ión. (utilizando el prin
ipio de indu

ión, ver la Se

ión 1.5.1 )
• paso 1: El teorema es 
ierto para n = 2.
• paso 2: Suponemos que se 
umple para k: 1 < k < n.
• veamos para n:� Si n es primo no hay nada que demostrar.� Si n es 
ompuesto el teorema 1.4 nos di
e que admite una des
omposi
ión en fa
toresprimos. Supongamos que existen dos des
omposi
iones:

n = p1 · p2 · · · · ps = q1 · q2 · · · · qt . (1.56)Tenemos que demostrar que s = t y que ex
epto orden pi = qj, . . . ,. Veamos:
p1|n ⇒ p1|(q1 · q2 · · · · · qt)

Teorema 1.6⇒ p1 divide al menos a

alguno de los factoressi los reordenamos podemos ha
er que sea q1, de donde p1|q1 pero 
omo p1, q1 son primos
⇒ p1 = q1, así tenemos,

n′ ≡ n

p1
= p2 · p3 · · · · ps = q2 · q3 · · · · qt (1.57)

n es 
ompuesto, p2, . . . , ps 6= 1 ⇒ 1 < n/p1 < n

⇒ por la hipótesis de indu

ión las dos des
omposi
iones de n′ = n/p1 son idénti
as ⇒reordenando tenemos t = s y p2 = q2, p3 = q3, .., ps = qs,
⇒ n tiene des
omposi
ión úni
a.

c.q.d.1.6 Ra
ionales QDe�ni
ión 1.22: Si p, q ∈ Z (
on q 6= 0) al 
o
iente p/q se le denomina número ra
ional. ⇒todo ra
ional se puede es
ribir 
omo 
o
iente de enteros.
Q = {p/q | p, q ∈ Z y q 6= 0} . (1.58)

• Z ⊂ Q

• Todos los axiomas de 
uerpo y orden se veri�
an en Q

• Una propiedad de los ra
ionales:
si r1, r2 ∈ Q se tiene r = r1+r2

2 ∈ Q
(r1 < r2) y r1 < r < r2

]

⇒ (1.59)Entre dos números ra
ionales hay in�nitos números ra
ionales ⇒ dado un ra
ional 
ualquierano es posible hablar del número ra
ional inmediatamente superior (∄ �siguiente�).4Enun
iado alternativo: Todo entero n > 1 se puede representar de forma úni
a 
omo produ
to de fa
toresprimos.



18 CAPÍTULO 1. Números reales1.6.1 Irra
ionales R − QDe�ni
ión 1.23: Los números reales que no son ra
ionales se denominan irra
ionales, ejemplos:
π, √2, e, et
. Comprobar que un real es irra
ional no es fá
il en general (ver la demostra
ión parael número √

2 en el teorema 1.2.Teorema 1.8: Si n es un entero positivo (n > 1) que no es un 
uadrado perfe
to, se tiene que √
nes irra
ional.Demostra
ión. (redu

ión al absurdo)

• Primera parte:Suponemos que n no tiene ningún divisor > 1 que sea 
uadrado perfe
to (por ejemplo 6, perono 8 = 2 · 22).Supongamos que √
n ∈ QEnton
es, √n = a/b | a, b ∈ Z (b 6= 0) 
on m
d(a,b)=1.Si elevamos al 
uadrado,

a2 = b2n (1.60)o lo que es lo mismo a2 = αn, pero, al no tener n ningún 
uadrado perfe
to, para que amboslados de la igualdad puedan tener la misma des
omposi
ión en primos, se tiene que
α = d2n (1.61)y por tanto, a2 = d2n2 ⇒ a = dn, y por tanto a es múltiplo de n, de ahí obtenemos que b2también es múltiplo de n y utilizando el mismo argumento tenemos que también b es múltiplode n. Lo que 
ontradi
e que el máximo 
omún divisor de a y b sea el 1.Así pues, si n no tiene divisores que sean 
uadrados perfe
tos √n es irra
ional.

• Segunda parte: n tiene un fa
tor que es 
uadrado perfe
to
n = m2k m ∈ Z (1.62)donde k no admite ningún divisor 
uadrado perfe
to y k > 1, ya que n no es 
uadradoperfe
to. √

n = m
√

k (1.63)pero por la primera parte √
k es irra
ional. Si √n fuera ra
ional, enton
es √

k tendría queserlo 
ontradi
iendo la primera parte.
⇒ √

n es irracional . (1.64)
c.q.d.Diferen
ias esen
iales entre Q y RLos números irra
ionales apare
en en el álgebra 
uando se pretenden resolver determinadas e
ua-
iones 
uadráti
as, por ejemplo, x ∈ R | x2 = 2 → x?Hasta ahora, 
on los axiomas que hemos expli
ado (de 
uerpo y de orden) no podemos distinguir

Q de R, pero en 
ambio hemos visto que no todas las e
ua
iones se pueden resolver dentro de Q
omo por ejemplo, x2 = 2. Sera el axioma 10, de 
ompletitud, el que nos permitirá distinguirlos.Antes tendremos que de�nir algunos 
on
eptos rela
ionados 
on la rela
ión de orden.





20 CAPÍTULO 1. Números realesDemostra
ión.
S ⊂ R

b supremo de S ⇒ ∀x ∈ S, x ≤ b

Sea ε > 0 ⇒ b − ε < b

⇒ b − ε no es cota superior

⇒ ∃ y ∈ S | b − ε < y

⇒ b − y < ε , (1.66)y está más 
er
a de b que 
ualquier ε. c.q.d.1.7.1 Propiedades de los números realesTeorema 1.10: El 
onjunto Z+ no está a
otado superiormente (en R).Demostra
ión. (redu

ión al absurdo)Suponemos que Z+ está a
otado superiormente, 
omo Z+ ⊂ R, la 
ompletitud de R garantiza laexisten
ia de un número real a que es el supremo, a ∈ R | a = sup(Z+) 
ogemos ahora c = a−1,el teorema 1.9 asegura que:
∃ n ∈ Z+ | a − 1 < n ≤ a , (1.67)y 
omo Z+ es indu
tivo: n + 1 ∈ Z+, de donde a no puede ser 
ota superior de Z+. c.q.d.Teorema 1.11: Para todo x ∈ R ∃ n ∈ Z+ | x < n.Demostra
ión. Si no fuera así, existiría un x que sería 
ota superior de Z+ lo que está en 
ontradi
-
ión 
on el teorema 1.10. c.q.d.Teorema 1.12: (Propiedad Arquimediana) Sea un número real x > 0 y y ∈ R arbitrario tal que

x < y:
⇒ ∃ n ∈ Z+ | nx > y.Demostra
ión. Apliquemos el teorema 1.11 
ambiando x por y/x enton
es

⇒ ∃ n ∈ Z+ | n > y/x ⇒ nx > y .

c.q.d.Este teorema tiene una impli
a
ión inmediata. Consideremos x > 0 
omo unidad de longitud. Elteorema nos muestra 
omo 
ualquier segmento lineal �nito por grande que sea, puede ser re
ubiertopor un número �nito (n) de segmentos de longitud positiva dada, x, tan pequeña 
omo queramos. Esde
ir, la medida es posible: una regla pequeña puede medir distan
ias tan grandes 
omo queramos,
olo
ándola ade
uadamente.Arquímedes 
onsideró que esta era una propiedad fundamental de la línea re
ta y la 
onsideróuno de los axiomas de la geometría.Teorema 1.13: (Densidad de Q en R) Entre dos números reales hay un ra
ional (⇒ hay ∞ra
ionales). Lo que es lo mismo, dados x, y ∈ R / x < y ⇒ ∃ un número ra
ional
r | x < r < y.Demostra
ión. Sean 0 < x < y ⇒ y − x > 0 que 
onsideramos 
omo unidad de medida, por lapropiedad arquimediana ∃ un n ∈ Z+ | 1 < n(y − x) = ny − nx. Si la diferen
ia entre los dosnúmeros reales ny y nx es más grande que 1, ne
esariamente existe algún entero m entre ellos:Si m ∈ Z+ es tal que nx < m < ny ⇒ x < m/n < y ⇒ r = m/n ∈ Q es el número ra
ionalbus
ado. c.q.d.





22 CAPÍTULO 1. Números realesEjemplo 1.11: En
ontrar el ra
ional: 0.432. Vemos que el número 0.32 
umple que:
100x = 32 + x ⇒ x =

32

99
. (1.73)Enton
es nuestro número será el:

0.432 =
4

10
+

x

10
=

4

10
+

32

990
=

214

495
. (1.74)

• Nótese que los números 
omo por ejemplo:
3.010010001000010000010000001 . . . (1.75)no entran dentro de la de�ni
ión de números periódi
os (no hay ningún sub
onjunto dede
imales que se repita periódi
amente) y no son ra
ionales.1.7.3 Valor AbsolutoDe�ni
ión 1.27: Sea x ∈ R, se de�ne el valor absoluto de x 
omo

|x| =

{
x si x ≥ 0
−x si x ≤ 0 .

(1.76)Teorema 1.15: Para a ≥ 0 |x| ≤ a ⇔ −a ≤ x ≤ a, veamos:para x ≥ 0 |x| ≤ a ⇔ x ≤ a ⇔ −a ≤ x ≤ apara x < 0 |x| ≤ a ⇔ −x ≤ a ⇔ x ≥ −a → −a ≤ x ≤ a . (1.77)Teorema 1.16: Desigualdad triangular
|x + y| ≤ |x| + |y| ∀x, y ∈ R . (1.78)Demostra
ión. Por la de�ni
ión de valor absoluto tenemos que:

−|x| ≤ x ≤ |x|
−|y| ≤ y ≤ |y|
tenemos

−(|x| + |y|) ≤ x + y ≤ |x| + |y|
además por definición : |x| ≥ 0, |y| ≥ 0 ⇒ |x| + |y| ≥ 0

]

⇒ |x + y| ≤ |x| + |y| .

c.q.d.Nota: Propiedades del valor absoluto1.) |x| ≥ 02.) |x| = 0 ⇔ x = 03.) |x|2 = x24.) |x + y| ≤ |x| + |y|





CAPÍTULO 2

NÚMEROS COMPLEJOSComo hemos visto hasta ahora la historia de los números ha venido mar
ada por 
ontinuas am-plia
iones, por ejemplo, para 
ontar objetos nos basta 
on números enteros positivos. Sin embargopara algo tan 
otidiano 
omo tener deudas es ne
esario ampliar ese 
onjunto al 
onjunto de losnúmeros enteros negativos. Ahí, e
ua
iones del tipo 5+x = 3 tienen solu
ión. Otro problema de lavida ordinaria 
omo sería el dividir una heren
ia de 4 tartas entre 9 hijos nos lleva a la ne
esidad deintrodu
ir números ra
ionales. En este 
onjunto ya se pueden resolver una gran 
antidad de proble-mas tanto matemáti
os 
omo físi
os. Por último, aunque o
urrió ha
e ya años en la Gre
ia antigua,si uno tiene una 
uerda, �ja un extremo y al otro ata un pin
el, puede dibujar una 
ir
unferen
ia,si ahora intenta medirla utilizando para ello la 
uerda que ha usado para dibujarla verá que no sepuede medir 
on ella ni 
on ninguna fra

ión de di
ha distan
ia. Apare
e el número irra
ional, π.½Si 
on la misma 
uerda dibujáis un 
uadrado veréis que la diagonal tampo
o se puede medir 
ondi
ha 
uerda!El salto a los números 
omplejos puede motivarse desde un punto de vista abstra
to, si uno es
apaz de resolver la e
ua
ión x2 − 5 = 0 puede plantearse qué o
urre 
on la e
ua
ión x2 + 5 = 0.Eso ha
e que nos planteemos ampliar el 
uerpo de los números reales, R, a los que se denominanúmeros 
omplejos: C. Di
ha extensión garantiza que 
ualquier e
ua
ión polinómi
a del tipo:
a0 + a1x + a2x

2 + · · · + anxn = 0 (2.1)tiene al menos una solu
ión (dentro de C)1.2.1 De�ni
iónes bási
asDe�ni
ión 2.1: Un número 
omplejo es un par ordenado de números reales x = (x1, x2)1Nótese que el que tenga al menos una solu
ión impli
a ne
esariamente que tiene n.
25
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omplejos
• A la primera 
omponente, x1, se la denomina parte real: x1=Re [x℄.
• A la segunda 
omponente, x2, se la denomina parte imaginaria: x2=Im [x℄.Los números 
omplejos x = (x1, x2) satisfa
en las siguientes opera
iones:1.) Igualdad,

x = y
es decir (x1, x2) = (y1, y2)

}

⇒
{

x1 = y1

x2 = y2 .
(2.2)2.) Suma,

x + y = (x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2) . (2.3)3.) Produ
to,
x · y = (x1, x2) · (y1, y2) = (x1y1 − x2y2, x1y2 + x2y1) . (2.4)El 
onjunto de los números 
omplejos 
on la opera
ión suma y produ
to tiene estru
tura de grupo
onmutativo, es de
ir se 
umplen las siguientes propiedades para (C,+, ·):1.) 
onmutativa

x + y = y + x, xy = yx.2.) aso
iativa
x + (y + z) = (x + y) + z, x(yz) = (xy)z.3.) distributiva
x(y + z) = xy + xz.4.) (0, 0)+(x1, x2) = (x1, x2), (0, 0) es pues el elemento neutro respe
to de la suma, 0 ≡ (0, 0).
(0, 0) · (x1, x2) = (0, 0)

−x = (−x1,−x2) es el elemento opuesto de x, x + (−x) = (0, 0).5.) (x1, x2)(1, 0) = (x1, x2) de donde 1 ≡ (1, 0) es el elemento neutro respe
to del produ
to.Para 
ada x = (x1, x2) 6= 0 ∃ un úni
o elemento:
x−1 =

(
x1

x2
1 + x2

2

,
−x2

x2
1 + x2

2

)

| x · x−1 = x−1 · x = 1 (2.5)se le denomina elemento inverso.Dados x, y ∈ C 
on y 6= 0 el produ
to xy−1 se denomina 
o
iente de x e y y se es
ribe:
x
y ≡ xy−1.



2.2. Unidad Imaginaria 272.1.1 R ⊂ CObservemos ahora una importante propiedad, que es que los números reales están 
ontenidos enlos número 
omplejos, R ⊂ C. Los números 
omplejos 
on parte imaginaria nula satisfa
en:
(x1, 0) + (y1, 0) = (x1 + y1, 0)

(x1, 0) · (y1, 0) = (x1 · y1, 0)

(x1, 0)/(y1, 0) = (x1/y1, 0) y1 6= 0

⇒ los números 
omplejos de la forma (x, 0) tienen las mismas propiedades aritméti
as que losnúmeros reales de tal forma que identi�
aremos el 
omplejo (x, 0) 
on el real x. Podemos de�nirla siguiente apli
a
ión f de R a C:
f : R −→ C

x −→ f(x) = (x, 0) ∈ C, ∀x ∈ R (2.6)
f es inye
tiva, estable
e una 
orresponden
ia entre R y C,⇒ podemos identi�
ar 
ualquier elemento
x ∈ R 
on su imagen (x, 0) ∈ C y 
onsiderar que R es un sub
onjunto de C : R ⊂ C.2.2 Unidad ImaginariaDe�ni
ión 2.2: De�nimos el número i 
omo el número 
omplejo,

i ≡ (0, 1) (2.7)se denomina también unidad imaginaria, y 
umple la siguiente propiedad:
i2 = i · i = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0) = −1 ∈ R, ⇒ i es una solu
ión de la e
ua
ión x2 + 1 = 0,veamos explí
itamente:

x · x = −1

(x1, x2) · (x1, x2) = (x1x1 − x2x2, x1x2 + x2x1) = (−1, 0)






x2
1 − x2

2 = −1

2x1x2 = 0 ⇒
[
x2 = 0 ⇒ x2

1 = −1 sin solución
x1 = 0 ⇒ −x2

2 = −1 → x2 = ±1

⇒ soluciones :

{
(0, 1) = i

(0,−1) = −i
(2.8)2.3 Forma binómi
a de los números 
omplejosSi x = (x1, x2) ∈ C lo podemos es
ribir de la forma,

x = (x1, x2) = (x1, 0) + (0, x2) = (x1, 0) + (x2, 0) · (0, 1) = x1 + x2 i (2.9)es de
ir,
x = (x1, x2) ⇔ x = x1 + i x2 (2.10)di
ha forma se denomina binómi
a.La ventaja de la nota
ión binómi
a es que la manipula
ión algebrai
a de las fórmulas dondeintervienen la suma y el produ
to es mu
ho más sen
illa.
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omplejosPor ejemplo, si multipli
amos:
(x1 + ix2) · (y1 + iy2) = (x1y1 + ix1y2 + ix2y1 + i2x2y2)

= x1y1 − x2y2 + i(x1y2 + x2y1), (2.11)que está de a
uerdo 
on la de�ni
ión de produ
to que hemos estudiado.Otro ejemplo, el inverso,
x−1 =

1

x1 + ix2
=

x1 − x2i

(x1 + ix2)(x1 − ix2)
=

x1 − ix2

x2
1 + x2

2

=
x1

x2
1 + x2

2

− ix2

x2
1 + x2

2

.De�ni
ión 2.3: Dado z = (x, y) = x + iy ∈ C se de�ne el 
onjugado de z 
omo el número
omplejo:
z∗ = (x,−y) = x − iy . (2.12)Se 
umplen:1.) (z + u)∗ = z∗ + u∗2.) (zu)∗ = z∗u∗3.) z + z∗ = 2Re(z)4.) z − z∗ = 2i Im(z)5.) si z 6= 0 ⇒ zz∗ > 06.) si z∗ = z ⇒ z ∈ R7.) (z∗)∗ = z ∀z ∈ C8.) (z∗)2 = (z2)∗, en general (z∗)n = (zn)∗De�ni
ión 2.4: Dado z = (x, y) = x + iy ∈ C se le puede aso
iar un número real positivo, nonulo, denominado módulo o valor absoluto de z, de�nido 
omo:

|z| =
√

x2 + y2 . (2.13)Se 
umplen:1.) |z| ≥ 0 y |z| = 0 si y sólo si z = 02.) |z∗| = |z|3.) |z|2 = z · z∗, sólo si x ∈ R se tiene |x|2 = x24.) |zu| = |z||u|5.) Re(z) ≤ |z|6.) desigualdad triangular, si z, u ∈ C se tiene |z + u| ≤ |z| + |u|, probemosla,
|z + u|2 = (z + u)(z + u)∗ = (z + u)(z∗ + u∗)

= zz∗ + uu∗ + zu∗ + uz∗ = |z|2 + |u|2 + zu∗ + uz∗

= |z|2 + |u|2 + 2Re(zu∗) ≤ |z|2 + |u|2 + 2|(zu∗)|
= |z|2 + |u|2 + 2|z||u| = (|z| + |u|)2
⇒ |z + u| ≤ |z| + |u| .
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Eje imaginario

Eje real

z

z*

z  +z

z

1

1

2

2

Eje imaginario

Eje real

z

Figura 2.1: (izquierda) Representa
ión grá�
a de los números z y z∗. (dere
ha) Representa
ióngrá�
a de la suma z1 + z2.2.4 Representa
ión Geométri
aHemos de�nido z ∈ C 
omo un par ordenado z = (x, y) 
on x, y ∈ R así pues podemos representarlo
omo un punto en el plano R × R 
on 
oordenadas (x, y) y podemos representar z ∈ C 
omo unve
tor en el plano 
on origen en (0,0) y �nal en (x, y). La suma se puede obtener geométri
amente,y el valor absoluto es la distan
ia del punto (x, y) al origen de 
oordenadas. |z − u| es la longituddel segmento que une z y u. La �gura 2.1 muestra la representa
ión grá�
a de varios números
omplejos.2.5 Forma polar de los números 
omplejosSi z = (x, y) 6= (0, 0) podemos expresar x e y en 
oordenadas polares r, θ,
x = r cos(θ) y = r sin(θ) (2.14)
on lo que

z = x + iy = r(cos(θ) + i sin(θ)) . (2.15)De�ni
ión 2.5: Dado un punto (x, y) el ángulo θ que le 
orresponde no es uní
o ya que siem-pre podemos sumarle 
ualquier múltiplo de 2π y seguir teniendo el mismo punto. Así pues, elargumento prin
ipal de z se de�ne,
−π < θ ≤ π , (2.16)

r 
oin
ide 
on el valor absoluto o modulo de z. Ver �gura 2.2.Por tanto, para 
ualquier z ∈ C se tiene,
z = (x, y) = x + iy = |z|(cos(θ) + i sin(θ)) . (2.17)El valor absoluto |z| ∈ R es la longitud de un segmento, por tanto tiene las mismas propiedadesque los valores absolutos de los números reales, por ejemplo, |z| > 0 si z 6= 0, |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|,et
.
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x

z=(x,y)r=|z|

y
θ

Figura 2.2: De�ni
ión del argumento prin
ipal y el radio del número 
omplejo z = x+ iy, variablesutilizadas en la forma polar.Ejemplo 2.1: La unidad imaginaria y 
umple,
i = (0, 1)

i2 = −1 = (−1, 0)

i3 = −i = (0,−1)

i4 = 1 = (1, 0)o en general, para n ∈ Z,
i4n = 1

i4n+1 = i

i4n+2 = −1

i4n+3 = −igrá�
amente se puede ver en la �gura 2.3.2.6 No ordenabilidad de los 
omplejosRe
ordemos los axiomas de orden para los números reales,
• Axioma 6:se veri�
a sólo una de las rela
iones:

x < y x = y x > y . (2.18)
• Axioma 7:si x < y ∀z ∈ R ⇒ x + z < y + z.
• Axioma 8:si x, y > 0 ⇒ x · y > 0.
• Axioma 9:si x > y e y > z ⇒ x > z.



2.7. Fun
iones de números 
omplejos 31
4n

4n+1

4n+2

4n+3

i

i

i

i

Figura 2.3: Representa
ión grá�
a de las poten
ias de i.¾son 
iertos para x, y, z ∈ C?Consideremos el número i, al no ser 0 por el axioma 6 tendríamos, i > 0 o i < 0.
• Supongamos i > 0, enton
es el axioma 8 ⇒ i · i > 0 ⇒ −1 > 0, que la entendemos 
omo unnuevo orden. (Nótese que hasta aquí no hay 
ontradi

ión)Sin embargo, sumemos +1 a ambos lados de la desigualdad

−1 + 1 > 0 + 1 ⇒ 0 > 1
−1 > 0
−1 > 0

}

⇒ (−1)(−1) > 0 ⇒ 1 > 0






⇒ contradicción . (2.19)Si suponemos i < 0 llegamos a una 
ontradi

ión similar, así pues, tenemos que i no es
omparable 
on 0, lo que lleva a que los números 
omplejos no se pueden ordenar 
on unarela
ión que satisfaga los axiomas de orden, 6, 7, 8 y 9.2.7 Fun
iones de números 
omplejosHemos de�nido qué es un número 
omplejo y el 
onjunto de los 
omplejos C, ahora vamos a operar
on números 
omplejos y estudiar fun
iones 
omplejas elementales. Para ello generalizaremos lasfun
iones 
ono
idas a variable 
ompleja de forma que sigan teniendo las propiedades que tenían enel 
aso de variable real.2.7.1 Repaso de fun
iones en R

• polinómi
as:
pn(x) = anxn + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 =
n∑

i=0

anxn , ai ∈ C , n ∈ Z . (2.20)
• Algebrai
as: fun
iones f(x) ≡ y que satisfa
en,

pn(x)yn + pn−1(x)yn−1 + · · · + p1(x)y + p0(x) = 0 y = f(x) (2.21)
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omplejosdonde pn(x) son polinomios de grado n, un ejemplo sería:
4x2(f(x))2 − 2 = 0 aśı p0 = −2, p1 = 0, p2 = 4x2

f(x) =

√

1

2x2
. (2.22)

• Fun
iones tras
endentes(i) fun
ión exponen
ial, f(x) = ax, 
on a 6= 0, 1(ii) fun
ión logaritmo, f(x) = loga(x), 
on a 6= 0, 1 son una la inversa de la otra, teniéndoseque si:
y = ax ⇒ x = loga(y) (2.23)si a = e = 2.718 . . . se denominan logaritmos neperianos, que son los más utilizados engeneral. Utilizaremos la nota
ión ln(x) = loge(x) 2.(iii) fun
iones trigonométri
as

sin(x) cos(x) tan(x) =
sin(x)

cos(x)

cotan(x) =
cos(x)

sin(x)
sec(x) =

1

cos(x)
cosec(x) =

1

sin(x)
.En general la variable x se representa en radianes, donde π radianes son 180 grados.Si x ∈ R enton
es, sin(x) y cos(x) varían entre −1 y 1. Algunas propiedades bási
as quesatisfa
en son:

sin2(x) + cos2(x) = 1

1 + tan2(x) = sec(x)2

1 + cotan2(x) = cosec2(x) , (2.24)
sin(x ± y) = sin(x) cos(y) ± cos(x) sin(y)

cos(x ± y) = cos(x) cos(y) ∓ sin(x) sin(y)

tan(x ± y) =
tan(x) ± tan(y)

1 ∓ tan(x) tan(y)
(2.25)y

sin(x) = − sin(−x) cos(x) = cos(−x)

tan(x) = − tan(−x) . (2.26)(iv) fun
iones trigonométri
as inversas
y = sin−1(x) = arcsin(x) (−π/2 ≤ y ≤ π/2)

y = arccos(x) (0 ≤ y ≤ π)

y = arctan(x) (−π/2 < y < π/2) .2En mu
hos textos se utiliza dire
tamente log(x) para designar el logaritmo neperiano.
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omplejos 33(v) fun
iones hiperbóli
as, se de�nen a partir de las fun
iones exponen
iales
sinh(x) =

ex − e−x

2
cosh(x) =

ex + e−x

2

tanh(x) =
sinh(x)

cosh(x)
cotgh(x) =

cosh(x)

sinh(x)

sech(x) =
1

cosh(x)
cosech(x) =

1

sinh(x)algunas de sus propiedades son:
cosh2(x) − sinh2(x) = 1

1 − tanh2(x) = sech2(x)

cotan2(x) − 1 = cosech2(x) (2.27)también,
sinh(x ± y) = sinh(x) cosh(y) ± cosh(x) sinh(y)

cosh(x ± y) = cosh(x) cosh(y) ± sinh(x) sinh(y) (2.28)y
sinh(x) = − sinh(−x) cosh(x) = cosh(−x) (2.29)(vi) fun
iones hiperbóli
as inversas

arcsinh(x) = ln(x +
√

x2 + 1) ∀x

arccosh(x) = ln(x +
√

x2 − 1) x ≥ 1 . (2.30)2.7.2 Exponen
iales ComplejasLa fun
ión exponen
ial real, ex, 
on x ∈ R, tiene la propiedad,
ex+y = ex · ey , (2.31)
onvirtiendo la suma de exponentes en el produ
to de exponen
iales. La generaliza
ión 
ompleja,

z ∈ C z = x + iy (2.32)queremos que satisfaga ez1+z2 = ez1 · ez2 , que 
oin
ida 
on la exponen
ial usual 
uando z ∈ R yque e0 = 1.De�nimos ez 
on z = x + iy 
omo:
ez ≡ ex(cos(y) + i sin(y)) (2.33)notemos que si z ∈ R, o sea, si, y = 0, se tiene ez = ex, 
on lo que se re
upera la de�ni
ión habitual
uando z es un número real.Podemos probar que el produ
to satisfa
e la propiedad anterior. Sean dos números 
omplejos,

z1 = x1 + iy1 ∈ C
z2 = x2 + iy2 ∈ C

}

se tiene ez1 · ez2 = ez1+z2 (2.34)
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omplejosveamos,
ez1 = ex1(cos(y1) + i sin(y1))

ez2 = ex2(cos(y2) + i sin(y2)) (2.35)
ez1 · ez2 = ex1 · ex2 (cos(y1) cos(y2) − sin(y1) sin(y2))

+ i(cos(y1) sin(y2) + sin(y2) cos(y2))

ez1 · ez2 = ex1 · ex2 (cos(y1 + y2) + i sin(y1 + y2))

= ex1+x2ei(y1+y2) = ez1+z2 , (2.36)
omo se puede ver, la exponen
ial 
ompleja 
one
ta las fun
iones exponen
iales 
on las trigonométri-
as.Veamos algunas propiedades interesantes:1.) e0 = e0+i0 = e0(cos(0) + i sin(0)) = e0 = 12.) ez1ez2 = ez1+z23.) ez no es nun
a 0, ez · e−z = e0 = 1 ∀z ⇒ ez 6= 0 ∀z4.) Si x ∈ R⇒ (eix)∗ = e−ix5.) Si x ∈ R ⇒ |eix| = 16.) ez = 1 ⇔ z = 2πin n ∈ Z

⇐ ez = e2πni = cos(2πn) + i sin(2πn) = 1

⇒ si ez = 1 ⇒ ex(cos(y) + i sin(y)) = 1

⇒
{

ex cos(y) = 1
ex sin(y) = 0

}

⇒ sin(y) = 0 ⇒ y = kπ k ∈ Z , (2.37)enton
es,
cos(kπ) = (−1)k

ex cos(y) = 1

}

⇒ ex(−1)k = 1 ⇒ ex =
1

(−1)k
= (−1)k (2.38)

pero como ex > 0 ∀x ⇒ (−1)k > 0 ⇒ k es par ⇒ k = 2n n ∈ Z7.) ez1 = ez2 ⇔ z1 − z2 = 2πni. Veamos, ez1 = ez2 ⇒ ez1 1
ez2 = ez1−z2 = 1

de 6.⇒ z1 − z2 = 2πni.Esto impli
a que la fun
ión exponen
ial 
ompleja es periódi
a 
on periodo 2πi:
ez+2πni = ex(cos(y + 2πn) + i sin(y + 2πn)) = ex(cos(y) + i sin(y)) = ezAsí se tiene que 
ualquier z ∈ C se puede representar en forma polar 
omo:

z = reiθ r = |z| =
√

x2 + y2, θ = arg(z) + 2πn n ∈ Z . (2.39)Además re
ordemos que3,
ez = ex+iy = ex (cos(y) + i sin(y))

︸ ︷︷ ︸

eiy

⇒ eiθ = cos(θ) + i sin(θ) . (2.40)3La fórmula (2.40) se denomina fórmula de Euler.
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omplejos 35Algunos valores a re
ordar son, e0 = 1, eiπ/2 = i, eiπ = −1 y e3π/2 = −i.La forma polar es en general más 
omoda para multipli
ar y dividir 
omplejos:
z1 · z2 = (r1e

iθ1)(r2e
iθ2) = r1r2e

i(θ1+θ2)

z1

z2
=

r1e
iθ1

r2eiθ2
=

r1

r2
ei(θ1−θ2) . (2.41)Teorema 2.1: Sean z1, z2 ∈ C, se tiene:

arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2) + 2πn(z1, z2) (2.42)donde:
n(z1, z2) =







0 si −π < arg(z1) + arg(z2) ≤ π
+1 si −2π < arg(z1) + arg(z2) ≤ −π
−1 si π < arg(z1) + arg(z2) ≤ 2π .

(2.43)Demostra
ión. Puede verse sin más qué estudiar qué ángulo es ne
esario sumar en 
ada 
aso paratener el argumento prin
ipal. c.q.d.Nota: r, θ determinan de forma unívo
a a z, pero no es 
ierto el inverso,
z = reiθ θ = argz + 2πn n ∈ Z (2.44)por ejemplo −i = e−iπ/2 = ei3π/2, el argumento prin
ipal es en este 
aso −π/2.Ejemplo 2.2: Expresar en forma polar el número: z = −2 − 2

√
3i. El modulo es

r = |z| =

√

(−2)2 + (−2
√

3)2 =
√

4 + 12 =
√

16 = 4 , (2.45)el argumento:
θ = arctan(−2

√
3/ − 2) = arctan(

√
3) , (2.46)
on lo que θ = π/3. Ahora bien, podría ser π/3 o π/3 − π, una forma sen
illa de dis
ernir entreambos es ver que el número en 
uestión está en el ter
er 
uadrante, así pues, arg(z) = π/3 − π =

−2π/3. Nota que el argumento prin
ipal está de�nido de manera pre
isa por el ángulo que 
umple que
r cos(arg(z)) = Re(z) y r sin(arg(z)) = Im(z) y �nalmente:

z = 4e−2π/3i . (2.47)2.7.3 Poten
ias y raí
esDe�ni
ión 2.6: Poten
ia ésima, (n ∈ Z)Se de�ne, zn 
on n ∈ Z+,
z0 = 1 , zn+1 = zn · z n ≥ 0 (2.48)de donde, zn = z · z · · · · · z

︸ ︷︷ ︸n ve
es .Asimismo se de�ne,
z−n = (z−1)n . (2.49)Propiedades:
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omplejos1.) zn · zm = zn+m veamos:
zn · zm = zn · zm−1 · z = zn+1zm−1 = zn+2zm−2 = · · · = zn+m · 1 = zn+m2.) (z1 · z2)

n = zn
1 zn

2 , se puede probar por indu

ión3.) zn = (|z|eiθ)n = |z|neinθ4.) Teorema de De Moivre
(cos θ + i sin θ)n = cos(nθ) + i sin(nθ)A partir de la fórmula de Euler (2.40) es sen
illo probar:

(eiy)n = einy = cos(ny) + i sin(ny) . (2.50)Teorema 2.2: Rai
es n-ésimas de un 
omplejoSea z ∈ C y z 6= 0, ∃ n 
omplejos diferentes (raí
es n-ésimas de z): z0, z1, . . . , zn−1 tales que:
zn
k = z . (2.51)Demostra
ión. Utilizaremos la forma polar z = Reiθ , θ = arg(z), 
ualquier raíz n-ésima será:

zk = Rke
iθk tal que:

(zk)
n = (Rke

iθk)n = Rn
keinθk = Reiθ

⇒
{

(Rk)
n = R (reales) ⇒ Rk = (R)1/n = |z|1/n

nθk = θ + 2πk ⇒ θk = θ/n + 2πk/n .
(2.52)Nótese que los números 
omplejos zk son diferentes ya que tienen argumento diferente. Ademássólo hay n distintos, si k > n, empiezan a repetirse. c.q.d.Ejemplo 2.3:

z2 = −1 = 1eiπ (2.53)de donde
|zk|2(eiθk)2 = 1eiπ

|zk| = 1 k = 0, 1

k = 0 θ0 = π/2

k = 1 θ1 = π/2 + 2π/2 = 3π/2

⇒
{

z0 = 1eiπ/2 = i

z1 = 1ei3π/2 = −i .
(2.54)En la �gura 2.4 hemos representado las raí
es sextas y novenas del número 1.Fórmula útil para raí
es 
uadradas de 
omplejosHemos visto 
ómo 
al
ular raí
es n-ésimas de 
omplejos. Ahora vamos a ver una fórmula equivalentepara el 
aso de raí
es 
uadradas de un número w dado del siguiente modo:

w2
1 = w w2

2 = w , (2.55)
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Figura 2.4: Representa
ión grá�
a de las raí
es sextas y novenas de 1.veamos,
Re(w1)

2 + 2iRe(w1)Im(w1) − Im(w1)
2 = Re(w) + iIm(w) , (2.56)de donde

Re(w1)
2 − Im(w1)

2 = Re(w)

2Re(w1)Im(w1) = Im(w)

por otro lado

|w1|2 = Re(w1)
2 + Im(w1)

2 = |w|
sumando :

Re(w) + |w| = 2Re(w1)
2 ⇒ Re(w1) =

√

Re(w) + |w|
2

. (2.57)(a) Si Re(w) + |w| 6= 0, enton
es:
Im(w1) =

1

2

√
Re(w)+|w|

2

Im(w) . (2.58)Así que la raíz es,
w1 =

√

Re(w) + |w|
2

+ i
1

2

√
Re(w)+|w|

2

Im(w) =
|w| + w

√

2(Re(w) + |w|)
, (2.59)la otra es sen
illamente w2 = −w1.(b) Si Re(w) + |w| = 0 impli
a que: Im(w)=0 y además que Re(w) ≤ 0. Enton
es, tenemos

Im(w1)
2 = |w| ⇒ Im(w1) =

√

|w| , (2.60)y las raí
es son: w1 = i
√

|w| y w2 = −w1.
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omplejos2.7.4 LogaritmosEn el 
aso real: ex = y ↔ x = ln y. Como ex > 0 ∀x ∈ R se tiene que y ∈ R+. Bus
amos unade�ni
ión similar para el 
aso de números 
omplejos.De�ni
ión 2.7: Sea w 6= 0 un número 
omplejo, diremos que z es un logaritmo de w si ez = w.Se tiene que todos los números 
omplejos zn siguientes son logaritmos de w:
zn = ln |w| + iarg(w) + i2πn (n ∈ Z) . (2.61)Se puede probar de forma sen
illa que se 
umple:

ezn = eln |w|+iarg(w)+i2πn = eln |w|eiarg(w)ei2πn = |w|eiarg(w)1 = w . (2.62)De�ni
ión 2.8: Se denomina determina
ión prin
ipal del logaritmo a:
Ln(w) = ln |w| + iarg(w) . (2.63)La determina
ión prin
ipal del produ
to de dos números 
omplejos 
ualesquiera puede obtenersedel siguiente modo: Sean z1z2 6= 0

Ln(z1z2) = Lnz1 + Lnz2 + 2πin(z1, z2) , (2.64)donde n(z1, z2), de�nida en el teorema 2.1, propor
iona el argumento ne
esario para tener el argu-mento prin
ipal.Ejemplo 2.4: w = −1 no tiene logaritmo dentro de los números reales, ⇒ ∄x ∈ R | ex = −1veamos el 
aso 
omplejo. En representa
ión polar se tiene, w = 1eiπ, bus
amos un z ∈ C | ez = w,
z = ln |w| + iarg(w) = ln 1 + iπ = iπ.Ejemplo 2.5: Algunos logartimos de uso 
orriente son

Ln(−1) = iπ Ln(i) = iπ/2 Ln(−i) = −iπ/2 Ln(−2) = ln(2) + iπ . (2.65)2.7.5 Poten
ias 
omplejas de 
omplejosDe�ni
ión 2.9: Si z 6= 0 (z ∈ C) y w ∈ C podemos de�nir poten
ias 
omplejas de 
omplejos delsiguiente modo:
zw ≡ ew Lnz . (2.66)Propiedades:1.) zw1+w2 = zw1zw2 , veamos: zw1+w2 = e(w1+w2) Lnz = ew1 Lnzew2 Lnz = zw1zw2 .2.) si n ∈ Z , zn = en Lnz = e( Lnz+ Lnz+···+ Lnz) = z · z · · · · · z

︸ ︷︷ ︸
n veces

.3.) (z1z2)
w = zw

1 zw
2 ei w2πn(z1,z2) 
on n(z1, z2) de�nida en el teorema 2.1.Ejemplo 2.6:

(1 + i)1−i = (
√

2eiπ/4)1−i = e(1−i) Ln(
√

2eiπ/4)

= e(1−i)( ln
√

2+iπ/4)

= e ln
√

2+π/4+i(π/4− ln
√

2) (2.67)
= e( ln

√
2+π/4)

[

cos(π/4 − ln
√

2) + i sin(π/4 − ln
√

2)
]

.Ejemplo 2.7: ii = ei Lni = ei[ln 1+iπ/2] = e−π/2 .



2.7. Fun
iones de números 
omplejos 392.7.6 Trigonometría 
omplejaSabemos que eiθ = cos θ + i sin θ, 
on θ ∈ R, esto impli
a:
cos θ =

eiθ + e−iθ

2
, sin θ =

eiθ − e−iθ

2i
. (2.68)Esta de�ni
ión se puede extender de forma sen
illa a variables 
omplejas.De�ni
ión 2.10: Dado z ∈ se de�ne:

cos z =
eiz + e−iz

2

sin z =
eiz − e−iz

2i
. (2.69)Veamos, si z = x + iy (x, y ∈ R) tenemos,

sin z =
1

2i
(eiz − e−iz) =

1

2i
(eixe−y − e−ixey)

=
1

2i
[e−y(cos x + i sin x) − ey(cos x − i sin x)]

=
1

2i
[−(ey − e−y) cos x + (ey + e−y) i sinx]

= i cos x sinh y + sin x cosh y . (2.70)Por lo tanto,
sin z = sinx cosh y + i cos x sinh y

cos z = cos x cosh y − i sin x sinh y . (2.71)
• si z = iy

sin(iy) = i sinh y

cos(iy) = cosh y , (2.72)
• si z = x

sin(x) = sin x

cos(x) = cos x , (2.73)
omo era de esperar.Se puede 
omprobar que se 
umplen las rela
iones trigonométri
as,
cos(z1 ± z2) = cos z1 cos z2 ∓ sin z1 sin z2

sin(z1 ± z2) = sin z1 cos z2 ± cos z1 sin z2 . (2.74)Ejemplo 2.8: En
ontrar el z 
omplejo que resuelve la e
ua
ión, sin z = 10

sin z = sin x cosh y + i cos x sinh y = 10

⇒ cos x sinh y = 0 ⇒ x = π/2

⇒ cosh y = 10 (2.75)y para resolver esta e
ua
ión:
cosh y = 10 ⇒ ey + e−y

2
= 10

t=ey

⇒ t2 + 1 − 20t = 0 (2.76)de donde t = 20±
√

400−4
2 ≈ 19.94 o 0.05, lo que impli
a, y ≈ ±2.99. La solu
ión �nal es: z =

π/2 + i 2.99.
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omplejos2.8 Teorema Fundamental del ÁlgebraTeorema 2.3: Sea la e
ua
ión polinómi
a de grado n-ésimo:
anzn + an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0 = 0

z ∈ C , an 6= 0 . (2.77)Toda e
ua
ión polinómi
a de grado n-ésimo tiene exa
tamente n solu
iones, 
ontando 
ada una deellas tantas ve
es 
omo indique su multipli
idad (es de
ir, 
ontando repeti
iones). Por ejemplo:
x2 − 2x + 1 = 0 se puede es
ribir 
omo (x− 1)(x− 1) = 0 que tiene 
omo solu
ión x = +1 (doble).Además:(a) Si los 
oe�
ientes ai son reales, las solu
iones 
omplejas van por parejas z y z∗.(b) Si los 
oe�
ientes ai son reales y n impar, ∃ 
omo mínimo 1 solu
ión real.Ejemplo 2.9: Re
ordemos que las solu
iones 
omplejas apare
en por parejas si tenemos 
oe�
ientesreales, pero no en otro 
aso. Por ejemplo, la e
ua
ión, iz + 1 = 0 tiene una úni
a solu
ión: z = i,½nótese que z = −i no es solu
ión!Demostra
ión. La demostra
ión del teorema no la estudiamos. La demostra
ión del punto (a)puede es
ribirse sin más que notar que si todos los ai son reales enton
es la e
ua
ión polinómi
aoriginal y su 
ompleja 
onjugada son idénti
as. c.q.d.



CAPÍTULO 3

TOPOLOGÍA3.1 No
iones de TopologíaAntes de estudiar las propiedades de las fun
iones estudiaremos propiedades topológi
as dentro desus dominios. Por eso, tendremos que introdu
ir el 
on
epto de distan
ia, métri
a, en el espa
io Ro en Rn.Re
ordemos la de�ni
ión que estudiamos en el 
apítulo 1 de produ
to 
artesiano. El produ
to
artesiano de dos 
onjuntos A y B se de�ne 
omo:
A × B = {(a, b) | a ∈ A y b ∈ B} . (3.1)3.1.1 Espa
io eu
lídeo RnDe�ni
ión 3.1: Punto del espa
io bidimensional R × R: par ordenado de números reales ~x =

(x1, x2).De�ni
ión 3.2: Punto del espa
io tridimensional R × R × R: terna ordenada de números reales
~x = (x1, x2, x3).De�ni
ión 3.3: Generalizamos a espa
ios n-dimensionales: Rn = R × R · · · × R

︸ ︷︷ ︸n ve
es . n − upla orde-nada de números reales, ~x = (x1, x2, . . . , xn) donde a xk se le denomina 
oordenada k-ésima.De�ni
ión 3.4: Espa
io eu
lídeo n-dimensional: RnConjunto de todos los puntos n-dimensionales, ve
tores,
Rn = {~x = (x1, x2, . . . , xn) | xi ∈ R i = 1, . . . , n} . (3.2)

41
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• El espa
io Rn nos permite estudiar propiedades independientes de la dimensión del espa
io
• espa
ios de n > 3 se presentan de manera natural en varias dis
iplinas: relatividad, me
áni
aestadísti
a, 
uánti
a, et
.Enun
iaremos a 
ontinua
ión las propiedades algebrai
as dentro de Rn, que son una gene-raliza
ión de las que ya 
ono
emos para el espa
io tridimensional ordinario.Sean: ~x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, ~y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn se 
umplen(i) Igualdad, ~x = ~y ⇔ xi = yi (i = 1, . . . , n).(ii) Suma, ~x + ~y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn).(iii) Multipli
a
ión por números reales a~x = (ax1, ax2, . . . , axn) .(iv) Diferen
ia, ~x − ~y = ~x + (−1)~ytenemos el ve
tor nulo, ~0 = (0, 0, . . . , 0).Asimismo de�nimos:(v) Produ
to interior (produ
to es
alar): Rn × Rn → R1

~x · ~y =

n∑

k=1

xkyk . (3.3)(vi) Norma o longitud
||~x|| = (~x · ~x)1/2 =

(
n∑

k=1

x2
k

)1/2

. (3.4)Distan
ia de ~x a ~y,
d(~x, ~y) = ||~x − ~y|| =

(
n∑

k=1

(xk − yk)
2

)1/2

. (3.5)Se tienen las siguientes propiedades,
d(~x, ~x) = 0

d(~x, ~y) > 0 si ~x 6= ~y

d(~x, ~y) = d(~y, ~x)

d(~x, ~y) ≤ d(~x, ~z) + d(~z, ~y) . (3.6)Se denominan ve
tores 
oordinados unitarios de Rn a ve
tores que tienen la 
omponente k-ésima igual a 1 y el resto de 
omponentes igual a 0. Por tanto,
~u1 = (1, 0, 0, . . . , 0)

~u2 = (0, 1, 0, . . . , 0)

. . .

~un = (0, 0, 0, . . . , 1) (3.7)



3.2. Bolas, puntos interiores y 
onjuntos abiertos 43De�ni
ión 3.5: Base. Cualquier ve
tor, ~x ∈ Rn, se puede es
ribir 
omo,
~x = x1~u1 + x2~u2 + · · · + xn~un (3.8)donde xi = ~x · ~ui 
on i = 1, . . . , n. Los ve
tores ~ui se denominan ve
tores base de Rn. Ademásse 
umple que ~ui · ~uj = δij por lo que se denomina base ortonormal.Nota: δij es la delta de Krone
ker, de�nida 
omo:

δij =

{
0 si i 6= j
1 si i = j .

(3.9)3.1.2 Métri
a de un espa
io MDe�ni
ión 3.6: Apli
a
ión que ha
e 
orresponder a 
ualquier par de puntos de M un número real
d(x, y) que tiene que satisfa
er las siguientes propiedades,

M × M → R+

(x, y) → d(x, y) ∀x, y ∈ M (3.10)y
1) d(~x, ~x) = 0

2) d(~x, ~y) > 0 si x 6= y

3) d(~x, ~y) = d(~y, ~x)

4) d(~x, ~y) ≤ d(~x, ~z) + d(~z, ~y) . (3.11)Si M es un espa
io dotado de una métri
a d, nos referiremos a M 
omo espa
io métri
o.La norma antes de�nida 
umple di
has propiedades, eso ha
e que el espa
io eu
lídeo Rn junto 
ondi
ha norma sea un espa
io métri
o.Nota: Hay mu
has de�ni
iones de métri
a distintas de la que hemos 
onstruido 
on la norma, enparti
ular, por ejemplo podría de�nirse una métri
a que fuera,
d′(x, y) =

d(x, y)

1 + d(x, y)
(3.12)se puede ver que si d(x, y) es métri
a enton
es d′(x, y) también lo es.3.2 Bolas, puntos interiores y 
onjuntos abiertosEn un espa
io métri
o se pueden de�nir varios 
onjuntos de gran utilidad:3.2.1 Bola abiertaDe�ni
ión 3.7: Una bola abierta de 
entro ~a y radio r > 0 es el 
onjunto de todos los puntos

~x ∈ Rn tales que d(~x,~a) < r o di
ho de otro modo:
Bn(~a; r) = {~x ∈ Rn | d(~x,~a) < r} (3.13)se 
umple Bn(~a; r) ⊂ Rn.

• Si n = 1 (R: re
ta real, dimensión 1)
B1(a, r) = {x ∈ R | |x − a| < r} = (a − r, a + r) (3.14)(que no es más que un intervalo abierto de radio r 
entrado en a).
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x

y

z

r B(a,r)

a

aB(a,r)

x

y

r

Figura 3.1: Bola de radio r y 
entro en ~a en un espa
io de dos dimensiones (izquierda) y tresdimensiones (dere
ha).
• Si n = 2, ~a = (a1, a2),

B2(~a; r) = {~x = (x1, x2) ∈ R2 |
√

(x1 − a1)2 + (x2 − a2)2 < r} (3.15)en 2d es un entorno 
ir
ular, en 3d se trata del interior de una esfera (ver �gura 3.1).3.2.2 Punto InteriorDe�ni
ión 3.8: Sea S un 
onjunto de Rn (S ⊂ Rn).Sea ~a ∈ S, diremos que ~a es interior a S si ∃ r ∈ R | Bn(~a, r) ⊂ S.De�ni
ión 3.9: Se de�ne el interior de S, int(S), 
omo el 
onjunto de todos los puntos interioresde S.3.2.3 Conjunto abiertoDe�ni
ión 3.10: S ⊂ Rn diremos que es abierto si todos sus puntos son interiores.S abierto ⇔ S=int(S).3.2.4 Conjunto 
erradoDe�ni
ión 3.11: S ⊂ Rn, diremos que S es 
errado en Rn si Rn − S es abierto.Ejemplo 3.1:
− Intervalo abierto (a, b) es un 
onjunto abierto.
− Intervalo 
errado [a, b] es un 
onjunto 
errado, en este 
aso el R−[a, b] sería el 
onjunto (−∞, a)∪

(b,∞).
− Los intervalos (a, b] y [a, b) no son ni abiertos ni 
errados. En ambos 
asos hay un punto que noes interior.



3.3. Puntos adherentes y de a
umula
ión 453.2.5 Unión e interse

ión de 
onjuntos abiertosSe puede probar que la unión de una 
ole

ión 
ualquiera de 
onjuntos abiertos es abierta y que lainterse

ión de una 
ole

ión �nita de abiertos también es abierta.
• Unión: Tenemos S = ∪A∈F A 
on A abiertos.Un ~x 
ualesquiera de S satisfa
e:

~x ∈ S ⇒ ∃ A ∈ F | ~x ∈ A ⇒ ∃ B(~x, r) ⊂ A ⊂ S , (3.16)lo que impli
a que ~x es interior a S, ∀~x ∈ S.
• Interse

ión: Tenemos S = ∩n

k=1Ak 
on Ak abiertos.Un ~x 
ualesquiera de S seguro que:
~x ∈ S ⇒ ~x ∈ Ak , k = 1, . . . , n ⇒ ∃ B(~x, rk) ⊂ Ak k = 1, . . . , n , (3.17)
ogemos r = min(rk), enton
es B(~x, r) ⊂ Ak , k = 1, .., n lo que impli
a que ~x es interior a

S, ∀~x ∈ S.3.2.6 Conjunto a
otadoDe�ni
ión 3.12: S ⊂ Rn es a
otado si
∃ ~a, r | S ⊂ B(~a, r) . (3.18)3.3 Puntos adherentes y de a
umula
ión3.3.1 Punto adherenteDe�ni
ión 3.13: Sea S ⊂ Rn.Un punto ~x ∈ Rn se denomina punto adherente de S si ∀B(~x, ε) 
ontiene 
omo mínimo unpunto de S. Di
ho de otro modo si,

∀ε > 0 se tiene B(~x, ε) ∩ S 6= ∅ (3.19)Nota: ~x puede o no pertene
er a SEjemplo 3.2:
• Si ~x ∈ S enton
es ~x es adherente de S, ya que la bola siempre 
ontiene al menos a ~x.
• S = (a, b), a, b y todos los puntos de S son adherentes de S.
• si S está a
otado superiormente el supremo es adherente.Esto se puede probar, si no fuera adherente ∃ r | B(b, r) ∩ S = ∅, pero enton
es, b − r seríauna 
ota superior y enton
es b no sería el supremo.
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umula
iónDe�ni
ión 3.14: Sea S ⊂ Rn, un punto ~x ∈ Rn (no es ne
esario que esté en S) se denomina puntode a
umula
ión de S, si ~x es adherente del 
onjunto S − {~x}, es de
ir, si
∀B(~x, r) (3.20)hay puntos de S distintos de ~x. Esto signi�
a que la bola redu
ida (B0(~x, r) = B(~x, r)−{~x}) deentorno ~x y radio r tiene interse

ión no nula 
on S.Corolario 3.1: Si ~x es un punto de a
umula
ión de S, toda B(~x, r) 
ontiene in�nitos puntos de

S.Demostra
ión. (redu

ión al absurdo)En efe
to, si dentro de una bola de 
entro ~x y radio r, hay sólo un número �nito ~x1, ~x2, . . . , ~xn es-
ojamos 
omo radio r=mínimo{d(~x, ~x1), . . . , d(~x, ~xn)} y 
onsideramos la bola, B(~x, r/2) ⊂ B(~x, r),esta bola no tendría ningún punto de S diferente del propio ~x lo que 
ontradi
e la hipótesis de que
~x es un punto de a
umula
ión. c.q.d.3.3.3 Punto aisladoDe�ni
ión 3.15: Un punto es aislado si no es de a
umula
ión.Ejemplo 3.3:

• S = [a, b] ∪ {c}
c es adherente pero no de a
umula
ión, es pues un punto aislado.

• S = [a, b] todos los puntos son de a
umula
ión
• S =

{
1
n , n = 1, 2, . . .

}El úni
o punto de a
umula
ión es el 
ero. Todos los puntos son aislados. El 
onjunto de puntosde adheren
ia es el S ∪ {0}.Demostra
ión. Para demostrar que 0 es punto de a
umula
ión, basta probar que,
∀ ε > 0 ∃ n1 | 0 <

1

n1
< ε . (3.21)Pero esto es equivalente a probar que,

∀ 1

ε
> 0 ∃ n1 ∈ N | n1 > 1/ε , (3.22)que es lo que hemos probado en el Teorema 1.11. c.q.d.

• Z no 
ontiene ningún punto de a
umula
ión pero todos los puntos son adherentes, son puntosaislados.



3.4. Teorema de Bolzano-Weierstrass 473.4 Teorema de Bolzano-WeierstrassTeorema 3.2: Sea S ⊂ Rn, si S es a
otado e in�nito enton
es
⇒ ∃ ~x ∈ Rn (3.23)que es punto de a
umula
ión de S.Demostra
ión. En R,

S a
otado ⇒ sea [a, b] el intervalo que 
ontiene a S

• Dividimos el intervalo [a, b] en 2 intervalos iguales, 
omo mínimo uno de ellos 
ontiene unsub
onjunto ∞ de puntos de S (si no fuera así, enton
es S sería �nito), llamamos a di
hointervalo: [a1, b1].
• Dividimos [a1, b1] en dos partes iguales. Denominamos [a2, b2] al que 
ontiene un sub
onjuntoin�nito de S.Continuamos 
on este pro
eso y tendremos una 
ole

ión numerable de intervalos, [an, bn],
ada uno de los 
uales tiene un número in�nito de puntos de S y 
umpliéndose que:

[an, bn] ⊂ · · · ⊂ [a2, b2] ⊂ [a1, b1] ⊂ [a, b] . (3.24)La longitud de los intervalos es:
bn − an =

b − a

2n
(3.25)Y se tiene, a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ · · · ≤ ai, b1 ≥ b2 ≥ b3 ≥ · · · ≥ bi, pero siempre ai < bi.Consideremos ahora los 
onjuntos, A ≡ {ai} = {a1, a2, . . . , an} y B ≡ {bi} = {b1, b2, . . . , bn},notemos que ∀i,m : ai < bm,

si m > i → ai ≤ am < bm ⇒ ai < bm

si m = i → ai < bi

si m < i → ai < bi ≤ bm ⇒ ai < bm (3.26)
on lo que todos los bm son 
otas superiores del 
onjunto A y todos los am son 
otas inferiores del
onjunto B.Re
ordemos el Axioma 10, sea S ⊂ R , S 6= ∅, si S está a
otado superiormente ⇒ ∃ supremo,sup(S)=b, si S está a
otado inferiormente ⇒ ∃ ín�mo, inf(S)=a. Asimismo A está a
otado supe-riormente ⇒ ∃ supremo de A. Sea a0 =sup(A), tenemos que a0 ≤ bm∀m ⇒ a0 es una 
ota inferiorde {bi}.En nuestro 
aso, B está a
otado inferiormente ⇒ ∃ ín�mo de B. Sea b0 =inf(B), ⇒ a0 ≤ b0.Ahora bien, a0 y b0 tienen que ser el mismo número, ya que si no lo fueran,
Si a0 < b0 ⇒ c = b0 − a0

pero ∃ M | bM − aM =
b − a

2M
< c

lo que contradice que aM ≤ a0 ≤ b0 ≤ bM (3.27)por lo que,
a0 = b0 ≡ x . (3.28)



48 CAPÍTULO 3. TopologíaProposi
ión 3.3: Di
ho x es punto de a
umula
ión del 
onjunto S.Demostra
ión. Tenemos que ver que ∀ε > 0 B0(x, ε) 
omo mínimo 
ontiene un punto de S diferentede x. Veamos, dado ε, podemos en
ontrar un m tal que bm − am < ε/2, enton
es tendremos que
am ≤ x ≤ bm y también

|am − x| < ε |bm − x| < ε (3.29)de donde
(am, bm) ⊂ B1(x, ε) (3.30)y además, 
omo el intervalo (am, bm) 
ontiene in�nitos puntos de S,

B0(x, ε) ∩ S 6= ∅ ∀ε , (3.31)y x es pues punto de a
umula
ión de S.
c.q.d.

c.q.d.Ejemplo 3.4: El 
onjunto S = { 1
n , n ∈ Z} tiene un punto de a
umula
ión, el 0, que además nopertene
e a S.Teorema 3.4: ∀S ⊂ Rn las siguientes a�rma
iones son equivalentes:1) S es 
errado en Rn2) S 
ontiene todos sus puntos adherentes3) S 
ontiene todos sus puntos de a
umula
iónDemostra
ión. Varios 
asos1⇒ 2 S es 
errado ⇒ Rn −S es abierto. Consideremos un ~x adherente de S. Si ~x está en S no haynada que probar, si no lo está, se tiene:

~x ∈ Rn − S ⇒ ∃ B(~x, r) ∈ Rn − S (3.32)pero esa bola 
umple, B(~x, r) ∩ S = ∅ ⇒ ~x no es adherente de S.2⇒1 Veamos, S 
ontiene todos sus adherentes, 
onsideremos 
ualquier ~x ∈ Rn − S ⇒ ~x /∈ S, ⇒ ~xno es adherente (ya que todos están en S por hipótesis). Eso impli
a que ∃ B(~x, r) ∩ S = ∅lo que impli
a que esa bola pertene
e a Rn − S 
on lo que Rn − S es abierto, y por tanto Ses 
errado2⇒3 Si 
ontiene todos sus adherentes 
ontiene todos los de a
umula
ión, ya que todos los puntosde a
umula
ión son adherentes.3⇒2 Sea ~x adherente de S. Si está dentro de S no hay nada que probar. Si no lo está: ~x /∈ S ⇒
~x ∈ Rn − S, pero al ser adherente de S tenemos,

∀B(~x, r) | B(~x, r) ∩ S 6= ∅ ⇒ B0(~x, r) ∩ S 6= ∅ (3.33)ya que el propio ~x no está en S. Pero eso impli
aría que ~x sería de a
umula
ión de S y noestaría 
ontenido en S en 
ontradi

ión 
on la hipótesis.
c.q.d.
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ubrimientos, 
onjuntos 
ompa
tos, teorema de Heine-BorelDe�ni
ión 3.16: Una 
ole

ión F de 
onjuntos se denomina re
ubrimiento de un 
onjunto
S si

S ⊂ ∪A∈F A . (3.34)También se di
e que F re
ubre a S. Si F es una 
ole

ión de 
onjuntos abiertos, se denominare
ubrimiento abierto.De�ni
ión 3.17: Un 
onjunto S ⊂ Rn se di
e 
ompa
to si 
ualquier re
ubrimiento abierto de S
ontiene una sub
ole

ión �nita que también re
ubre a S.Teorema 3.5: (de Heine-Borel) Si F es un re
ubrimiento abierto de un 
onjunto A ⊂ Rn y Aes 
errado y a
otado
⇒ (3.35)

∃ una sub
ole

ión �nita que también re
ubre a A.Teorema 3.6: Dado S ⊂ Rn, las siguientes a�rma
iones son equivalentes:1) S es 
ompa
to.2) S es 
errado y a
otado.3) Todo sub
onjunto in�nito de S tiene un punto de a
umula
ión en S.



CAPÍTULO 4

FUNCIONES DE UNA VARIABLERe
ordemos que una fun
ión es una rela
ión entre dos 
onjuntos donde ningún elemento del dominiotiene dos imágenes diferentes.Tenemos:
• polinómi
as: p(x) = anxn + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0, n ≥ 1.
• algebrai
as: f(x) | pn(x)yn + pn−1(x)yn−1 + · · · + p1(x)y + p0(x) = 0 
on y = f(x).
• tras
endentes: no algebrai
as, por ejemplo las exponen
iales o los logaritmos.Estudiaremos a 
ontinua
ión las fun
iones polinómi
as de segundo grado en dos variables, x e

y, que se denominan 
óni
as.4.1 Cóni
asTenemos diversos tipos de e
ua
iones de segundo grado que representan fun
iones 
óni
as1 en
oordenadas 
artesianas:
• 
ir
unferen
ia
• parábola
• elipse
• hipérbola.1Nótese que en algunos 
asos tal y 
omo están de�nidas no son fun
iones, aunque es sen
illo de�nirlas separadasen distintas ramas, e.g. la semi
ir
unferen
ia superior sería una fun
ión, y la semi
ir
unferen
ia inferior sería otra.
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52 CAPÍTULO 4. Fun
iones de una variableLa e
ua
ión de segundo grado en x, y más general se puede es
ribir:
ay2 + bx2 + cxy + dx + ey + f = 0 . (4.1)Después daremos de�ni
iones geométri
as de estas 
urvas y obtendremos sus e
ua
iones, larela
ión fun
ional entre x e y que las des
ribe. Finalizaremos 
on las e
ua
iones de las 
óni
as en
oordenadas polares.4.1.1 E
ua
iones de las 
óni
as

• Cir
unferen
ia. La rela
ión que la des
ribe es la siguiente:
(x − a)2 + (y − b)2 = r2 . (4.2)
y

x

b

a

r

Figura 4.1: Cir
unferen
ia.
• Parábola. La expresión más general de una parábola es:

y = ax2 + bx + c . (4.3)
y=a x

2
+b

y=b

(0,0)

y

xFigura 4.2: Parábola.Si y = ax2, vemos que si a < 0 la parábola se abre ha
ia abajo, además si a 
re
e la parábolase ha
e más estre
ha.¾Donde apare
en parábolas en físi
a? Varios ejemplos: el tiro parabóli
o, los espejos paraboloides(antenas parabóli
as).
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• Elipse. La rela
ión que de�ne una elipse es,

x2

a2
+

y2

b2
= 1 . (4.4)

b

a-a

-b

x

y

Figura 4.3: Representa
ión grá�
a de la elipse de e
ua
ión (4.4).Las traye
torias de los planetas del sistema solar alrededor del Sol son elipses, en general unobjeto orbitando alrededor de otro des
ribe una traye
toria elípti
a.
• Hipérbola. La e
ua
ión de la hipérbola es:

x2

a2
− y2

b2
= 1 . (4.5)

y= (b/a) xy= -(b/a) x

a-a

y

x

Figura 4.4: Representa
ión grá�
a de la hipérbola de�nida por la e
ua
ión 4.5.Si lanzamos un objeto 
on velo
idad su�
iente 
omo para que no quede atrapado en el 
ampogravitatorio del Sol, tendremos que des
ribirá una hipérbola.



54 CAPÍTULO 4. Fun
iones de una variable4.1.2 Se

iones 
óni
as. De�ni
iones geométri
as.¾Por qué se denominan 
óni
as?, bási
amente porque se pueden obtener mediante la interse

iónde un plano y un 
ono. Dependiendo del ángulo de 
orte entre la normal al plano y el eje del 
onotendremos los distintos tipos de 
óni
as 
omo se puede ver en la �gura 4.5.

Figura 4.5: Se

iones 
óni
as (sa
ada de wikipedia.es).De�ni
ión 4.1: Cir
unferen
ia. Conjunto de puntos del plano (x, y) tales que la distan
ia entre
(x, y) y el 
entro (a, b) es igual a r.

P ≡ (x, y) C ≡ (a, b) dist(P,C) =
√

(x − a)2 + (y − b)2 = r

⇒ (x − a)2 + (y − b)2 = r2 . (4.6)De�ni
ión 4.2: Parábola. Conjunto de puntos del plano (x, y) equidistantes de un punto �jo F ,llamado fo
o, y de una línea re
ta �ja, dire
triz.Si es
ogemos los ejes de 
oordenadas del siguiente modo (ver �gura 4.6) :
• origen de 
oordenadas, 0: el vérti
e, 
on el eje x paralelo a la dire
triz.
• eje y sobre el eje de la parábola. Si F = (0, p) enton
es y = −p es la dire
triz.Sea un punto P = (x, y) de la parábola,- distan
ia de P al fo
o F , |PF | =

√

x2 + (y − p)2- distan
ia de P a la dire
triz, |Pdirectriz| = |y + p|por lo tanto:
√

x2 + (y − p)2 = |y + p| (4.7)elevando al 
uadrado:
x2 + (y − p)2 = x2 + y2 + p2 − 2py

2
= (y + p)2 = y2 + 2py + p2 (4.8)por lo que

x2 = 4yp . (4.9)
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F=(0,p)

directriz y=−p

P=(x,y)

x

y

Figura 4.6: Parábola 
omo lugar geométri
o, de�nida mediante un fo
o, F, y una dire
triz.Si llamamos a = 1
4p tenemos la e
ua
ión habitual de la parábola, y = ax2. Nótese que esta parábolaes simétri
a respe
to al eje y, y = ax2 = a(−x)2.Un buen ejer
i
io 
onsiste en representar grá�
amente parábolas 
on p > 0 
on p < 0, yparábolas donde x e y estén invertidos.Ejemplos de la vida diaria son, entre otros, las antenas parabóli
as y los tiros parabóli
os,

y = 1
2at2 + bt + c.De�ni
ión 4.3: Elipse. Conjunto de puntos del plano (x, y) tales que la suma de las distan
iasa dos puntos �jos, llamados fo
os, es 
onstante.Si elegimos los ejes de 
oordenadas de manera 
onveniente (ver �gura 4.7):
• los fo
os sobre el eje x: F1 = (−c, 0), F2 = (c, 0).
• el origen de 
oordenadas equidistante de los fo
osDenominemos 2a > 0 a la suma de las distan
ias de un punto de la elipse a los fo
os,

|PF1| + |PF2| = 2a
√

(x + c)2 + y2 +
√

(x − c)2 + y2 = 2a

entonces

(x − c)2 + y2 =
(

2a −
√

(x + c)2 + y2
)2

6 x2 − 2cx+ 6 c2+ 6 y2 = 4a2+ 6 x2 + 2cx+ 6 c2+ 6 y2 − 4a
√

(x + c)2 + y2

a2 + cx = a
√

(x + c)2 + y2

a4 + 2a2cx + c2x2 = a2x2 + 2a2cx + a2c2 + a2y2

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2) > 0 . (4.10)Si de�nimos b2 = a2 − c2, tenemos:
x2

a2
+

y2

b2
= 1

focos :(±c, 0)
c2 = a2 − b2

vértices :(±a, 0) .
(4.11)
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x

y

F1=(−c,0) F2=(c,0)

(x,y) (0,b)

(0,−b)

(a,0)(−a,0)

Figura 4.7: Elipse 
omo lugar geométri
o, de�nida mediante dos fo
os.podemos ver que la elipse es simétri
a respe
to del eje x y del eje y, 
omo se puede ver al pasar de
y → −y y x → −x respe
tivamente.Ejemplo 4.1: Un ejemplo sen
illo, 9x2 + 16y2 = 144,

9x2

144
+

16y2

144
= 1 (4.12)que es:

x2

42
+

y2

32
= 1 (4.13)de donde a = 4, b = 3, c2 = a2 − b2 = 7.De�ni
ión 4.4: Hipérbola. Conjunto de puntos del plano (x, y) tales que la diferen
ia de lasdistan
ias a dos puntos �jos, fo
os, es 
onstante.Es
ojamos los ejes de 
oordenadas del siguiente modo,- eje x, pasa por los fo
os- eje y equidistante de ambos.Enton
es la e
ua
ión de la hipérbola es,

|PF1| − |PF2| = ±2a . (4.14)Podemos repetir el álgebra que hemos utilizado para la elipse, y llegaremos a,
x2

a2
− y2

b2
= 1

focos :(±c, 0)
c2 = a2 + b2

vértices :(±a, 0)
aśıntotas :y = ±b/ax .

(4.15)
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• Cóni
as desplazadasSi apli
amos una transla
ión a las e
ua
iones que hemos estudiado, x → x − h, y → y − k,obtenemos las 
óni
as desplazadas del origen (0, 0) al punto (h, k).

4.1.3 Cóni
as en 
oordenadas polaresHasta ahora hemos de�nido:
• La parábola en términos de un fo
o y una dire
triz.
• La hipérbola y la elipse en términos de dos fo
os.Ahora uni�
aremos la des
rip
ión de todas las 
óni
as en términos de un fo
o y una dire
triz.Además, veremos que si situamos el fo
o en el origen, la se

ión 
óni
a tiene una e
ua
ión sen
illaen 
oordinadas polares.Teorema 4.1: Sea F un punto �jo (denominado fo
o) y l una línea re
ta �ja (denominada dire
-triz ) sea e ∈ R+ un número �jo, denominado ex
entri
idad . El 
onjunto de puntos del plano,

P , tales que:
|PF |
|Pl| = e (4.16)es una 
óni
a y:

• si e < 1 ⇒ elipse
• si e = 1 ⇒ parábola
• si e > 1 ⇒ hipérbolaDemostra
ión.
• e = 1En este 
aso tenemos la de�ni
ión geométri
a de parábola, 
on lo que no habría nada másque demostrar.
• e 6= 1En 
oordenadas polares tendremos,

|PF | = r

|Pl| = d − r cos θ

entonces
|PF |
|Pl| = e ⇒ r

d − r cos θ
= e , (4.17)

r = e(d − r cos θ) . (4.18)



58 CAPÍTULO 4. Fun
iones de una variableSe puede 
omprobar que esta de�ni
ión 
oin
ide 
on la que teníamos en 
artesianas,
r2 = e2(d − r cos θ)2

x2 + y2 = e2(d − x)2 = e2(d2 − 2dx − x2)

(1 − e2)x2 + 2de2x + y2 = e2d2

x2 +
2de2x

1 − e2
+

1

1 − e2
y2 =

e2d2

1 − e2

completamos cuadrados

x2 +
2de2x

1 − e2
+

(
de2

1 − e2

)2

−
(

de2

1 − e2

)2

+
1

1 − e2
y2 =

e2d2

1 − e2

(

x +
e2d

1 − e2

)2

+
y2

1 − e2
=

de2

1 − e2

(

d +
de2

1 − e2

)

(

x +
e2d

1 − e2

)2

+
y2

1 − e2
=

d2e2

(1 − e2)2
(4.19)que se puede es
ribir 
omo,

(

x + e2d
1−e2

)2

d2e2

(1−e2)2

+
y2

d2e2

(1−e2)

= 1 . (4.20)a) e < 1 (⇒ 1 − e2 > 0)La e
ua
ión 4.20 puede enton
es es
ribirse 
omo:
(x − h)2

a2
+

y2

b2
= 1 , (4.21)siendo

h = − e2d

1 − e2
< 0 ,

a2 =
e2d2

(1 − e2)2
> 0 ,

b2 =
e2d2

1 − e2
> 0 , (4.22)que es la e
ua
ión de una elipse 
entrada en (h, 0). Los fo
os están a una distan
ia c del
entro de la elipse, c2 = a2 − b2 = e4d2

(1−e2)2
> 0, de donde, c = −h > 0. Con lo que vemosque el fo
o de�nido en el teorema 
oin
ide 
on el fo
o de la de�ni
ión geométri
a. Laex
entri
idad, e, se puede 
al
ular 
omo

e =
c

a
. (4.23)b) e > 1 (⇒ 1 − e2 < 0)En este 
aso la e
ua
ión 4.20 se 
orresponde 
on la de una hipérbola 
on,

h = − e2d

1 − e2
> 0 ,

a2 =
e2d2

(1 − e2)2
> 0 ,

b2 = − e2d2

1 − e2
=

e2d2

e2 − 1
> 0 . (4.24)
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ión 59Podemos 
al
ular c, c2 = a2+b2 = · · · = h 
omo debía ser. Además podemos 
omprobarque e = c/a.
c.q.d.Hemos probado el teorema para los tres 
asos re
ono
iendo los tres tipos de 
óni
as, parábolas,elipses e hipérbolas, respe
tivamente. Para eso hemos rees
rito la e
ua
ión en polares en fun
iónde 
oordenadas 
artesianas, ahora volvamos a la forma polar.

r = e(d − r cos θ) ⇒ r(1 + e cos θ) = ed (4.25)por lo que la 
ondi
ión que debe satisfa
er un punto 
ualesquiera (r, θ) para pertene
er a la 
óni
aes:
r =

ed

1 + e cos θ
(4.26)En general, la ex
entri
idad, e = c/a. Podemos generalizar el estudio a otros 
asos, por ejemplo:

• Si la dire
triz está a la dere
ha, x = d,
r =

ed

1 + e cos θ
(4.27)

• Si la dire
triz está a la izquierda, x = −d

r =
ed

1 − e cos θ
(4.28)

• Si la dire
triz es paralela al eje x, y = ±d,
r =

ed

1 ± e sin θ
(4.29)La Cir
unferen
ia se puede pensar 
omo un 
aso espe
ial de la elipse en el que c = 0, es de
ir,donde los dos fo
os 
oin
iden. En polares,

r =
ed

1 + e cos θ
pero e = c/a = 0 . (4.30)¾Cómo se re
on
ilia esto 
on la e
ua
ión de la 
ir
unferen
ia en polares que es 
laramente r=
te?Ne
esitamos que d → ∞ de tal modo que el produ
to: ed → 
te.4.2 Límite de una fun
iónDe�ni
ión 4.5: Sea una fun
ión y = f(x) de�nida en un 
ierto dominio A ⊂ R, y sea p un puntode a
umula
ión de A, que puede o no pertene
er a A. Sea b ∈ R un punto que puede pertene
er ono al re
orrido de la fun
ión.La fun
ión y = f(x) tiende al límite b (se es
ribe: y → b) 
uando x tiende a p (se es
ribe

x → p), lo que se es
ribe 
omo:
lim
x→p

f(x) = b (4.31)si ∀ε > 0 (por pequeño que sea), ∃ δ > 0 | ∀x
(x 6=p)
∈ A que satisfaga |x − p| < δ, se veri�
a ladesigualdad,

|f(x) − b| < ε . (4.32)
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b

b

b

p−δp +δp

+ε

−ε

y

x

y=f(x)

Figura 4.8: Representa
ión grá�
a del 
on
epto de límite.Di
ho 
on otras palabras,
∀ε > 0 ∃ δ > 0 | si x ∈ B0(p, δ) ⇒ f(x) ∈ B0(b, ε) . (4.33)Nota:

• p ha de ser un punto de a
umula
ión, pero no es ne
esario que p ∈ A.
• Tampo
o es ne
esario que b pertenez
a al re
orrido de f(x), ver �gura 4.9.Grá�
amente se puede ver en la �gura 4.8.Ejemplo 4.2: Probar que:

lim
x→3

4x − 5 = 7 . (4.34)Consideremos 
ualquier ε > 0,
|f(x) − 7| < ε ⇒ |4x − 5 − 7| < ε ⇒ 4|x − 3| < ε (4.35)
on lo que si 
onsideramos sen
illamente un δ = ε/4 tendremos que

∀ε > 0 
ogiendo δ = ε/4 ⇒ |x − 3| < δ ⇒ |f(x) − 7| < ε (4.36)que era lo que ne
esitábamos probar.Ejemplo 4.3: Probar que:
lim
x→2

x2 − 4

x − 2
= 4 . (4.37)La fun
ión f(x) = x2−4

x−2 no está de�nida en x = 2, esto no supone ningún problema ya que para de�nirel límite sólo ne
esitamos que esté de�nida para valores tan 
er
anos a 2 
omo queramos, 
omo es el
aso. Ne
esitamos demostrar que ∀ε > 0 , ∃ δ > 0 | se satisfa
e:
∣
∣
∣
∣

x2 − 4

x − 2
− 4

∣
∣
∣
∣
< ε si : |x − 2| < δ . (4.38)
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x

y

p

f(p)

b

Figura 4.9: El límite no tiene por qué pertene
er al re
orrido de f .Pero, si
∣
∣
∣
∣

x2 − 4

x − 2
− 4

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

(x + 2)(x − 2)

x − 2
− 4

∣
∣
∣
∣
= |x + 2 − 4| < ε ⇒ |x − 2| < ε (4.39)
on lo que basta un δ = ε para que se veri�que, 
on lo que existe el límite de la fun
ión en el punto,x=2, y es igual a 4.De�ni
ión 4.6: La fun
ión f(x) tiende al límite b 
uando x → ∞ si

∀ε > 0 ∃ N > 0 | ∀x > N (4.40)se satisfa
e:
|f(x) − b| < ε (4.41)y se denota:
lim

x→∞
f(x) = b . (4.42)De�ni
ión 4.7: La fun
ión f(x) tiende a ∞ 
uando x → a si

∀M > 0 ∃ δ > 0 | ∀x 6= a 
on |x − a| < δ (4.43)se tiene que
|f(x)| > M (4.44)y se denota,

lim
x→a

f(x) = ∞ . (4.45)Si la fun
ión tiende a in�nito sólo tomando valores positivos (en la de�ni
ión anterior 
ambiando
|f(x)| > M por f(x) > M) se es
ribe,

lim
x→a

f(x) = +∞ . (4.46)Análogamente se puede 
onstruir la de�ni
ión de,
lim
x→a

f(x) = −∞ . (4.47)



62 CAPÍTULO 4. Fun
iones de una variableEjemplo 4.4: Probar que:
lim
x→0

1

x2
= ∞ . (4.48)Veamos, si |x − 0| < δ ⇒ |f(x)| =

∣
∣ 1
x2

∣
∣ = 1

x2 > 1
δ2 > M si

δ2 <
1

M
⇒ δ <

1√
M

. (4.49)Así pues dado 
ualquier M > 0, tenemos que si δ = 1√
M

se 
umple que si |x| < δ ⇒ f(x) > M .Ejemplo 4.5:
lim

x→∞

(
x + 1

x

)

= 1 ⇒ lim
x→∞

(

1 +
1

x

)

= 1 (4.50)
on lo que, ∣
∣
∣
∣

(

1 +
1

x

)

− 1

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

1

x

∣
∣
∣
∣
< ε ⇒ |x| > 1/ε (4.51)Por tanto si es
ogemos N = 1

ε tenemos que se satisfa
e la desigualdad para 
ualquier |x| > N .4.2.1 Límites lateralesDe�ni
ión 4.8: Límite por la izquierda de la fun
ión f(x) en el punto a. f(x) tiende a b1
uando x → a−, si se 
umple:
∀ε > 0 ,∃ δ > 0 | |f(x) − b1| < ε si a − δ < x < a (4.52)y se es
ribe,

lim
x→a−

f(x) = b1 . (4.53)De�ni
ión 4.9: Límite por la dere
ha de la fun
ión f(x) en el punto a. f(x) tiende a b2si x → a+ si se 
umple,
∀ε > 0 ,∃ δ > 0 | |f(x) − b2| < ε si a < x < a + δ (4.54)y se es
ribe,

lim
x→a+

f(x) = b2 . (4.55)De�ni
ión 4.10: Existe el límite de la fun
ión f(x) en el punto a si y sólo si:
lim

x→a−
f(x) = b y lim

x→a+
f(x) = b . (4.56)4.2.2 Fun
iones a
otadas; monótonasDe�ni
ión 4.11: Se di
e que la fun
ión f(x) está a
otada en el dominio de de�ni
ión de lavariable x, A, si,

∃ M > 0 | |f(x)| ≤ M ∀x ∈ A . (4.57)Si no existe tal M la fun
ión no está a
otada en el dominio.
• La fun
ión f(x) está a
otada 
uando x → a si

∃ δ > 0 | |f(x)| < M si x ∈ B(a, δ) . (4.58)
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x
p

f(p)

y

Figura 4.10: Los límites por la izquierda y la dere
ha pueden existir y no 
oin
idir, enton
es
∄ limx→p f(x).

• La fun
ión f(x) está a
otada 
uando x → ∞ si
∃ N > 0 | ∀|x| > N f está acotada . (4.59)De�ni
ión 4.12: Se di
e que la fun
ión f(x) es monótona 
re
iente si:

f(x1) ≤ f(x2) si x1 ≤ x2 . (4.60)4.3 In�nitésimosDe�ni
ión 4.13: La fun
ión α(x) es un in�nitésimo 
uando x → a si,
lim
x→a

α(x) = 0 . (4.61)De�ni
ión 4.14: La fun
ión α(x) es un in�nitésimo 
uando x → ∞ si
lim

x→±∞
α(x) = 0 . (4.62)Ejemplo 4.6:

• (x − 1)2 es un in�nitésimo 
uando x → 1.
• 1/x es un in�nitésimo 
uando x → ∞.Teorema 4.2: Si la fun
ión f(x) se puede expresar 
omo la suma de un número b y de un in-�nitésimo 
uando x → a, α(x), enton
es

f(x) = b + α(x) (4.63)tenemos,
lim
x→a

f(x) = b (4.64)re
ípro
amente, si limx→a f(x) = b enton
es se puede es
ribir, f(x) = b+α(x) 
on α(x) in�nitésimo
uando x → a.Análogamente para limx→∞.
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Figura 4.11: In�nitésimo en x → 1 (izquierda), e in�nitésimo en x → ∞ (dere
ha).Demostra
ión. Consideremos los dos 
asos, ⇒ y ⇐:(⇒)
f(x) = b + α(x) ⇒ |f(x) − b| = |α| (4.65)pero sabemos que ∀ε > 0 ,∃ δ > 0 tal que si x ∈ (a − δ, a + δ) ⇒ |α(x)| < ε lo que impli
aque
|f(x) − b| < ε ⇒ lim

x→a
f(x) = b . (4.66)(⇐) De�nimos α(x) = f(x) − b, enton
es se tiene que:

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 | |x − a| < δ |f(x) − b| < ǫ ⇒ |α(x)| < ε . (4.67)
c.q.d.Teorema 4.3: Si limx→a α(x) = 0 pero se tiene que α(x) 6= 0 para x 6= a, enton
es:

lim
x→a

1

α(x)
= ∞ . (4.68)Demostra
ión.

lim
x→a

α(x) = 0 ⇒ ∀ε > 0 ,∃ δ > 0 | 0 < |x − a| < δ ⇒ 0 < |α(x)| < ε (4.69)de�nimos,
M =

1

ε
⇒ ∀M ∈ R ∃ δ > 0 | 0 < |x − a| < δ ⇒ |1/α(x)| > M . (4.70)

c.q.d.4.3.1 Propiedades de los in�nitésimos
• La suma �nita de in�nitésimos es un in�nitésimo

α(x) =

n∑

k=1

αk(x) con lim
x→a

αk(x) = 0 (4.71)enton
es,
lim
x→a

α(x) = 0 . (4.72)
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• El produ
to de un in�nitésimo en x → a por una fun
ión a
otada en un entorno de a tambiénes un in�nitésimo 
uando x → a.

limx→a α(x) = 0
|f(x)| < M ∀ x ∈ B(a, r)

}

⇒ lim
x→a

α(x) · f(x) = 0 . (4.73)
• Si α(x) es in�nitésimo 
uando x → a y limx→a f(x) = b 6= 0 enton
es,

α(x)

f(x)
(4.74)es in�nitésimo.4.3.2 Compara
ión de in�nitésimosDados dos in�nitésimos, α(x), β(x), x → a

• Si limx→a
β(x)
α(x) = A = finito 6= 0, se denominan in�nitésimos del mismo orden.

• Si limx→a
β(x)
α(x) = 1, se denominan in�nitésimos equivalentes, α ∼ β.

• Si limx→a
β(x)
α(x) = 0, enton
es β(x) es un in�nitésimo de orden superior a α(x).

• Si limx→a
β(x)
α(x)k = A = finito 6= 0, k ∈ Z+, enton
es β(x) es un in�nitésimo de orden krespe
to de α(x).Teorema 4.4: α(x), β(x) son in�nitésimos equivalentes ⇔ α − β es un in�nitésimo de ordensuperior respe
to de α y β.Demostra
ión.(⇒) lim (β−α)

β = lim
(

1 − α
β

)

= 1 − 1 = 0 y β − α es de orden superior a β (del mismo modo sepodría ha
er para α.(⇐) lim (β−α)
β = lim

(

1 − α
β

)

= 1 − lim α
β ⇒ lim α

β = 1.
c.q.d.Ejemplo 4.7:

• limx→0
sinx

x = 1.
• limx→0

sin 16x
x = 16.

• limx→0
tan 4x
sinx = 4.

• limx→0
x3

x = 0 x3 es in�nitésimo de orden 3 respe
to de x.
• limx→0

ln(1+x)
x = 1.

• Nota
ión: α = x + O(x3).



66 CAPÍTULO 4. Fun
iones de una variable4.4 Teoremas fundamentales sobre límitesTeorema 4.5: Sean f(x), g(x) fun
iones de�nidas en A ⊂ R y 
on los siguientes límites,
lim
x→p

f(x) = a lim
x→p

g(x) = b . (4.75)Se tiene:(1) suma (resta)
lim
x→p

[f(x) ± g(x)] = a ± b . (4.76)(2) produ
to
lim
x→p

[f(x) · g(x)] = a · b . (4.77)(3) 
o
iente (si b 6= 0)
lim
x→p

f(x)

g(x)
=

a

b
. (4.78)(4) poten
ia

lim
x→p

[f(x)]n = [lim
x→p

f(x)]n n ∈ Z+ . (4.79)Demostra
ión. Probemos a modo de ejemplo el 
aso (2), veamos, tenemos que:
lim
x→p

f(x) = a ⇒ f(x) = a + α(x) con lim
x→a

α(x) = 0 ,

lim
x→p

g(x) = b ⇒ g(x) = b + β(x) con lim
x→b

β(x) = 0 , (4.80)por tanto,
f(x) · g(x) = ab + aβ(x) + bα(x) + α(x)β(x) (4.81)pero la segunda parte son in�nitésimos, ⇒ limx→p f(x)g(x) = ab.

c.q.d.4.4.1 Cál
ulo explí
ito de limx→0
sin x

xProbemos primero el siguiente teorema.Teorema 4.6: Dadas tres fun
iones f(x), g(x), h(x) tales que,
f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) (4.82)y 
umpliendo que limx→p f(x) = b = limx→p h(x),
⇒ lim

x→p
g(x) = b . (4.83)
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x

1 sin x

x

x

tan x
1

A

B

CFigura 4.12: Rela
ión entre x, sin x y tan x.Demostra
ión. Tenemos 
omo hipótesis que:
lim
x→p

f(x) = b = lim
x→p

h(x)

⇒
∀ε ∃ δ1 , δ2 | si |x − p| < δ1 | |f(x) − b| < ε

|x − p| < δ2 | |h(x) − b| < ε

sea δ = min(δ1, δ2)

⇒
−ε < f(x) − b < ε −ε < h(x) − b < ε

⇒
−ε < f(x) − b ≤ g(x) − b ≤ h(x) − b < ε . (4.84)

c.q.d.La fun
ión, sinx
x no está de�nida en el punto x = 0, sin embargo vamos a ver que existe el límitey es 1.Teorema 4.7:

lim
x→0

sin x

x
= 1 (4.85)Demostra
ión. (geométri
a) Si 
onsideramos, 0 < x < π/2, tenemos siempre que (ver �gura 4.12):

sin x ≤ x . (4.86)Observemos ahora además que x ≤ tan x en el mismo intervalo (notar, que el área del triánguloABC es (tan x)/2 y siempre es mayor que la se

ión de 
ír
ulo (en rojo), 
uyo área es x/2, ver�gura 4.12) , 
on lo que,
sin x ≤ x ≤ tan x ⇒ sin x ≤ x ≤ sin x

cos x
(4.87)de donde (lo que ilustramos en la �g 4.13),

1 ≥ sin x

x
≥ cos x . (4.88)Inegualdad que también es válida en −π/2 ≤ x ≤ π/2 ya que sin(x) = − sin(−x) y cos(−x) = cos x.Pero enton
es tomando límites,

lim
x→0

1 ≥ lim
x→0

sinx

x
≥ lim

x→0
cos x ⇒ 1 ≥ lim

x→0

sin x

x
≥ 1 (4.89)
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Figura 4.13: Las fun
iones sin x/x, cos x, 1, 
er
a del 0.de donde el teorema 4.6 nos asegura que
lim
x→0

sin x

x
= 1 . (4.90)

c.q.d.4.5 ContinuidadDe�ni
ión 4.15: (Continuidad) f(x) es 
ontinua en el punto x = a si se 
umplen simultánea-mente:(1) f(x) está de�nida en un entorno de a: B(a, δ), que in
luye el punto a (a ∈ A, dominio de f)(a no es un punto aislado).(2) ∃ limx→a f(x) y es �nito, y 
oin
ide 
on f(a),
lim
x→a

f(x) = f(a) . (4.91)De�ni
ión 4.16: (De�ni
ión alternativa de 
ontinuidad:) Suponemos f(x) de�nida en x0 y en unentorno B(x0, r), sea y0 = f(x0). Consideremos un punto x0 + ∆x ∈ B(x0, r), enton
es la fun
iónserá: y0 + ∆y = f(x0 + ∆x), donde formalmente lo úni
o que hemos he
ho es de�nir:
∆y = f(x0 + ∆x) − f(x0) . (4.92)La fun
ión f(x) es 
ontinua en el punto x = x0 si está de�nida en un entorno de x0 (in
luido

x0) y si,
lim

∆x→0
∆y = 0 (4.93)que se puede expresar 
omo(1) lim∆x→0 f(x0 + ∆x) = f(x0).(2) limx→x0 f(x) = f(x0).
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ión 4.17: Una fun
ión es 
ontinua en un intervalo (a, b) si lo es en 
ada uno de los puntosdel intervalo.Teorema 4.8: Si f(x) y g(x) son fun
iones 
ontinuas en x0 
on g(x0) 6= 0 y sean α y µ dosnúmeros reales 
ualesquiera, se tiene que,
• αf(x) + µg(x) es también 
ontinua en x0.
• f(x)/g(x) es también 
ontinua en x0.
• f(x) · g(x) es también 
ontinua en x0.Demostra
ión. La demostra
ión es sen
illa, léase fa
tible, a la vista de la propia de�ni
ión de
ontinuidad y de las propiedades de los límites. c.q.d.4.5.1 Dis
ontinuidades

f(x) es dis
ontinua en el punto x0 si no es 
ontinua, lo que puede o
urrir:(i) Si f(x0) no está de�nida.(ii) Si ∄ limx→x0 f(x) (o es in�nito).(iii) Si limx→x0 f(x) 6= f(x0).Existen varios tipos de dis
ontinuidad
• Dis
ontinuidad evitableSe di
e si ∃ limx→a f(x) pero limx→a f(x) 6= f(a), para evitarla se podría rede�nir f(a) 
omo

f(a) = limx→a f(x).
• Dis
ontinuidad inevitable (esen
ial)� De salto: ∃ limx→a− f(x) y limx→a+ f(x) pero no son iguales.� Os
ilantes, 
uando no existen uno o ambos límites laterales.� In�nita, 
uando uno o ambos límites laterales son ±∞.En las �guras 4.14, 4.15 se muestran ejemplos.

x x

yy

Figura 4.14: Dos tipos de dis
ontinuidad esen
iales, de salto (izquierda) e in�nita (dere
ha).
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Figura 4.15: El ter
er tipo de dis
ontinuidad esen
ial: os
ilante.4.5.2 Fun
iones 
ontinuas en un intervaloDe�ni
ión 4.18: Una fun
ión f : [a, b] → R es 
ontinua en el intervalo [a, b] si satisfa
e lassiguientes 
ondi
iones,i) Si es 
ontinua en x, ∀x ∈ (a, b).ii) Es 
ontinua por la dere
ha en a, esto lo de�nimos 
omo:
∀ε > 0 ∃ δ > 0 | a < x < a + δ ⇒ |f(x) − f(a)| < ε . (4.94)iii) Es 
ontinua por la izquierda en b,
∀ε > 0 ∃ δ > 0 | b − δ < x < b ⇒ |f(x) − f(b)| < ε . (4.95)4.5.3 Propiedades de las fun
iones 
ontinuas en un intervaloTeorema 4.9: Si la fun
ión f(x) es 
ontinua en el intervalo [a, b]

⇒
{
∃ al menos un punto x1 ∈ [a, b] | f(x) ≤ f(x1) ≡ M ∀ x ∈ [a, b] .
∃ al menos un punto x2 ∈ [a, b] | f(x) ≥ f(x2) ≡ m ∀ x ∈ [a, b] .

(4.96)
M es el valor máximo de f(x) en el intervalo [a, b] y m es el valor mínimo de f(x) en el intervalo
[a, b].No demostraremos el teorema, sin embargo la interpreta
ión geométri
a es sen
illa.Nota: Es importante que el dominio sea 
errado, de no ser así f podría ser 
ontinua y a
otada yno tener máximo, un ejemplo, f(x) = x en el intervalo (0, 1).Teorema 4.10: Teorema de Bolzano: Si la fun
ión f(x) es 
ontinua en el intervalo [a, b] y estal que

f(a)f(b) < 0 (4.97)enton
es se tiene que ∃ 
omo mínimo un punto c ∈ (a, b) tal que f(c) = 0.Nota: La interpreta
ión grá�
a es de nuevo sen
illa. Nótese que una posible demostra
ión 
on-stru
tiva podría pensarse subdividiendo el intervalo [a, b] su
esivas ve
es manteniendo siempre queen los extremos de los nuevos intervalos de menor tamaño se tenga que la fun
ión 
ambia de signo.Habría que probar que la interse

ión de todos esos 
onjuntos no es va
ía, y es de he
ho un punto.Así, se puede ir a
otando la zona en la que la fun
ión 
ambia de signo y por tanto, al ser 
ontinua,donde 
ruza al 
ero.
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Figura 4.16: Ilustra
ión de los tres teoremas para fun
iones 
ontinuas en un intervalo [a, b]. (a)Existen
ia de máximo y mínimo, (b) Teorema de Bolzano y (
) Teorema del valor medio.Teorema 4.11: Teorema del valor medio: Si la fun
ión f(x) es 
ontinua en el intervalo [a, b]y es tal que f(a) = A y f(b) = B 
on A 6= B, enton
es:
∀µ ∈ (A,B) ∃ c ∈ [a, b] | f(c) = µ . (4.98)Demostra
ión. Apli
ar el teorema de Bolzano a la fun
ión g(x) = f(x)−µ, supongamos que A < B,enton
es A < µ < B, se puede ver que, g(a) = f(a) − µ < 0 y además g(b) = f(b) − µ > 0 lo queimpli
a que existe un c tal que

g(c) = 0 = f(c) − µ . (4.99)
c.q.d.En la �gura 4.16 se ilustran los tres teoremas.4.6 Continuidad uniformeAhora presentaremos una 
ondi
ión más fuerte que la de 
ontinuidad, denominada 
ontinuidaduniforme y demostraremos que es equivalente en intervalos 
errados y a
otados.De�níamos 
ontinuidad del siguiente modo. Si f : A ⊂ R → R es una fun
ión 
ontinua en todoslos puntos del dominio A, lo que es equivalente a:

∀a ∈ A ∀ε > 0 ∃ δ > 0 | si |x − a| < δ ⇒ |f(x) − f(a)| < ε . (4.100)En general, a 
ada ε le 
orresponderá un número δ que dependerá de ε y también del punto a. Esde
ir, si la fun
ión es 
ontinua en su dominio A, no es de esperar que dado un ε > 0, el mismovalor δ sirva para todos los valores del dominio. Pero esto podría o
urrir.De�ni
ión 4.19: Continuidad UniformeUna fun
ión f : A ⊂ R → R es uniformemente 
ontinua en A si
∀ε > 0 ∃ δ > 0 | |f(x) − f(x0)| < ε ∀x, x0 | |x − x0| < δ . (4.101)Ejemplo 4.8: f(x) = 4x es uniformemente 
ontinua en A = (0, 1).Dado un ε > 0 si 
ogemos δ = ε/4 se tiene,

|f(x) − f(x0)| = 4|x − x0| < 4δ = 4
ε

4
= ε . (4.102)
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iones de una variableEjemplo 4.9: f(x) = 1/x no es uniformemente 
ontinua en A = (0, 1).Consideremos, ε = 1, veamos, para 
ualquier δ > 0 ∃ n ∈ N | δ > 1/n > 0, (ver el Teo-rema 1.11) así pues si ahora 
ogemos x = 1/n e y = 1/(n + 1) se 
umple,
|x − y| = |1/n − 1/(n + 1)| = 1/(n(n + 1)) < 1/n < δ (4.103)y al mismo tiempo,

|f(x) − f(y)| = 1 ≥ ε , (4.104)
on lo que es imposible que se satisfagan las premisas de la de�ni
ión de 
ontinuidad uniforme.Ejemplo 4.10: f(x) = 1/x es uniformemente 
ontinua en A = (a, 1), 1 > a > 0.Veamos, dado un ε > 0, basta 
on 
oger δ = a2ε, enton
es vemos que para 
ualquier x, y tales que
|x − y| < δ se tiene,

|f(x) − f(y)| =

∣
∣
∣
∣

1

x
− 1

y

∣
∣
∣
∣
=

|x − y|
xy

<
|x − y|

a2
<

δ

a2

δ=a2ε
=

a2ε

a2
= ε (4.105)
on lo que hemos probado que ∀x, y ∈ (a, 1) | |x − y| < δ y |f(x) − f(y)| < ε 
on δ dependientede ε pero no del punto en 
uestión dentro del intervalo.Ejemplo 4.11: f(x) = x2. Esta fun
ión es 
ontinua en A = [0, 1], ¾será también uniformemente
ontinua dentro de di
ho intervalo? Consideremos un p ∈ A y un x ∈ A,

|f(x) − f(p)| = |x2 − p2| = |(x − p)(x + p)|

8

<

:

0 ≤ x ≤ 1
0 ≤ p ≤ 1

9

=

;

< 2|x − p| < ε (4.106)así vemos que si es
ogemos δ = ε/2 se veri�
a que
|f(x) − f(p)| < 2δ = 2ε/2 = ε , (4.107)
uando |x − p| < δ.4.6.1 Teorema de Heine CantorTeorema 4.12: Sea f : A → B, sea S ⊂ A un sub
onjunto 
ompa
to (
errado y a
otado) ysupongamos que f es 
ontinua en S

⇒ (4.108)
f es uniformemente 
ontinua en S.Ejemplo 4.12:

• f(x) = x2 en (0, 1) y [0, 1].
• f(x) = 1/x en (0, 1) (no se 
umple).4.7 Cál
ulo de límites4.7.1 Resolu
ión de indetermina
ionesHay límites en los que no es fá
il intuir el valor del límite de una fun
ión. Un ejemplo sería,

lim
x→∞

(
√

x + 2 −√
x) = lim

x→∞
(
√

x + 2) − lim
x→∞

(
√

x) = ∞−∞ (4.109)



4.7. Cál
ulo de límites 73en tal 
aso se di
e que hay una indetermina
ión. Podríamos re
al
ularlo del siguiente modo,
lim

x→∞
(
√

x + 2 −√
x) = lim

x→∞
(
√

x + 2 −√
x)(

√
x + 2 +

√
x)

(
√

x + 2 +
√

x)

= lim
x→∞

2

(
√

x + 2 +
√

x)
= 0 . (4.110)Las indetermina
iones pueden 
lasi�
arse del siguiente modo:

∞−∞,
0

0
,

∞
∞ , 0 · ∞, 1∞, 00, ∞0 (4.111)1) Indetermina
iones: 0 · ∞, 0

0 , ∞
∞(son todas equivalentes, basta ver que 0/0 → 0 · 1/0 → 0 · ∞ · · · )Se pueden intentar 
al
ular utilizando la regla de L'Hôpital que veremos en detalle en lase

ión 5.8.Si

lim
x→a

f(x) = 0 lim
x→a

g(x) = 0 , (4.112)si existe el limx→a f ′(x)/g′(x) enton
es se 
umple que,
lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
. (4.113)En el 
aso de limx→a f(x)g(x) = 0 · ∞ la rees
ribimos 
omo,

lim
x→a

f(x)g(x) =
f(x)

1
g(x)

=
0

0
. (4.114)2) Indetermina
iones: 00, ∞0, 1∞Se determinan tomando el logaritmo de f(x)g(x) y ha
iendo después el límite que será deltipo 0 · ∞, re
ordando,

lim
x→0

(1 + x)1/x = e = lim
x→±∞

(

1 +
1

x

)x

. (4.115)Ejemplo 4.13: Indetermina
ión 1∞Si
lim
x→a

f(x)g(x) = 1∞

= lim
x→a

[1 + f(x) − 1]g(x)

= lim
x→a





(

1 +
1
1

f(x)−1

) 1
f(x)−1





︸ ︷︷ ︸
=e

g(x)[f(x)−1] (4.116)Donde hemos usado,
lim
x→a





(

1 +
1
1

f(x)−1

) 1
f(x)−1





h

u= 1
f(x)−1

i

= lim
u→∞

(1 + 1/u)u = e . (4.117)



74 CAPÍTULO 4. Fun
iones de una variableLa habríamos transformado en una indetermina
ión tipo g(x)[f(x) − 1] = ∞ · 0, que podría serresoluble, pasando a tener:
lim
x→a

f(x)g(x) = 1∞ = eb con b = lim
x→a

g(x)[f(x) − 1] . (4.118)Ejemplo 4.14: Varios 
asos:(1)
lim

x→∞

(

1 +
1

x

)x2

= lim
x→∞

[(

1 +
1

x

)x]x

= lim
x→∞

ex = ∞ . (4.119)(2)
lim

x→∞

(

1 +
1

x2

)x

= lim
x→∞

[(

1 +
1

x2

)x2
] 1

x

= lim
x→∞

e
1
x = e0 = 1 . (4.120)(3)

lim
x→0

(
2 + x2x

2 + x3x

)1/x

= 1∞ = elimx→0(h(x)−1)g(x)

h(x) =
2 + x2x

2 + x3x

x→0→ 1

g(x) =
1

x

x→0→ ∞
con lo que

lim
x→0

(h(x) − 1)g(x) = lim
x→0

(
2 + x2x − 2 − x3x

2 + x3x

)
1

x
= lim

x→0

x(2x − 3x)

2 + x3x

1

x

= lim
x→0

(2x − 3x)

2 + x3x
=

1 − 1

2
= 0 (4.121)y así nuestro límite original es:

lim
x→0

(
2 + x2x

2 + x3x

)1/x

= e0 = 1 . (4.122)3) Indetermina
iones ∞−∞Un ejemplo de este tipo es limx→∞(
√

x − x).En general puede rees
ribirse 
omo,
lim
x→a

[f(x) − g(x)] = lim
x→a

f(x)

(

1 − g(x)

f(x)

)

= lim
x→a

(

1 − g(x)
f(x)

)

1
f(x)

(4.123)y tratarlas 
omo indetermina
iones tipo 0
0 (L'Hopital) o (∞ · 0).



CAPÍTULO 5

DERIVADASEn este tema vamos a estudiar el 
on
epto de derivada de una fun
ión, piedra angular del 
ál
ulodiferen
ial. Bási
amente, el 
on
epto de derivabilidad de una fun
ión en un punto requiere que lafun
ión sea �más regular� en ese punto que ser sen
illamente 
ontinua.Grosso modo si 
ontinua era una fun
ión 
uyo grafo se podía realizar sin levantar el lápiz del pa-pel, derivable será una fun
ión 
ontinua que además no tenga 
ambios brus
os de 
omportamiento.Esto puede rees
ribirse 
omo que derivables son las fun
iones que pueden aproximarse lo
almentepor líneas re
tas.Desde el punto de vista físi
o, o en general de modeliza
ión de pro
esos naturales, la derivadamide el 
ambio o la varia
ión de la fun
ión respe
to de la variable. Así si tenemos un móvil, un
o
he por ejemplo, que re
orre una 
arretera, si medimos el espa
io re
orrido en fun
ión del tiempo,podemos ver que la derivada de la fun
ión se 
orresponde 
on el 
on
epto de velo
idad instantánea.Para medir la velo
idad en la prá
ti
a tendremos que medir intervalos de tiempo y ver 
uanto hare
orrido el móvil en di
ho tiempo, así obtendremos medidas medias de la velo
idad. El 
on
eptode velo
idad instantánea surge 
uando ha
emos di
hos intervalos temporales utilizados para medirmuy pequeños, tendentes a 
ero.5.1 Derivada de una fun
ión en un puntoDe�ni
ión 5.1: Sea f(x) una fun
ión real de�nida en un intervalo abierto (a, b), sea c ∈ (a, b),llamamos derivada de f(x) en el punto c al límite siguiente:
f ′(c) = lim

x→c

f(x) − f(c)

x − c
, (5.1)

75



76 CAPÍTULO 5. Derivadassi este límite existe y es �nito se di
e que la fun
ión f(x) es derivable en el punto c y se denota,
f ′(c) ≡ df

dx
(c) . (5.2)Que f ′(c) exista quiere de
ir que:

• ∃ limx→c±
f(x)−f(c)

x−c y 
oin
iden.
• f(x) − f(c) y x − c son in�nitésimos del mismo orden 
uando x tiende a c, si f ′(c) 6= 0.
• Derivabilidad impli
a 
ontinuidad, veamos, si ∃ f ′(c) enton
es,

f ′(c) = lim
x→c

f(x) − f(c)

x − c
⇒ lim

x→c
f(x) − f(c) = lim

x→c
f ′(c)(x − c) = 0 (5.3)de donde, limx→c f(x) = f(c) que es la de�ni
ión de fun
ión 
ontinua en un punto c.

• Una de�ni
ión de derivaba equivalente es1:
f ′(c) = lim

h→0

f(c + h) − f(c)

h
. (5.4)De�ni
ión 5.2: Si f(x) es derivable para 
ualquier c ∈ (a, b) podemos 
onstruir una nueva fun
ión

f ′(c) ∀c ∈ (a, b) ⇒ f ′(x) de�nida en todos aquellos puntos en los que f es derivable. Di
ha fun
iónse denomina derivada de f(x).Esa fun
ión podríamos en prin
ipio derivarla de nuevo y 
onstruir una nueva fun
ión f ′′(x) yen general2,
f (n)(x) =

df (n−1)

dx

∣
∣
∣
∣
∣
c

n = 1, 2, · · · (5.5)5.2 Interpreta
ión geométri
a de la derivadaRe
ordemos la de�ni
ión de derivada:
f ′(c) = lim

x→c

f(x) − f(c)

x − c
, (5.6)enton
es si x está 
er
a3 de c podremos es
ribir,

f(x) ≈ y = f(c) + f ′(c)(x − c) (5.7)que no es más que la e
ua
ión de la re
ta tangente a la 
urva en el punto c. Para 
omprobar estopodemos ver 
ómo el 
o
iente que de�ne la derivada tiende a la pendiente de la 
urva en el punto
c. En la �gura 5.1 vemos di
ho ángulo. Utilizando la de�ni
ión equivalente,

f ′(x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
, (5.8)podemos observar 
omo al ha
er tender h a 
ero tiende a ser la pendiente de la tangente a la 
urvaen di
ho punto, tan α = f(x+h)−f(x)

h . Di
ho de modo formal1Basta 
onsiderar x = c + h en la de�ni
ión 5.1.2El 
aso n = 0 se de�ne 
omo, f (0)(x) = f(x).3Rigurosamente, ∀ε > 0 ∃ δ > 0 | 0 < |x − c| < δ ⇒ |f(x) − y| < ε.



5.2. Interpreta
ión geométri
a de la derivada 77
f(x)

f(x+h)

α

x x+h c x

f(c)
f(x)

recta tangente

Figura 5.1: Interpreta
ión geométri
a. La tangente del ángulo α tiende a f ′(x) a medida que htiende a 0.
∀ε > 0 ∃ δ > 0 | |x − c| < δ ⇒

∣
∣
∣
∣

f(x) − f(c)

x − c
− f ′(c)

∣
∣
∣
∣
< ε (5.9)
on lo que si existe la derivada en c podremos aproximar la fun
ión alrededor de c por su re
tatangente. Esta aproxima
ión será tanto mejor 
uanto más pequeño sea el ε que 
onsideremos, loque se 
orresponderá 
on que 
ojamos δ también 
ada vez menores.Ejemplo 5.1: ¾Existe la derivada en el origen de la fun
ión f(x) = |x|?

lim
x→0+

f(x) − f(0)

x − 0
= lim

x→0+

|x| − 0

x − 0
= 1

lim
x→0−

f(x) − f(0)

x − 0
= lim

x→0−

|x| − 0

x − 0
= −1

⇒ ∄ lim
x→0

f(x) − f(0)

x − 0
, (5.10)por lo que la fun
ión no es derivable en x = 0. Así pues no podemos aproximar la fun
ión valor absolutode x por una re
ta en un entorno del 
ero, 
omo se puede ver en la �gura 5.2, di
ha re
ta sería distinta
er
a del 
ero por la izquierda que 
er
a del 
ero por la dere
ha.

x

y

x

y

1

−1

f ’(x)
f(x)=|x|

Figura 5.2: La fun
ión f(x) = |x| (izquierda) y su derivada (dere
ha).



78 CAPÍTULO 5. Derivadas5.3 Derivadas de fun
iones elementales
• f(x) = xn, n ∈ Z

lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
= lim

h→0

(x + h)n − xn

h

= lim
h→0

xn + nxn−1h + n(n−1)
2 xn−2h2 + · · · + hn − xn

h

= lim
h→0

nxn−1h + n(n−1)
2 xn−2h2 + · · · + hn

h

= nxn−1 (5.11)lo que es válido ∀x
f(x) = xn f ′(x) = nxn−1 . (5.12)Re
ordemos el binomio de Newton,

(a + b)n =

n∑

i=0

(
n

n − i

)

an−ibi (5.13)
on (
n
m

)

=
n!

m!(n − m)!
. (5.14)

• f(x) = sin(x)

f ′(x) = lim
h→0

sin(x + h) − sin(x)

h
recordemos

sin a − sin b = 2cos[
1

2
(a + b)] sin[

1

2
(a − b)]

con lo que

= lim
h→0

2 cos
(

2x+h
2

)
sin h/2

h
= lim

h→0
cos

(
2x + h

2

)
sin(h/2)

h/2

sin(x)∼x ,x→0
= cos(x) . (5.15)Se es
ribe,

f ′(x) = cos(x)
d sin(x)

dx
= cos(x) . (5.16)

• f(x) = cos(x)

f ′(x) = lim
h→0

cos(x + h) − cos(x)

h
recordemos

cos a − cos b = −2 sin[
1

2
(a + b)] sin[

1

2
(a − b)]

con lo que

= lim
h→0

−2 sin
(

2x+h
2

)
sin h/2

h

= lim
h→0

(−) sin

(
2x + h

2

)
sin(h/2)

h/2

[sin(x)∼x ,x→0]
= − sin(x) . (5.17)



5.4. Regla de la 
adena 79Teorema 5.1: Sean f y g dos fun
iones 
ontinuas y derivables en c ∈ (a, b), enton
es,
f + g

f · g
f/g g(c) 6= 0

λf (λ ∈ R, 
te) (5.18)son también derivables en el punto c y las derivadas vienen dadas por las siguientes expresiones,
(f + g)′(c) = f ′(c) + g′(c)

(f · g)′(c) = f ′(c)g(c) + f(c)g′(c)

(f/g)′(c) =
f ′(c)g(c) − f(c)g′(c)

g(c)2

(λf)′(c) = λf ′(c) . (5.19)Demostra
ión.
• Produ
to

(f · g)′(c) = lim
x→c

f(x)g(x) − f(c)g(c)

x − c

= lim
x→c

f(x)g(x) − f(x)g(c) + f(x)g(c) − f(c)g(c)

x − c

= lim
x→c

f(x)
g(x) − g(c)

x − c
+ lim

x→c
g(c)

f(x) − f(c)

x − c

= f(c)g′(c) + f ′(c)g(c) . (5.20)Nótese que el último paso de la demostra
ión puede darse ya que sabemos tanto que f(x) y
g(x) son 
ontinuas en c 
omo que son derivables en c.

• Co
ienteAl ser una fun
ión 
ontinua tenemos que si g(c) 6= 0, ∃ B(c, r) tal que g(x) 6= 0 dentro dedi
ha bola4. En di
ha bola se 
umple,
(1/g)′(c) = lim

x→c

1/g(x) − 1/g(c)

x − c
= lim

x→c

[
1

g(x)g(c)

g(c) − g(x)

x − c

]

= − 1

g(c)2
g′(c) (5.21)Una vez probado basta 
onsiderar (f/g)′ 
omo (f · 1/g)′

c.q.d.Ejemplo 5.2: Utilizar di
has reglas para, por ejemplo, 
al
ular la derivada de f(x) = tan x.5.4 Regla de la 
adenaTeorema 5.2: Sea f una fun
ión de�nida en un intervalo abierto S y sea g una fun
ión de�nidaen f(S). Consideremos la fun
ión 
ompuesta, (ver �gura 5.3), g ◦ f de�nida en S a través dela expresión,
(g ◦ f)(x) = g(f(x)) (5.22)4Esto puede probarse sin mas que 
onsiderar un ε = g(c)/2 al apli
ar la de�ni
ión de 
ontinuidad en x = c.





5.5. Fun
ión inversa; fun
ión implí
ita. Derivadas laterales y diferen
ial 815.5 Fun
ión inversa; fun
ión implí
ita. Derivadas laterales y difer-en
ial5.5.1 Fun
ión inversa y su derivadaTeorema 5.3: Sea la fun
ión y = f(x) 
ontinua y biunívo
a en [a, b] y derivable en x0 ∈ (a, b),enton
es se puede de�nir la fun
ión inversa, f−1 tal que
x

f→ y y
f−1

→ x . (5.31)Enton
es se tiene que para 
ualquier x0 ∈ (a, b) 
on f ′(x0) 6= 0 y siendo y0 = f(x0), tendremos,
(f−1)′(y0) = 1/f ′(x0) . (5.32)Que puede es
ribirse 
omo,

dy

dx
=

1
dx
dy

. (5.33)Demostra
ión. La demostra
ión se puede ha
er de dos formas,
• A través de la de�ni
ión6:

(f−1)′(y0) = lim
y→y0

f−1(y) − f−1(y0)

y − y0
= lim

x→x0

x − x0

f(x) − f(x0)
=

1

f ′(x0)
. (5.34)

• Utilizando la regla de la 
adena
f−1(f(x)) = x (5.35)derivando

(f−1)′(f(x))f ′(x) = 1 ⇒ (f−1)′(f(x)) = 1/f ′(x) . (5.36)
c.q.d.Ejemplo 5.4: Por ejemplo podría utilizarse para obtener,7,

(arcsin(x))′ − 1 < x < 1 (5.37)sabemos que,
(arcsin( sin(x)))′ = (x)′ = 1 , (5.38)pero utilizando la regla de la 
adena,

arcsin′(sin(x)) cos(x) = 1 ⇒ arcsin′(sin(x))) =
1

cos(x)
(5.39)si ahora realizamos el 
ambio de variable,

z = sin(x) ⇒ cos(x) =
√

1 − z2 − π/2 < x < π/2 (5.40)de donde,
(arcsin(z))′ =

1√
1 − z2

. (5.41)6Al ser y 
ontinua en x0 ha
er x tender a x0 es equivalente a ha
er y tender a y0.7Nótese que en el intervalo 
onsiderado la fun
ión sin(x) es biunívo
a.
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-2 -1 0 1 2-2 0 2

-2

0

2

4

x

y=(1-x
2
)
(-1/2)

y=sin(x)

y

y=arcsin(x)

Figura 5.4: Grá�
a de la fun
ión ar
sin(x), su derivada y la fun
ión sin(x).5.5.2 Derivada de la fun
ión implí
itaSupongamos que nos dan una rela
ión del tipo, F (x, y) = 0, esto es, tendremos una rela
ión quenos liga los valores de x e y. De tal modo que si �jamos los valores de x los valores de y no serán yaarbitrarios sino que vendrán determinados por di
ho x. Así pues di
ha rela
ión se di
e que de�nede forma implí
ita la fun
ión y = f(x). En algunos 
asos la rela
ión puede de�nir varias fun
iones,por ejemplo,
x2 + y2 − a2 = 0 (5.42)es una rela
ión que de�ne de forma implí
ita las fun
iones,

y1(x) =
√

a2 − x2 y2(x) = −
√

a2 − x2 . (5.43)No siempre se puede pasar de la forma implí
ita a la forma explí
ita, por ejemplo la rela
ión:
y − 3x2 − 3 sin(y) = 0 , (5.44)no permite es
ribir y 
omo fun
ión de x, y = f(x), de forma explí
ita. Sin embargo 
ualquierfun
ión explí
ita sí que se puede es
ribir en forma implí
ita, por ejemplo,

f(x) = 4x2 − sin(x) (5.45)puede es
ribirse trivialmente 
omo,
y − 4x2 + sin(x) = 0 . (5.46)La derivada de la fun
ión implí
ita se puede obtener del siguiente modo, por ejemplo, para el 
asoanterior,

x2 + y2 − a2 = 0 (5.47)derivando toda la igualdad respe
to de x obtendremos,
2x + 2yy′ = 0 ⇒ y′ = −x/y (5.48)
on lo 
ual en general podemos obtener la derivada de la fun
ión implí
ita 
omo fun
ión de x y de

y.



5.5. Fun
ión inversa; fun
ión implí
ita. Derivadas laterales y diferen
ial 83Otro ejemplo,
y2 − 4ax = 0 (5.49)derivando tenemos

2yy′ = 4a ⇒ y′ = 2a/y = ±2a/(2
√

ax) = ±
√

a

x
. (5.50)5.5.3 Derivadas laterales e in�nitasHasta ahora hemos de�nido la derivada de una fun
ión f(x) en un punto c interior al dominio

(a, b),
f ′(c) = lim

x→c

f(x) − f(c)

x − c
finito . (5.51)Ahora ampliaremos este 
on
epto para in
luir,1) Los extremos del intervalo.2) El 
aso en el que la re
ta tangente a la 
urva sea verti
al, el límite será in�nito.De�ni
ión 5.3: Derivada Lateral. Sea f una fun
ión 
ontinua en un intervalo 
errado [a, b].Diremos que f admite derivada lateral por la dere
ha en a si,

lim
x→a+

f(x) − f(a)

x − a
≡ f ′

+(a) ∃ y es �nito . (5.52)Análogamente, diremos que f admite derivada lateral por la izquierda en b si,
lim

x→b−

f(x) − f(b)

x − b
≡ f ′

−(b) ∃ y es �nito . (5.53)De�ni
ión 5.4: Derivada in�nita. Si c ∈ (a, b) diremos que tiene derivada in�nita (⇒ la re
tatangente es verti
al):
f ′(c) = +∞ si f ′

−(c) = f ′
+(c) = +∞ (5.54)(análogamente para −∞).5.5.4 Diferen
ial de una fun
iónVeamos, si una fun
ión es derivable tenemos,

f ′(x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
(5.55)llamemos a ∆x = h, y de�namos,

∆f = f(x + ∆x) − f(x) , (5.56)
on lo que la derivada es ahora,
f ′(x) = lim

∆x→0

∆f

∆x
. (5.57)Enton
es seguro que la fun
ión ∆f/∆x se puede es
ribir 
omo, (esto lo vimos en el Teorema 4.2)

∆f

∆x
= f ′(x) + α(∆x) (5.58)
on lim∆x→0 α(∆x) = 0. Por tanto,

∆f = f ′(x)∆x + α(∆x)∆x (5.59)
on lo que hemos es
rito ∆f 
omo la suma de dos términos, uno de ellos propor
ional a ∆x y elresto de orden 
omo mínimo (∆x)2.



84 CAPÍTULO 5. DerivadasDe�ni
ión 5.5: Se de�ne el diferen
ial de una fun
ión, df , 
omo la parte del in
remento quees propor
ional a ∆x,
df = df(x,∆x) = f ′(x)∆x . (5.60)Notemos que si f(x) = x tendremos,

dx = 1∆x (5.61)que se toma 
omo de�ni
ión del diferen
ial de la variable independiente dx, por tanto,
df = f ′(x) dx . (5.62)Nota:

• Enton
es utilizando el 
on
epto de diferen
ial podemos rees
ribir la regla de la 
adena delsiguiente modo: y = f(x) y z = g(y),
g′(x) = g′(y)f ′(x) g′(x) = g′(y)

df

dx
=

dg

dy

dy

dx
. (5.63)

• Si f ′(x) = 0 enton
es df(x) = 0 lo que signi�
a que f no es sensible a 
ambios in�nitesimalesde la variable x.5.6 Análisis de la varia
ión de fun
iones5.6.1 Cre
imiento, extremos (máximo y mínimo)Teorema 5.4: Sea f 
ontinua y derivable, de�nida en el intervalo abierto (a, b), enton
es f eslo
almente monótona 
re
iente en un punto c ∈ (a, b) si,
f ′(c) > 0 . (5.64)Demostra
ión. Introdu
imos la fun
ión auxiliar, f∗(x), de�nida 
omo,

f∗(x) =

{
f(x)−f(c)

x−c si x 6= c

f ′(c) si x = c .
(5.65)

f∗(x) es 
ontinua en (a, b), enton
es al ser f∗(c) > 0 se tiene,
⇒ ∃ B(c, ε) ⊂ (a, b) | f∗(x) > 0 ∀x ∈ B(c, ε) (5.66)enton
es es fá
il ver que

si x > c ⇒ f(x) > f(c)

si x < c ⇒ f(x) < f(c) (5.67)por lo que f es monótona 
re
iente. (De igual modo se puede probar que si f ′(x) < 0 enton
es lafun
ión es monótona de
re
iente).
c.q.d.De�ni
ión 5.6: f , de�nida en I ⊂ R tiene un máximo lo
al en el punto a si,

∃ B(a, ε) ⊂ I | ∀x ∈ B(a, ε) ⇒ f(x) ≤ f(a) . (5.68)



5.7. Teoremas del valor medio para derivadas 85De�ni
ión 5.7: f , de�nida en I ⊂ R tiene un mínimo lo
al en el punto a si,
∃ B(a, ε) ⊂ I | ∀x ∈ B(a, ε) ⇒ f(x) ≥ f(a) . (5.69)Nos referiremos a extremos lo
ales de la fun
ión f(x) para englobar tanto máximos 
omomínimos lo
ales.Teorema 5.5: Sea f de�nida en (a, b), si f tiene un extremo lo
al en el punto c ∈ (a, b) y f esderivable en c (∃ f ′(c) �nita),

⇒ f ′(c) = 0 . (5.70)Demostra
ión. Con las 
ondi
iones del teorema, si f ′(c) > 0 hemos probado que sería 
re
iente 
onlo que no podremos tener un extremo en di
ho punto. Análogamente si f ′(c) < 0 la fun
ión seríalo
almente de
re
iente y no podría tener un extremo en di
ho punto. Así pues, ya que una de lashipótesis es que la derivada exista en di
ho punto no queda otra posibilidad que f ′(c) = 0.
c.q.d.

• El inverso no es 
ierto. Ejemplo, f(x) = x3, en el intervalo (−1, 1), podemos ver que f ′(0) = 0,sin embargo la fun
ión no tiene ni mínimo ni máximo lo
al en di
ho punto.En la �gura 5.5 vemos un ejemplo en el que está indi
ado explí
itamente el signo de la derivada enlas distintas regiones.
+ + +− −

y

xFigura 5.5: Derivadas positivas y negativas indi
an regiones donde la fun
ión 
re
e o de
re
erespe
tivamente.5.7 Teoremas del valor medio para derivadas5.7.1 Teorema de RolleTeorema 5.6: Sea f 
ontinua en [a, b], derivable en (a, b) y 
on f(a) = f(b)

⇒ ∃ c ∈ (a, b) | f ′(c) = 0 . (5.71)Demostra
ión. Como f es 
ontinua en [a, b] sabemos que existen M y m que son los valores máximoy mínimo de f en di
ho intervalo [a, b], ver se

ión 4.5.3. Sean c1 y c2 pertene
ientes a [a, b]
umpliendo, f(c1) = M y f(c2) = m.
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• Si el máximo y el mínimo se en
ontraran en los extremos del intervalo, enton
es, M = m =

f(a) = f(b) por lo que la fun
ión sería 
onstante en el intervalo, y enton
es f ′(c) = 0 en
ualquier c ∈ (a, b).
• Si uno o ambos, c1 y c2, pertene
en a (a, b) enton
es hemos probado que f ′ = 0 en di
hopunto.

c.q.d.Nota: Obsérvese que hemos impuesto derivabilidad en todo (a, b).

a bc d

f’(c)=0

f’(d)=0

f(a)=f(b)

Figura 5.6: Visualiza
ión del teorema de Rolle.5.7.2 Teorema del valor medio generalizado, de Cau
hyTeorema 5.7: Sean f, g 
ontinuas en [a, b] y derivables en (a, b), supongamos que ∄x ∈ (a, b)
| f ′(x), g′(x) sean in�nitas simultáneamente. Enton
es,

∃ c ∈ (a, b) | [f(b) − f(a)]g′(c) = [g(b) − g(a)]f ′(c) . (5.72)Demostra
ión. De�nimos una fun
ión h(x),
h(x) = [f(b) − f(a)]g(x) − [g(b) − g(a)]f(x) , x ∈ [a, b] , (5.73)se 
umple enton
es que h(a) = h(b), y además h(x) es 
ontinua en [a, b] y derivable en (a, b) porserlo f y g , enton
es por el teorema de Rolle, tenemos que

∃ c ∈ (a, b) | h′(c) = 0 ⇒ [f(b) − f(a)]g′(c) = [g(b) − g(a)]f ′(c) . (5.74)Nota: Con las 
ondi
iones del teorema nos aseguramos que h′(x) está de�nida en (a, b) ya queno puede haber ningún tipo de indetermina
ión ∞ − ∞, lo máximo que podría o
urrir es que
h′(x) = ∞.

c.q.d.



5.8. Reglas de L'Hopital 87Teorema del valor medio de LagrangeTeorema 5.8: Sea f 
ontinua en [a, b] y derivable en (a, b), enton
es,
∃ c ∈ (a, b) | f(b) − f(a) = f ′(c)(b − a) . (5.75)Demostra
ión. Apliquemos el teorema del valor medio generalizado a f(x) y g(x) = x. En la�gura 5.7 se observan las impli
a
iones geométri
as del teorema. c.q.d.Ejemplo 5.5: Utilizando el 
on
epto de velo
idad media el teorema por ejemplo nos di
e que si unvehí
ulo re
orre una distan
ia de 100 km en 1 hora, seguro que en algún punto c del traye
to se tieneque la velo
idad instantánea es de 100 km/h.

a b

(b,f(b))

(a,f(a))

y

a

Figura 5.7: Visualiza
ión del teorema del valor medio de Lagrange, 
on las 
ondi
iones del teoremaexisten puntos tales que su pendiente es paralela a la re
ta que une (a, f(a)) 
on (b, f(b)).5.8 Reglas de L'HopitalEn el tema anterior hemos estudiado teoremas que nos permiten obtener límites de fun
iones yopera
iones entre ellos. Vimos 
omo en algunos 
asos apare
ían indetermina
iones. Para resolveralgunas de ellas, en la prá
ti
a mu
has de ellas, 
itamos la regla de L'Hopital. En esta se

iónveremos por qué fun
iona la regla de L'Hopital y 
uales son las 
ondi
iones ne
esarias para poderapli
arla.5.8.1 Regla de L'HopitalTeorema 5.9: Sean f, g de�nidas en [a, b] 
ontinuas en [a, b] y derivables en (a, b). Supongamosque g′(x) 6= 0 ∀x ∈ (a, b).Si f(a) = g(a) = 0 (lo que impli
a que f y g son in�nitésimo en a, ya que son 
ontinuas, osea, que limx→a+ f(x) = limx→a+ g(x) = f(a) = g(a) = 0), enton
es,
si ∃ lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
⇒ lim

x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
. (5.76)
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ión. Estaríamos en las 
ondi
iones del teorema 5.7, 
onsideremos un x ∈ (a, b) y aplique-mos el teorema al intervalo [a, x],
∃ ξ ∈ (a, x) | f(x) − f(a)

g(x) − g(a)
=

f ′(ξ)
g′(ξ)

(5.77)
omo f(a) = g(a) = 0 nos queda sen
illamente,
f(x)

g(x)
=

f ′(ξ)
g′(ξ)

. (5.78)Si ahora tomamos el límite 
uando x → a ⇒ ξ → a, ya que a < ξ < x, por lo que tendremos,
lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

ξ→a

f ′(ξ)
g′(ξ)

= lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
. (5.79)

c.q.d.Nota:1) La regla también se puede utilizar 
uando
lim

x→∞
f(x) = 0 y lim

x→∞
g(x) = 0 
on g′(x) 6= 0 ∀ x > M (5.80)basta ha
er el 
ambio de variable, t = 1

x . Re
ordemos,
lim

x→+∞
f(x) = a ⇔ ∀ε > 0 ∃ M > 0 | |f(x) − a| < ε siempre que x > M . (5.81)Demostra
ión. Sea F (t) = f(1/t) y G(t) = g(1/t), enton
es si t = 1/x tendremos que

F (t)/G(t) = f(x)/g(x). Si nuestro límite es en x → +∞ enton
es t → 0+. Consideremos,
F ′(t) =

−1

t2
f ′(1/t) G′(t) =

−1

t2
g′(1/t) (5.82)
on lo que G′(t) 6= 0 si 0 < t < 1/M . Si x = 1/t es x > M enton
es se tiene que

F ′(t)
G′(t)

=
f ′(x)

g′(x)
(5.83)ya que el fa
tor −1/t2 se simpli�
a, 
on lo que si

lim
x→+∞

f ′(x)/g′(x) = L ⇒ lim
t→0+

F ′(t)/G′(t) = L

L′Hopital
= lim

t→0+
F (t)/G(t) = lim

x→+∞
f(x)/g(x) . (5.84)

c.q.d.2) Si f(a) = g(a) = 0 y f ′(a) = g′(a) = 0 y las fun
iones f ′ y g′ satisfa
en las hipótesis enton
estendríamos,
lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→a

f ′′(x)

g′′(x)
= . . . (5.85)y se podría generalizar a la derivada n-ésima siempre que se 
umplan las hipótesis.
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lim
x→0

ex − e−x − 2x

x − sin(x)
=

0

0derivamos una vez lim
x→0

ex + e−x − 2

1 − cos(x)
=

0

0derivamos dos ve
es lim
x→0

ex − e−x

sin(x)
=

0

0derivamos tres ve
es lim
x→0

ex + e−x

cos(x)
= 2 (5.86)por lo que la regla de L'Hopital asegura que,

lim
x→0

ex − e−x − 2x

x − sin(x)
= lim

x→0

ex + e−x

cos(x)
= 2 . (5.87)3) La regla también puede apli
arse in
luso si las fun
iones f y g no estuvieran de�nidas en a,siempre que se 
umpla que limx→a f(x) = 0 = limx→a g(x).4) La regla puede extenderse a los 
asos:(i) limx→a f(x) = ∞ y limx→a g(x) = ∞.(ii) limx→∞ f(x) = ∞ y limx→∞ g(x) = ∞.(iii) En ambos 
asos se tiene que si

∃ lim
x→...

f ′(x)

g′(x)
⇒ lim

x→...

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→...

f(x)

g(x)
. (5.88)5) La regla no puede apli
arse si no se tiene una indetermina
ión. Por ejemplo,

lim
x→2

x2 + 3

6 + 2x
=

7

10
6= lim

x→2

2x

2
= 2 . (5.89)Ejemplo 5.7: Un 
aso en el que queda patente que la no existen
ia del límite del 
o
iente de lasderivadas no impli
a la no existen
ia del limite del 
o
iente de las fun
iones es el siguiente:

lim
x→∞

x + cos(x)

x
(5.90)este límite es fá
il de 
al
ular8 y es 1. Sin embargo el límite de las derivadas,

lim
x→∞

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→∞
1 − sin(x)

1
= 1 − lim

x→∞
sin(x) (5.92)que no existe, es os
ilante.8Veamos,

lim
x→∞

x + cos(x)

x
= lim

x→∞

»

1 +
cos(x)

x

–

= 1 + lim
x→∞

cos(x)
1

x
= 1 (5.91)ya que limx→∞ cos(x) 1

x
es el límite de un in�nitésimo, 1/x, por una fun
ión a
otada, cos(x).



90 CAPÍTULO 5. Derivadas5.9 Fórmula de TaylorEn esta se

ión presentaremos una de las propiedades más importantes de las fun
iones derivables
n ve
es: la posibilidad de aproximar 
ualquier fun
ión en un entorno por un polinomio de grado n.El grado del polinomio está rela
ionado 
on el número de ve
es que la fun
ión es derivable.Re
ordemos la interpreta
ión geométri
a de la derivada, si f(x) es derivable en un punto a desu dominio, podemos aproximar la fun
ión en ese punto por la re
ta tangente a la 
urva en esepunto, 
uya e
ua
ión es:

Recta tangente (x) = f(a) + f ′(a)(x − a) . (5.93)Ahora bien, 
abe preguntarse si somos 
apa
es de 
onstruir aproxima
iones polinómi
as de la 
urvaoriginal tales que no sólo tengan la misma tangente en un punto sino también otras derivadas deorden superior. Cuantas más derivadas 
oin
idan mejor será la aproxima
ión.La idea es en
ontrar una 
ombina
ión lineal de fun
iones del tipo (x − a)n tales que
f(x) ≈

∑

n

cn(x − a)n . (5.94)Para en
ontrar di
ha 
ombina
ión lineal tenemos que ser 
apa
es de en
ontrar los cn y además poderprobar que se trata de una aproxima
ión, de tal modo que la diferen
ia entre nuestra 
ombina
iónlineal y la fun
ión sea pequeña.5.9.1 Fórmula de TaylorDe�ni
ión 5.8: Si f es una fun
ión real diferen
iable en (a, b) y x0 ∈ (a, b), diremos que la fun
iónpolinómi
a Pn(x) es una aproxima
ión lo
al de grado n de f en un entorno de x0 si se veri�
a,
lim

x→x0

f(x) − Pn(x)

(x − x0)n
= 0 (5.95)es de
ir, la diferen
ia f(x)−Pn(x) es un in�nitésimo de orden superior a (x− x0)

n en el punto x0.Ejemplo 5.8: El polinomio de segundo grado, P2(x) = 1+ x + x2/2 es una aproxima
ión de segundoorden de la fun
ión f(x) = ex en el origen (ver �gura 5.8), ya que,
lim
x→0

ex − (1 + x + x2/2)

x2

L′Hopital
= lim

x→0

ex − (1 + x)

2x

L′Hopital
=

ex − 1

2
= 0 . (5.96)De�ni
ión 5.9: Fun
iones de 
lase Cn son fun
iones derivables n ve
es en un intervalo (a, b) y
on todas las derivadas 
ontinuas en el intervalo (a, b), se es
ribe

f ∈ Cn((a, b)) . (5.97)De�ni
ión 5.10: Si f es una fun
ión real derivable n ve
es en (a, b) y x0 ∈ (a, b) se denominapolinomio o desarrollo de Taylor de f en x0 al polinomio Tn(f, x0),
Tn(f ;x0)(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) +

1

2!
f ′′(x0)(x − x0)

2 + · · · + f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n . (5.98)Se 
umple que,
T ′

n(f, x0)(x0) = f ′(x0)

T ′′
n (f, x0)(x0) = f ′′(x0)

. . .

T (m)
n (f, x0)(x0) = f (m)(x0) ∀m ≤ n . (5.99)
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Figura 5.8: Aproxima
iones lo
ales de la fun
ión ar
otangente en el punto x0 = 1; T0(x) = π/4,
T1(x) = T0(x) + x−1

2 , T2(x) = T1(x) − (x−1)2

4 y T3(x) = T2(x) + (x−1)3

12 .Teorema 5.10: Si f es una fun
ión derivable n ve
es en (a, b), 
on todas sus derivadas 
ontinuas,y 
onsideramos un punto x0 ∈ (a, b), el polinomio de Taylor de orden n, Tn(f ;x0)(x), es unaaproxima
ión lo
al de grado n de f en x0.Demostra
ión. Veamos,
lim

x→x0

f(x) − Tn(x)

(x − x0)n
=

0

0
, (5.100)si estudiamos el límite de las derivadas k−ésimas, vemos que todas tienen indetermina
ión 0/0ex
epto la n−ésima, para la que,

lim
x→x0

f (n)(x) − f (n)(x0)

n!
= 0 , (5.101)
on lo que la regla de L'Hopital nos asegura que,

lim
x→x0

f(x) − Tn(x)

(x − x0)n
= lim

x→x0

f (n)(x) − f (n)(x0)

n!
= 0 . (5.102)

c.q.d.Así hemos probado que el polinomio de Taylor de grado n es una aproxima
ión lo
al de grado
n en el punto x0. A la fun
ión Rn(x) = f(x) − Tn(x) se la denomina resto y es el error en laaproxima
ión de f(x) por el polinomio Tn(x) en el punto x.5.9.2 Teorema de TaylorTeorema 5.11: Si f es una fun
ión de 
lase Cn+1 en un intervalo (a, b) ⊂ R y x0 es un punto delintervalo enton
es, para 
ada x ∈ (a, b) existe ξ ∈ (a, b) tal que,

f(x) − Tn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)

n+1

︸ ︷︷ ︸Residuo de orden n de f en x0 
on ξ = x0 + (x − x0)θ 0 < θ < 1 (5.103)



92 CAPÍTULO 5. Derivadasdonde Tn(x) ≡ Tn(f ;x0)(x).Nota: La forma de es
ribir ξ es una forma sintéti
a de es
ribir que ξ 
umple x < ξ < x0 o
x0 < ξ < x.Demostra
ión. Dado el punto x0 ∈ (a, b) suponemos �jo el punto x, 
onsideremos que 
umplen
a < x0 < x < b. De�nimos la fun
ión de la variable t,

φ(t) = f(x) −
[

f(t) + f ′(t)(x − t) +
1

2!
f ′′(t)(x − t)2

+ . . . +
f (n)(t)

n!
(x − t)n

]

, t ∈ [x0, x] (5.104)que 
umple,
φ(x) = 0 , φ(x0) = f(x) − Tn(x) . (5.105)Cal
ulemos la derivada,

φ′(t) = −
[

f ′(t) + (−1)f ′(t) + f ′′(t)(x − t) +
f ′′(t)

2!
2(x − t)(−1)

+ · · · + f (n+1)(t)

n!
(x − t)n

]

, (5.106)se puede observar que al derivar, 
ada término genera dos términos. Uno de ellos 
an
ela al anterior.Finalmente sólo nos queda un término,
φ′(t) = −f (n+1)(t)

n!
(x − t)n , t ∈ [x0, x] . (5.107)Consideremos ahora la fun
ión g(t) de�nida en [x0, x], 
ontinua en [x0, x] y derivable en (x0, x)

g(t) = (x − t)n+1 ⇒
{

g(x) = 0
g(x0) = (x − x0)

n+1 (5.108)así pues podemos apli
ar el teorema del valor medio de Cau
hy (ver la se

ión 5.7) que nos aseguraque
∃ ξ ∈ (x0, x) | φ(x) − φ(x0)

g(x) − g(x0)
=

φ′(ξ)
g′(ξ)

(5.109)
on lo que si sustituimos los valores que sabemos, φ(x) = 0, φ(x0) = f(x) − Tn(x) ≡ Rn(x),
g(x) = 0, g(x0) = (x − x0)

n+1,
f(x) − Tn(x)

(x − x0)n+1
=

φ′(ξ)
g′(ξ)

=
− f(n+1)(ξ)

n! (x − ξ)n

−(n + 1)(x − ξ)n
=

f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(5.110)de donde �nalmente,

f(x) − Tn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)

n+1 . (5.111)Si el punto x estuviera a la izquierda de x0 podríamos ha
er una deriva
ión análoga, 
on lo que�nalmente podremos es
ribir la fórmula de Taylor 
on resto:
f(x) = Tn(x) +

f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)

n+1 , ξ = x0 + θ(x − x0) con 0 < θ < 1 . (5.112)
c.q.d.
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Figura 5.9: Desarrollos de Taylor de las fun
iones exp(x), y ln(1 + x) alrededor del punto x0 = 0.Nota: Hay dos 
asos parti
ulares que re
iben espe
ial aten
ión:De�ni
ión 5.11: Si el punto x0 es el origen tenemos la fórmula de Ma
laurin,
f(x) = f(0) + f ′(0)x +

f ′′(0)
2!

x2 + · · · + f (n)(0)

n!
xn +

f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
xn+1 (5.113)
on ξ = θx y 0 < θ < 1.De�ni
ión 5.12: (Fórmula de Taylor en nota
ión in
remental) Si es
ribimos el punto en el que
al
ulamos la fun
ión 
omo x = x0 + h tendremos,

f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) + h2 f ′′(x0)

2!
+ · · · + hn f (n)(x0)

n!
+

f (n+1)(x0 + θh)

(n + 1)!
hn+1 (5.114)
on 0 < θ < 1.5.9.3 Ejemplos de uso

• f(x) = exLa fun
ión es inde�nidamente derivable en R, veamos, f(x) = ex, f ′(x) = ex, . . . , f (n)(x) =
ex, de donde f(0) = f ′(0) = · · · = f (n)(0) = 1, de donde la fórmula de Ma
laurin será,

ex = 1 + x +
x2

2
+ · · · + 1

n!
xn + eξ 1

(n + 1)!
xn+1 (5.115)
on ξ = θx , 0 < θ < 1. En la �gura 5.9 
omparamos la fun
ión exponene
ial 
on algunos desus polinomios de Taylor.Ejemplo 5.9: Bus
a el valor del número e 
on un error menor que 10−3 utilizando la fórmulade Ma
laurin de la fun
ión exponen
ial.

ex = 1 + x + x2/2 + · · · + x(n+1) eξ

(n + 1)!
︸ ︷︷ ︸Residuo ξ < 1 . (5.116)



94 CAPÍTULO 5. DerivadasEn este 
aso nos piden que aproximemos el valor de ex en el punto x = 1, e1 = e. Para esopodemos a
otar el residuo del siguiente modo. Sabemos que
ξ < 1 ⇒ eξ < e ⇒ eξ < 3 , (5.117)
on lo que podemos asegurar que,

Rn = eξ 1

(n + 1)!
<

3

(n + 1)!
< 0.001 . (5.118)Basta 
oger n = 6 ( ya que 3/7! = 0.000595 < 0.001 ) y enton
es tenemos,

e1 ≈ 1 + 1 + 1/2! + 1/3! + 1/4! + 1/5! + 1/6! = 2.71805 (e = 2.7182818 . . . ) . (5.119)
• f(x) = sin(x)También es in�nitamente derivable en R, f(x) = sin(x), f ′(x) = cos(x) = sin(x + π/2),

f ′′(x) = − sin(x) = sin(x + π), · · · , f (n)(x) = sin(x + nπ/2), por lo que es 
laro que
f (n)(0) = 0 si n par (5.120)y tenemos n = 1, . . . ,

sin(x) = x − x3 1

3!
+ · · · + (−1)n−1

(2n − 1)!
x2n−1 +

sin(θx + (2n + 1)π/2)

(2n + 1)!
x2n+1 (5.121)
on 0 < θ < 1.Ejemplo 5.10: En
uentra el valor del sin 35o 
on un error menor de 0.001. Podemos a
otarel resto del siguiente modo, el ángulo 35 grados se 
orresponde 
on 0.61086524 radianes, que esmenor que 1. El resto será enton
es,

∣
∣
∣
∣

sin(θx + (2n + 1)π/2)

(2n + 1)!
x2n+1

∣
∣
∣
∣
<

∣
∣
∣
∣

1

(2n + 1)!

∣
∣
∣
∣

(5.122)si queremos que el error sea menor que 0.001 bastará,
∣
∣
∣
∣

1

(2n + 1)!

∣
∣
∣
∣
≤ 0.001 (5.123)vamos probando y 1/7! = 0.0001984127, 
on lo que basta 
oger n = 3 (polinomio de orden

2n − 1 = 5) tendríamos enton
es el polinomio,
T5(x) = x − x3 1

3!
+ x5 1

5!
, T5(0.61086524) = 0.5735827 (5.124)que podemos 
omparar 
on su valor real sin 35o = 0.57357644. En la �gura 5.10 se muestran lafun
ión sin(x) junto a algunos de sus polinomios de Taylor en torno a x0 = 0.

• f(x) = cos(x)Tenemos
cos(x) = 1 − x2 1

2!
+ · · · + (−1)n−1

(2n − 2)!
x2n−2 +

cos(θx + nπ)

(2n)!
x2n (5.125)
on n = 1, . . . , y 0 < θ < 1. Ver �gura 5.10.



5.9. Fórmula de Taylor 95
• f(x) = ln(1 + x) (x > −1)Es inde�nidamente derivable en un entorno del 0, las derivadas son,

f (k) = ( ln(1 + x))(k) =
(−1)k−1(k − 1)!

(1 + x)k
(5.126)por lo que la fórmula de Ma
laurin 
orrespondiente es,

ln(1 + x) = x − 1

2
x2 + · · · + (−1)n+1

n
xn +

(−1)n

(n + 1)(1 + θx)n+1
xn+1 . (5.127)

• Otra apli
a
ión: f(x) = arctan(x)Veamos su primera derivada. Utili
emos la derivada de la fun
ión inversa (ver la se

ión 5.5.1),en el intervalo −π/2 < x < π/2 la fun
ión es biunívo
a, tenemos enton
es,
(arctan(tan x))′ = (x)′ = 1 = (arctan)′(tan x) tan′(x) = (arctan)′(tan x)

1

cos2 x
(5.128)
on lo que si de�nimos una variable, z = tan x, tenemos,

(arctan)′(z) = cos2 x =
cos2 x

cos2 x + sin2 x
=

1

1 + z2
(5.129)la segunda derivada,

f ′′(x) =

(
1

1 + x2

)′
=

−2x

(1 + x2)2
. (5.130)Se puede ver que el desarrollo queda,

T (x) =

n∑

n=1

(−1)(n+1)

2n − 1
x2n−1 . (5.131)Así por ejemplo tendríamos una bonita fórmula:

arctan(1) =
π

4
= 1 − 1

3
+

1

5
− 1

7
. . . (5.132)que, sin entrar en detalles sobre 
onvergen
ia, es una serie que 
onverge, lentamente, a π/4.5.9.4 Enla
es externosPuedes ver algunas de las series en: (en inglés)http://mathworld.wolfram.
om/Ma
laurinSeries.htmlhttp://mathworld.wolfram.
om/TaylorSeries.htmlUtilizando el programa de 
ál
ulo simbóli
o Mathemati
a se pueden obtener series de Taylorutilizando el 
omando Series, aquí por ejemplo para el desarrollo de Taylor del Sin[x] alrededor delpunto x = 2.5 de ter
er orden,Series[Sin[x℄,{x,2.5,3}℄Un ejemplo usando este programa lo puedes ver en la �gura 5.11.
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Figura 5.10: Desarrollos de Taylor de las fun
iones sin(x), y cos(x) alrededor del punto x0 = 0.5.9.5 Extremos lo
alesComo vimos en la se

ión 5.6.1 una 
ondi
ión ne
esaria para que la fun
ión f derivable en (a, b)tenga un extremo lo
al en un punto x0 ∈ (a, b) es que
f ′(x0) = 0 . (5.133)Ahora estable
eremos una 
ondi
ión su�
iente y además veremos si podemos pre
isar la naturalezadel extremo.Teorema 5.12: Sea f ∈ Cn(a, b) y que en x0 ∈ (a, b) veri�
a,

{
f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0

f (n)(x0) 6= 0
(5.134)enton
es podemos a�rmar que:1) Si n es par y

{
f (n)(x0) > 0 ⇒ f tiene un m��nimo lo
al en x0 .

f (n)(x0) < 0 ⇒ f tiene un máximo lo
al en x0 .
(5.135)2) Si n es impar enton
es f tiene un punto de in�exión en x0.Demostra
ión. Con las 
ondi
iones del enun
iado la fun
ión f 
umple las hipótesis del teorema deTaylor, ver se

ión 5.9.2, por tanto en un entorno de x0 , x ∈ B(x0, ε) tenemos,

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) +
f (2)(x0)

2
(x − x0)

2 + · · ·
︸ ︷︷ ︸

=0 por hipótesis

+
f (n)(ξ)

n!
(x − x0)

n (5.136)
on ξ = x0+(x−x0)θ, 0 < θ < 1. Así que basta estudiar el 
omportamiento del residuo Rn−1(x, ξ),veamos,
f(x) − f(x0) =

f (n)(ξ)

n!
(x − x0)

n (5.137)el signo de f(x) − f(x0) dependerá del signo del residuo, que además dependerá de n, veamos,seguro que ∃ B(x0, ε) en la que,
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Grafica del Coseno de x junto con su desarrollo de Maclaurin de orden 4.

Plot@Evaluate@8Cos@xD, Normal@Series@Cos@xD, 8x, 0, 4<DD<D, 8x, -2 Π, 2 Π<D;
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Grafica del Coseno de x junto con su desarrollo de Taylor de orden 4 centrado en x=1.3

In[1]:= Plot@Evaluate@8Cos@xD, Normal@Series@Cos@xD, 8x, 1.3, 4<DD<D,
8x, -2 Π, 2 Π<D;
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Figura 5.11: Ejemplos utilizando el programa Mathemati
a. Arriba, polinomio de Taylor de grado4 alrededor de x = 0. Abajo, polinomio de Taylor de grado 4 alrededor del punto x = 1.3.(i) Si n es par, (x − x0)
n > 0 y f (n)(x0) > 0 enton
es9,

∀x ∈ B(x0, ε) | Rn−1(x, ξ) > 0 ⇒ f(x) − f(x0) > 0 (5.138)por lo que x0 tendrá un mínimo lo
al en x0.(ii) Si n es par, (x − x0)
n > 0 y f (n)(x0) < 0 enton
es,

∀x ∈ B(x0, ε) | Rn−1(x, ξ) < 0 ⇒ f(x) − f(x0) < 0 (5.139)por lo que x0 tendrá un máximo lo
al en x0.(iii) Si n es impar enton
es el signo de (x−x0)
n 
ambia si tenemos x > x0 o x < x0 por lo que nohabría ni máximo ni mínimo, tendríamos un punto de in�exión: f(x) 
re
e si f (n)(x0) > 0 yde
re
e si f (n)(x0) < 0.

c.q.d.Ejemplo 5.11:9Obsérvese que la 
ontinuidad de f (n) nos garantiza que si f (n)(x0) 6= 0, enton
es ∃ B(x0, r) tal que si x ∈ B(x0, r)enton
es f (n)(x) tiene el mismo signo que f (n)(x0). Al ha
er Taylor para di
ho x tendremos que ξ ∈ B(x0, r) ytambién se 
umple que f (n)(ξ) tiene el mismo signo que f (n)(x0). Es por eso que basta estudiar el signo de f (n)(x0).



98 CAPÍTULO 5. Derivadas1.- f(x) = sin(x4) en x0 = 0veamos las derivadas,
f ′(x) = 4x3 cos(x4)

f ′′(x) = 12x2 cos(x4) − (4x3)2 sin(x4)

f ′′′(x) = 24x cos(x4) − 64x9 cos(x4) − 144x5 sin(x4)

f (IV )(x) = 24 cos(x4) − 1152x8 cos(x4) − 816x5 sin(x4) + 256x12 sin(x4)Observamos que todas son nulas, siendo la primera no nula la 
uarta derivada, f ′(0) = 0, f ′′(0) =
0, f ′′′(0) = 0, f iv(0) = 24 > 0 
omo además n es par, n = 4, tenemos que f(x) tiene un mínimolo
al en el origen2.- f(x) = x3 en x0 = 0Tenemos, f ′(x) = 3x2, f ′′(x) = 6x, f ′′′(x) = 6, ahora la primera derivada no nula es la ter
era,
n es pues impar luego tenemos un punto de in�exión.



CAPÍTULO 6

INTEGRACIÓN6.1 Integral inde�nidaEn el tema anterior tras de�nir el 
on
epto de derivada de una fun
ión en un punto vimos quebajo 
iertas 
ir
unstan
ias se podía de�nir una fun
ión a la que llamábamos derivada. Así pues,dada una fun
ión f(x) bus
ábamos obtener su derivada, f ′(x). Vimos que este pro
eso es fá
il dedes
ribir en forma de algoritmo y en mu
hos 
asos era sen
illa de en
ontrar, utilizando las reglas yteoremas del tema anterior, por ejemplo, la regla de la 
adena.Ahora 
onsideraremos el problema inverso,De�ni
ión 6.1: Dada una fun
ión f(x) veremos si podemos en
ontrar una fun
ión F (x) tal que
umpla que F ′(x) = f(x). A esta fun
ión F (x) se la denomina primitiva de la fun
ión f(x).Ejemplo 6.1: En
ontrar una fun
ión primitiva de la fun
ión f(x) = x. Vista la de�ni
ión podemos verque F (x) = x2/2 es primitiva ya que ∀x ∈ R tenemos que F ′(x) = x = f(x). Pero al mismo tiempopodemos 
omprobar que no es úni
a, así una fun
ión G(x) = F (x) + C 
on C 
onstante, también
umple que G′(x) = f(x).Teorema 6.1: Si F1(x) y F2(x) son dos fun
iones primitivas de f(x) en el intervalo [a, b] enton
essu diferen
ia es una 
onstante.Demostra
ión. Tenemos, F ′
1(x) = f(x) y F ′

2(x) = f(x) ∀x ∈ [a, b], enton
es, si
φ(x) = F1(x) − F2(x) ⇒ φ′(x) = F ′

1(x) − F ′
2(x) = f(x) − f(x) = 0 (6.1)lo que impli
a que,

φ′(x) = 0 ∀x ∈ [a, b] ⇒ φ(x) = C . (6.2)
c.q.d.

99



100 CAPÍTULO 6. Integra
iónDe�ni
ión 6.2: Si F (x) es una fun
ión primitiva de f(x) enton
es la expresión F (x) + C 
on C
onstante se denomina integral inde�nida de f(x) y se denota,
∫

f(x) dx = F (x) + C . (6.3)Teorema 6.2: Toda fun
ión f(x) 
ontinua en [a, b] tiene una fun
ión primitiva y por tanto tieneintegral inde�nida.(no lo demostramos)Corolario 6.3: De la de�ni
ión 6.1 junto 
on la de�ni
ión 5.5 tenemos,1.) (∫ f(x) dx
)′

= (F (x) + C)′ = F ′(x) = f(x).2.) d
(∫

f(x) dx
)

= F ′(x) dx, de donde dF (x) = f(x) dx.3.) ∫ f(x) dx
︸ ︷︷ ︸

= dF (x)

= F (x) + C, de donde ∫ dF (x) = F (x) + C.6.1.1 Algunas integrales inde�nidasAntes de estudiar los métodos de integra
ión daremos una tabla de integrales elementales. Com-probar que estas fórmulas son 
orre
tas es sen
illo, basta derivar el segundo miembro y ver que
oin
ide 
on el integrando del primero.
∫

uα du =
uα+1

α + 1
+ C (α 6= −1) , (6.4)

∫
1

u
du = ln|u| + C , (6.5)

∫

sin(u) du = − cos(u) + C , (6.6)
∫

cos(u) du = sin(u) + C , (6.7)
∫

1

cos2(u)
du = tan(u) + C , (6.8)

∫
1

sin2(u)
du = −cotan(u) + C , (6.9)

∫

eu du = eu + C , (6.10)
∫

au du =
au

ln(a)
+ C , (6.11)

∫
1√

1 − u2
du = arcsin (u) + C , (6.12)

∫
1

1 + u2
du = arctan (u) + C , (6.13)

∫
1

a2 − u2
du =

1

2a
ln

(∣
∣
∣
∣

a + u

a − u

∣
∣
∣
∣

)

+ C . (6.14)



6.2. Métodos de Integra
ión 1016.1.2 Propiedades de la integral inde�nidaPara 
ualquier a 6= 0 , b, λ ∈ R, se tiene,1.) ∫ [f1(x) + f2(x)] dx =
∫

f1(x) dx +
∫

f2(x) dx.2.) ∫ λf(x) dx = λ
∫

f(x) dx.3.) ∫ f(ax) dx = 1
aF (ax) + C.4.) ∫ f(x + b) dx = F (x + b) + C.utilizando (3. y 4.) tenemos, ∫ f(ax + b) dx = 1

aF (ax + b) + C.
6.2 Métodos de Integra
ión6.2.1 Cambio de variable o substitu
iónSi tenemos la integral de f(x),

∫

f(x) dx , (6.15)podemos realizar un 
ambio de variable,
x = ϕ(t) dx = ϕ′(t) dt , (6.16)donde ϕ(t) es una fun
ión 
ontinua, derivable y 
on inversa. Enton
es tendremos,

∫

f(x) dx =

∫

f [ϕ(t)] ϕ′(t) dt . (6.17)Para probar esto basta derivar ambos términos respe
to de x,
d

dx

(∫

f(x) dx

)

= f(x) , (6.18)la derivada del segundo término es,
d

dx

(∫

f [ϕ(t)] ϕ′(t) dt

)
Regla de la cadena

=
d

dt

(∫

f [ϕ(t)] ϕ′(t) dt

)
dt

dx
(6.19)

= f [ϕ(t)] ϕ′(t)
dt

dx
= f [ϕ(t)] = f(x)donde hemos usado la derivada de la fun
ión inversa,

dt

dx
=

dϕ−1(x)

dx
=

1

ϕ′(x)
. (6.20)Ejemplo 6.2:

∫
ex

√
1 − e2x

dx =

[
t = ex

dt = ex dx

]

=

∫
1√

1 − t2
dt = arcsin(t) + C = arcsin(ex) + C . (6.21)



102 CAPÍTULO 6. Integra
iónEjemplo 6.3:
∫

x

1 + x2
dx =

[
t = 1 + x2

dt = 2x dx

]

=
1

2

∫
1

t
dt =

1

2
ln(|t|) + C =

1

2
ln(1 + x2) + C . (6.22)Ejemplo 6.4:

∫
x2

√
x3 + 1

dx =

[
t = x3 + 1
dt = 3x2 dx

]

= (6.23)
=

1

3

∫
1√
t

dt =
2

3

√
t + C =

2

3

√

x3 + 1 + C . (6.24)Ejemplo 6.5:
∫

1

3x − 7
dx =

[
t = 3x − 7
dt = 3 dx

]

=
1

3

∫
1

t
dt =

1

3
ln|t| + C

=
1

3
ln|3x − 7| + C . (6.25)Ejemplo 6.6: Cal
ular1,
∫

x3

(x2 + 1)3
dx (6.26)utilizando los 
ambios:

• (a) x2 + 1 = u

∫
x3

(x2 + 1)3
dx =

[
u = x2 + 1
du = 2x dx

]

=
1

2

∫
u − 1

u3
du

= − 1

2u
+

1

4u2
=

−2u + 1

4u2
= − 1 + 2x2

4(1 + x2)2
+ C (6.27)

• (b) x = tan(θ)

∫
x3

(x2 + 1)3
dx =

[

x = tan(θ)
dx = 1

cos2(θ)
dθ

]

=

∫

sin3(θ) cos(θ) dθ

=
sin4(θ)

4
+ C =

sin4(arctan(x))

4
+ C (6.28)¾Coin
iden ambas primitivas (6.27) y (6.28) ?6.2.2 Integra
ión por partesConsideremos dos fun
iones u = u(x) y v = v(x), utilizando la fórmula para la derivada delprodu
to, ver Eq. (5.20),

(uv)′ = u′v + uv′ (6.29)de donde integrando ambos miembros tendremos,
∫

(uv)′ dx =

∫

u′v dx +

∫

uv′ dx (6.30)1Tomado del libro de G. H. Hardy, Ex, XLIX
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ión 103
on lo que,
∫

uv′ dx = uv −
∫

vu′ dx . (6.31)Re
ordando la de�ni
ión de diferen
ial, df(x) = f ′(x) dx,
∫

u dv = uv −
∫

v du , (6.32)que se denomina fórmula de integra
ión por partes.Es útil por ejemplo apli
ada a estos 
asos,
∫

P (x)ex dx ,
∫

P (x) sin(x) dx ,
∫

P (x) cos(x) dx ,
∫

P (x) lnx dx ,donde P (x) es un polinomio de 
ualquier grado.Ejemplo 6.7:
∫

x2ex dx =

[
u = x2 → du = 2x dx
dv = ex dx → v = ex

]

= x2ex − 2

∫

xex dx

=

[
u = x → du = dx
dv = ex dx → v = ex

]

= x2ex − 2

[

xex −
∫

ex dx

]

= x2ex − 2xex + 2ex + C = ex(x2 − 2x + 2) + C . (6.33)Ejemplo 6.8:
∫

arcsin x dx =

[

u = arcsin x → du = dx√
1−x2

dv = dx → v = x

]

= x arcsin x −
∫

x√
1 − x2

dx

=

[
t = 1 − x2

dt = −2x dx

]

= x arcsin x −
∫

1

2

dt√
t

= x arcsin x +
√

t + C

= x arcsin x +
√

1 − x2 + C . (6.34)Ejemplo 6.9:
∫

ln(x +
√

1 + x2) dx =

[
u = ln(x +

√
1 + x2)

dv = dx

]

→
[

du =
1+ x√

1+x2

x+
√

1+x2
dx = 1√

1+x2
dx

v = x

]

= x ln(x +
√

1 + x2) −
∫

x√
1 + x2

= x ln(x +
√

1 + x2) −
√

1 + x2 + C . (6.35)



104 CAPÍTULO 6. Integra
iónEjemplo 6.10:
∫

x sin(x) dx =

[
u = x → du = dx

dv = sin(x) dx → v = − cos(x)

]

= −x cos(x) −
∫

(− cos(x)) dx = −x cos(x) + sin(x) + C . (6.36)6.2.3 Integrales ra
ionalesEstudiaremos integrales del tipo,
∫

P (x)

Q(x)
dx (6.37)
on P (x) y Q(x) polinomios y el grado de P (x) menor que el grado de Q(x). Veamos distintos
asos,

• I1 =
∫

1
ax2+bx+c

dx .transformemos el denominador en suma o diferen
ia de 
uadrados,
a(x2 +

b

a
x +

c

a
) = a

[

x2 + 2
b

2a
x +

(
b

2a

)2

+
c

a
−
(

b

2a

)2
] (6.38)

= a

[(

x +
b

2a

)2

+

(
c

a
− b2

4a2

)]

= a

[(

x +
b

2a

)2

± k2

]donde
±k2 =

c

a
− b2

4a2
=

1

4a2
(4ac − b2) . (6.39)Estudiemos las raí
es de Q(x),

Q(x) = ax2 + bx + c = 0 → x =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a

{
si b2 − 4ac > 0 → ráıces reales

si b2 − 4ac < 0 → ráıces complejas
.(6.40)La integral será enton
es,

∫
1

ax2 + bx + c
dx =

1

a

∫
1

[(x + b/2a)2 ± k2]
dx =

1

a

∫
1

t2 ± k2
dt (6.41)donde en el último paso hemos he
ho el 
ambio de variable,

t = x +
b

2a
dx = dt (6.42)de donde, según el signo tendremos,







+k2 → 1
akarctan(t/k) + C = 1

akarctan(x+b/2a
k ) + C

−k2 → − 1
2ak ln

∣
∣
∣
k+t
k−t

∣
∣
∣+ C = − 1

2ak ln
∣
∣
∣
k+x+b/2a
k−x−b/2a

∣
∣
∣+ C

k = 0 → − 1
at + C = − 1

ax+b/2 + C

. (6.43)De forma análoga podríamos transformar la integral,
I2 =

∫
1√

ax2 + bx + c
dx →

∫
1√

t2 ± k2
dt o

∫
1√

k2 ± t2
dt . (6.44)
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ión 105Ejemplo 6.11: Obtener la integral de
I =

∫
1

2x2 + 8x + 20
dx =

1

2

∫
1

(x + 2)2 + 6
dx =

[
t = x + 2
dt = dx

] (6.45)
=

1

2

∫
1

t2 + 6
dt =

1

2

1√
6
arctan(t/

√
6) + C =

1

2
√

6
arctan

(
x + 2√

6

)

+ C .Asimismo podemos 
al
ular la integral,
I3 =

∫
Ax + B

ax2 + bx + c
dx =

∫ A
2a(2ax + b) +

(
B − Ab

2a

)

ax2 + bx + c
dx

=
A

2a

∫
2ax + b

ax2 + bx + c
dx

︸ ︷︷ ︸

=I4

+

(

B − Ab

2a

)∫
1

ax2 + bx + c
dx

︸ ︷︷ ︸

=I1

(6.46)la segunda ya sabemos resolverla, para la primera basta ha
er,
t = ax2 + bx + c dt = (2ax + b) dx (6.47)y se 
onvierte en,

I4 =

∫
dt

t
= ln|t| + C = ln|ax2 + bx + c| + C . (6.48)

• Re
ordemos las integrales de fra

iones elementales propias que 
ono
emos hasta el momento,
(I)

∫
A

x − a
dx = A ln|x − a| + C

(II)

∫
A

(x − a)k
dx = A

∫

(x − a)−k dx =
A

1 − k
(x − a)−k+1 + C , k 6= 0, 1

=
A

(1 − k)(x − a)k−1
+ C (k ≥ 2)

(III)

∫
Ax + B

x2 + px + q
dx = I3

(IV)

∫
Ax + B

(x2 + px + q)k
dx ver por ejemplo el texto de Piskunov (6.49)Anali
emos ahora el 
aso más general:

∫
P (x)

Q(x)
dx1) Q(x) tiene raí
es reales simples2) Q(x) tiene raí
es reales múltiples3) Q(x) tiene raí
es 
omplejas simples4) Q(x) tiene raí
es 
omplejas múltiples (no lo daremos)1) Q(x) = (x − α1)(x − α2) . . . (x − αn), αi raí
es reales simples. Enton
es se puedees
ribir,

P (x)

Q(x)
=

A1

x − α1
+

A2

x − α2
+ · · · + An

x − αn
, donde Ai = cte (6.50)
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iónpor tanto,
∫

P (x)

Q(x)
dx = A1 ln|x − α1| + A2 ln|x − α2| + · · · + An ln|x − αn| (6.51)para obtener los números Ai basta ver que,

P (x) = A1(x − α2)(x − α3) . . . (x − αn) + A2(x − α1)(x − α3) . . . (x − αn) + . . . (6.52)
on lo que tendremos,
P (α1) = A1(α1 − α2)(α1 − α3) . . . (α1 − αn)

P (α2) = A2(α2 − α1)(α2 − α3) . . . (α2 − αn) .

. . . (6.53)Ejemplo 6.12:
I =

∫
x2 − x + 1

x3 − 3x2 − 13x + 15
dx (6.54)primero observamos que x = 1 es raíz del denominador, así pues Q(x) = (x−1)(ax2+bx+c),para obtener el polinomio de segundo grado podemos ha
er,

(x − 1)(ax2 + bx + c) = x3 − 3x2 − 13x + 15

ax3 + bx2 + cx − ax2 − bx − c = x3 − 3x2 − 13x + 15

ax3 + (b − a)x2 + (c − b)x − c = x3 − 3x2 − 13x + 15 (6.55)de donde
a = 1

b − a = −3

c − b = −13

−c = 15

⇒ a = 1, b = −2, c = −15 ⇒ Q(x) = (x − 1)(x2 − 2x − 15)

x = 2 ±
√

4 + 60

2
= 1 ± 4 =

{
5
−3

⇒ Q(x) = (x − 1)(x + 3)(x − 5) . (6.56)Ahora ya podemos apli
ar las fórmulas ya que tenemos que Q(x) sólo tiene raí
es realessimples.
∫

x2 − x + 1

x3 − 3x2 − 13x + 15
dx =

∫
A

x − 1
dx +

∫
B

x − 5
dx +

∫
C

x + 3
dx (6.57)
on x2 − x + 1 = A(x − 5)(x + 3) + B(x − 1)(x + 3) + C(x − 1)(x − 5),

x = 1 1 = A(−4)(4) ⇒ A = −1/16

x = 5 21 = B(4)(8) ⇒ B = 21/32

x = −3 13 = C(−4)(−8) ⇒ C = 13/32 (6.58)y la integral queda,
∫

x2 − x + 1

x3 − 3x2 − 13x + 15
dx = − 1

16
ln|x − 1| + 21

32
ln|x − 5| + 13

32
ln|x + 3| + C .
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ión 1072) Q(x) = (x − α1)
k1(x − α2)

k2 . . . (x − αn)kn , αi raí
es reales múltiples. Enton
es sepuede es
ribir,
P (x)

Q(x)
=

A
(1)
1

(x − α1)k1
+

A
(1)
2

(x − α1)k1−1
+ · · · +

A
(1)
k1

(x − α1)

+
A

(2)
1

(x − α2)k2
+

A
(2)
2

(x − α2)k1−1
+ · · · +

A
(2)
k1

(x − α2)
(6.59)

. . . + . . .

+
A

(n)
1

(x − αn)kn
+

A
(n)
2

(x − αn)kn−1
+ · · · +

A
(n)
kn

(x − αn)así que todas las integrales serán de la forma,
∫

A

(x − αi)n
dx = A

(x − αi)
−n+1

−n + 1
si n 6= 1 . (6.60)Las 
onstantes pueden determinarse utilizando un pro
edimiento similar al 
aso de raí
essimples, notando que en este 
aso es ne
esario resolver un sistema de e
ua
iones 
on

k1k2 . . . kn in
ognitas. El sistema de e
ua
iones puede obtenerse igualando los 
oe�-
ientes de 
ada poten
ia de x a ambos lados de la igualdad que resulta de multipli
ar lae
ua
ión (6.60) por Q(x).Ejemplo 6.13: Cal
ular la integral,
∫

x + 1

(x − 3)2(x − 2)
dx (6.61)[Solu
ión: −4/(x − 3) + 3 ln(|x − 2|/|x − 3|).℄3) raí
es 
omplejas simples, las raí
es apare
en por parejas, αk±iβk, k = 1, n, podemoses
ribir,

[x − (αk + iβk)][x − (αk − iβk)] = (x − αk)
2 + β2

k (6.62)de donde,
Q(x) = [(x − α1)

2 + β2
1 ][(x − α2)

2 + β2
2 ] · · · [(x − αn)2 + β2

n] (6.63)Ejemplo 6.14: ∫
1

x3 − 1
dx (6.64)

x = 1 es una solu
ión trivial y puede verse que, x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x + 1), las raí
es delsegundo término son,
x2 + x + 1 = 0 → x =

−1 ±
√

1 − 4

2
= −1

2
± i

√
3

2
= α ± iβ (6.65)
on lo que, x2 + x + 1 = (x + 1/2)2 + 3/4, y se tiene,

x3 − 1 = (x − 1)[(x + 1/2)2 + 3/4] (6.66)y la integral queda,
I =

∫
1

x3 − 1
dx =

∫
A

x − 1
dx

︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫
Mx + N

(x + 1/2)2 + 3/4
dx

︸ ︷︷ ︸

I2

(6.67)
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ióndonde tenemos,
1 = A(x2 + x + 1) + (Mx + N)(x − 1) = (A + M)x2 + (A−M + N)x + A−N (6.68)
uya solu
ión es,

A = 1/3 , M = −1/3 , N = −2/3 . (6.69)Así,
I1 =

1

3

∫
1

x − 1
dx =

1

3
ln|x − 1| + C

I2 =

∫ −1/3x − 2/3

(x + 1/2)2 + 3/4
dx = −1

3

∫
x + 2

(x + 1/2)2 + 3/4
dx

= −1

3

∫
x + 1/2

(x + 1/2)2 + 3/4
dx

︸ ︷︷ ︸

I3

−1

3

∫
3/2

(x + 1/2)2 + 3/4
dx

︸ ︷︷ ︸

I4

(6.70)ha
iendo el 
ambio de variable,
t = (x + 1/2)2 → dt = 2(x + 1/2) dx (6.71)tenemos,

I3 = −1

3

∫
1/2

t + 3/4
dt = −1

6
ln|t + 3/4| = −1/6 ln[(x + 1/2)2 + 3/4]

I4 = −1

3

4

3

∫
3/2

(4/3)(x + 1/2)2 + 1
dx = −2

3

√
3

2

∫
1

y2 + 1
dy

= − 1√
3
arctan[2/

√
3(x + 1/2)] (6.72)donde hemos usado el 
ambio, y = 2/

√
3(x + 1/2).Ejemplo 6.15: Un 
aso 
on raí
es 
omplejas múltiples

∫
2x + 3

(1 + x2)2
dx =

∫
2x

(1 + x2)2
dx

︸ ︷︷ ︸
a1

+

∫
3

(1 + x2)2
dx

︸ ︷︷ ︸
a2

(6.73)
a1 =

∫
1

t2
dt = −1

t
=

−1

1 + x2
+ C

a2 =

∫
3

(1 + x2)2
dx

ojo, sumo y resto 3x2

= 3

∫
1 + x2

(1 + x2)2
dx + 3

∫ −x2

(1 + x2)2
dx

= 3arctan (x) − 3

∫
x2

(1 + x2)2
dx (6.74)usamos u = x, du = dx, dv = x

(1+x2)2
dx, v = −1

2(1 + x2)−1, 
on lo que,
a2 = 3arctan (x) − 3

[

−1

2
(1 + x2)−1x −

∫

−1

2
(1 + x2)−1 dx

]

= 3arctan (x) +
3

2

1

(1 + x2)
− 3

2
arctan (x) (6.75)
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ión 109de donde la integral queda,
∫

2x + 3

(1 + x2)2
dx =

−1

1 + x2
+ 3arctan (x) +

3

2

x

(1 + x2)
− 3

2
arctan (x) + C

=
3

2
arctan (x) +

3x − 2

2

1

(1 + x2)
+ C . (6.76)6.2.4 Integrales de fun
iones trigonométri
as1) Integrales del tipo: ∫ R(sin(x), cos(x)) dx
on R una expresión ra
ional, por ejemplo, sin2 x + 3cos(x) en general se pueden redu
ir aintegrales de fun
iones ra
ionales utilizando el 
ambio de variable,

tan(x/2) = t dx =
2 dt

1 + t2
(6.77)
on ese 
ambio se tiene,

sin(x) =
2 sin(x/2) cos(x/2)

sin2(x/2) + cos2(x/2)
=

2 tan(x/2)

tan2(x/2) + 1
=

2t

1 + t2

cos(x) =
cos2(x/2) − sin2(x/2)

sin2(x/2) + cos2(x/2)
=

1 − t2

1 + t2
. (6.78)Ejemplo 6.16:

∫
1

sin(x)
dx =

∫
2 dt

1 + t2
1 + t2

2t
=

∫
1

t
dt = ln|t| + C = ln| tan x/2| + C . (6.79)2) Casos espe
iales,

∫
R(sin(x)) cos(x) haremos el 
ambio t = sin(x)

∫
R(cos(x)) sin(x) haremos el 
ambio t = cos(x)Ejemplo 6.17:
∫

sin3 x

2 + cos(x)
dx =

∫
sin2 x

2 + cos(x)
sin(x) dx =

[
t = cos(x)

dt = − sin(x) dx

]

= −
∫

1 − t2

2 + t
dt

=

∫
t2 − 1 − 3 + 3

t + 2
dt =

∫
t2 − 4

t + 2
dt +

∫
3

t + 2
dt

= t2/2 − 2t + 3 ln|t + 2| + C

=
cos2 x

2
− 2 cos(x) + 3 ln| cos(x) + 2| + C . (6.80)Ejemplo 6.18:

∫

sin2 x cos3 x dx =

∫

sin2 x cos2 x cos(x) dx =

∫

(1 − t2)t2 dt = t3/3 − t5/5 + C

=
1

3
sin3 x − 1

5
sin5 x + C . (6.81)Ejemplo 6.19:

∫

esin(x) cos(x) dx =

∫

et dt = et + C = esin(x) + C . (6.82)
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iónEjemplo 6.20:
∫

cos4 x dx =

∫ (
1 + cos 2x

2

)2

dx =

∫
1

4
dx +

1

2

∫

cos 2x dx +
1

4

∫

cos2 2x dx

=

∫
1

4
dx +

1

2

∫

cos 2x dx +
1

4

∫ (
1 + cos 4x

2

)

dx

=
1

4
x +

1

4
sin 2x +

1

8
x +

1

32
sin 4x + C . (6.83)6.3 Integral De�nidaLa integral de�nida apare
e en múltiples problemas físi
os en 
asi todas las áreas, por 
itar algunos:
ál
ulos de momentos de iner
ia, de 
ampos elé
tri
os 
reados por distribu
iones de 
arga, 
ál
ulodel trabajo, et
.En geometría se utiliza para 
al
ular áreas de super�
ies (para de�nir el 
on
epto de área),volúmenes de objetos, et
.Iremos a
er
ándonos al 
on
epto de integral (de Riemann) a partir de de�nir una serie de
on
eptos. Terminaremos rela
ionando el 
on
epto de integral de�nida 
on el 
ál
ulo de primitivas.6.3.1 Sumas inferiores y superioresSea f(x) una fun
ión 
ontinua en el intervalo [a, b], y sean m y M sus valores máximo y mínimoen di
ho intervalo. Consideremos una parti
ión del intervalo original mediante los puntos,

x0 = a < x1 < x2 < · · · < xn = b (6.84)la distan
ia entre dos puntos 
onse
utivos, (no tienen por qué ser equidistantes)
∆xk = xk − xk−1 . (6.85)Dentro de 
ada intervalo [xk−1, xk] llamaremos mk al mínimo de la fun
ión en di
ho intervalo y

Mk al máximo de la fun
ión en di
ho intervalo.De�namos las siguientes sumas,(i) Suma inferior sn = m1∆x1 + m2∆x2 + · · · + mn∆xn =
∑n

i=1 mi∆xi.(ii) Suma superior sn = M1∆x1 + M2∆x2 + · · · + Mn∆xn =
∑n

i=1 Mi∆xi.por 
onstru

ión tenemos que
sn ≤ sn (6.86)y además tenemos2,

m[b − a] ≤ sn ≤ sn ≤ M [b − a] . (6.87)Sea ahora un punto arbitrario ξk dentro del intervalo [xk−1, xk], al ser f 
ontinua en todo el intervalotenemos ∃ f(ξk) y se 
umple,
mk ≤ f(ξk) ≤ Mk (6.88)podemos de�nir

sn ≡
n∑

k=1

f(ξk)∆xk ∆xk > 0 (6.89)2Basta notar que [b − a] =
Pn

i=1 ∆xi y que mi ≥ m y Mi ≤ M
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mk∆xk ≤ f(ξk)∆xk ≤ Mk∆xk (6.90)
on lo que al ha
er las sumas tendremos siempre,

sn ≤ sn ≤ sn (6.91)donde re
ordemos que sn depende tanto de la parti
ión 
onsiderada 
omo de la ele

ión de los ξk.Consideremos diferentes parti
iones del intervalo [a, b] tales que max(∆xk) → 0, es de
ir elnúmero de subintervalos n → ∞. Para 
ada parti
ión tendremos la suma sn

sn =

n∑

k=1

f(ξk)∆xk . (6.92)Si para 
ualquier parti
ión del intervalo [a, b] que 
umpla lo anterior, max(∆xk) → 0 y para
ualesquiera puntos ξk, se 
umple que la suma sn tiende a un mismo límite I, enton
es diremos quela fun
ión f(x) es integrable (Riemann) en el intervalo [a, b]. Al límite I se le denomina integralde�nida de la fun
ión f(x) en [a, b] y se designa,
I =

∫ b

a
f(x) dx . (6.93)Y podemos es
ribir por tanto,

lim
max(∆xk)→0

n∑

k=1

f(xk)∆xk =

∫ b

a
f(x) dx . (6.94)Se utiliza la siguiente nomen
latura:

• f : integrando
• a: límite inferior
• b: límite superior
• [a, b] intervalo de integra
ión
• x variable de integra
ión, es muda, el resultado no depende de la variable de integra
ión,ejemplo,

I(a, b) =

∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(t) dt . (6.95)El que la fun
ión sea 
ontinua es 
ondi
ión su�
iente para que la fun
ión sea integrable Riemann.Re
ordemos, ver se

ión 4.5.3, que al ser 
ontinua en [a, b] la fun
ión tiene un máximo y un mínimoen di
ho intervalo.Teorema 6.4: Si f es 
ontinua en [a, b]

⇒ (6.96)
f es integrable en [a, b].Demostra
ión. (no he
ha en 
lase)

f 
ontinua en [a, b] impli
a, ver la se

ión 4.6.1, que f es uniformemente 
ontinua en [a, b].
⇒ ∀ε > 0 ∃ δ > 0 tal que ∀x, x′ ∈ [a, b]

si |x − x′| < δ ⇒ |f(x) − f(x′)| <
ε

b − a
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a b

a b

+

−c

Figura 6.1: (izquierda) La integral de�nida de una fun
ión positiva representa el área en
erradaentre la fun
ión y el eje x. (dere
ha) si la fun
ión tiene regiones positivas y negativas, la integralde�nida representa la suma algebrai
a de las áreas 
on el 
onvenio de que en las regiones de fnegativa el área es negativa.
onsideremos enton
es la parti
ión, p = {x0, . . . , xn} 
on xi+1 − xi < δ eso impli
a que, ∀x, x′ ∈
[xi, xi+1] ⇒ |f(x)− f(x′)| < ε

b−a pero 
laro alguno de esos x y x′ 
orresponderán 
on el máximo yel mínimo en di
ho intervalo, f(x) = Mi y f(x) = mi y por tanto,
⇒ Mi − mi <

ε

b − a
(6.97)lo que impli
a,

⇒ s(f, p) − s(f, p) =
n∑

i=1

(Mi − mi)(xi+1 − xi) <
ε

b − a

n∑

i=1

(xi+1 − xi)
ε

b − a
(b − a) = ε . (6.98)

c.q.d.6.3.2 Interpreta
ión geométri
a
• Si f(x) ≥ 0 ∀x ∈ [a, b] enton
es

∫ b

a
f(x) dx (6.99)representa el área 
omprendida entre la 
urva f(x) y el eje x en el intervalo 
onsiderado.

• Si la fun
ión tiene regiones positivas y negativas, la integral de�nida representa la sumaalgebrai
a de las áreas 
on el 
onvenio de que en las regiones de f negativa el área es negativa.Así 
on la nota
ión de la �gura 6.1, tendríamos,
∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx −

∫ b

c
|f(x)| dx . (6.100)6.3.3 Propiedades de la integral de�nida(i) ∫ b

a f(x) dx = −
∫ a
b f(x) dx.(ii) ∫ a

a f(x) dx = 0.
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a [f(x) ± g(x)] dx =

∫ b
a f(x) dx ±

∫ b
a g(x) dx.(iv) ∫ b

a λf(x) dx = λ
∫ b
a f(x) dx 
on λ una 
onstante.(v) si f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ [a, b] tenemos,

∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
g(x) dx . (6.101)(vi) Si m y M son los valores mínimo y máximo de la fun
ión f(x) en [a, b] tenemos que,

m(b − a) ≤
∫ b

a
f(x) dx ≤ M(b − a) (6.102)esta propiedad puede utilizarse para estimar el valor de una integral de�nida.(vii) Si f(x) es integrable en [a, c] y en [c, b] enton
es

∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx +

∫ b

c
f(x) dx . (6.103)(viii) Si a < b se tiene |

∫ b
a f(x) dx| ≤

∫ b
a |f(x)| dx.6.3.4 Teorema del valor medio del 
ál
ulo integralEste teorema es un 
aso parti
ular de un teorema del valor medio generalizado para el 
ál
ulointegral 
uyo enun
iado es: sean f y g 
ontinuas en [a, b] y g(x) no 
ambia de signo en el intervalo,enton
es ∃ ξ ∈ [a, b] que 
umple,

∫ b

a
f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x) dx . (6.104)Teorema 6.5: Sea f una fun
ión 
ontinua en [a, b] enton
es

∃ ξ ∈ [a, b] |
∫ b

a
f(x) dx = (b − a)f(ξ) . (6.105)Demostra
ión. Supongamos a < b, 
omo f es 
ontinua en [a, b] existen m y M , mínimo y máximode la fun
ión en di
ho intervalo respe
tivamente. Por la propiedad 6 de la se

ión anterior tenemosque,

m ≤ 1

(b − a)

∫ b

a
f(x) dx

︸ ︷︷ ︸
µ

≤ M (6.106)o lo que es lo mismo, m ≤ µ ≤ M , al ser la fun
ión f 
ontinua el Teorema 4.11 nos garantiza que
∃ ξ ∈ [a, b] | f(ξ) = µ así que,

f(ξ) =
1

(b − a)

∫ b

a
f(x) dx ⇒

∫ b

a
f(x) dx = f(ξ)(b − a) ξ ∈ [a, b] . (6.107)

c.q.d.
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ión6.4 Integrales y primitivasEn la primera se

ión hemos introdu
ido el 
on
epto de primitiva de una fun
ión 
omo aquellaque al derivarla nos da la fun
ión original. Ahora veremos la 
onexión entre primitivas e integralesde�nidas.6.4.1 Primer teorema fundamental del 
ál
uloTeorema 6.6: Sea f 
ontinua en [a, b] 
onsideremos un a ≤ x ≤ b, 
on lo que seguro que f tambiénserá integrable en [a, x], de�namos,
F (x) =

∫ x

a
f(t) dt (6.108)enton
es se tiene,

F ′(x) = f(x) . (6.109)Demostra
ión. Consideremos un in
remento arbitrario ∆x del argumento x, y apliquemos la propiedad7 de las integrales de�nidas,
∫ x+∆x

a
f(t) dt =

∫ x

a
f(t) dt +

∫ x+∆x

x
f(t) dt , (6.110)
on lo que tendremos,

∆F = F (x + ∆x) − F (x) =

∫ x

a
f(t) dt +

∫ x+∆x

x
f(t) dt −

∫ x

a
f(t) dt

=

∫ x+∆x

x
f(t) dt (6.111)apli
ando ahora el teorema del valor medio del 
ál
ulo integral, se

ión 6.3.4, tendremos,
∆F = f(ξ)(x + ∆x − x) = f(ξ)∆x (6.112)
on ξ ∈ [x, x + ∆x], por tanto,

∆F

∆x
= f(ξ) . (6.113)Ahora bien, la derivada de F (x) es,

F ′(x) = lim
∆x→0

∆F

∆x
= lim

∆x→0
f(ξ)

∆x→0⇒ξ→x
= lim

ξ→x
f(ξ)

f continua
︸ ︷︷ ︸

= f(x) . (6.114)
c.q.d.Nota: F (x) es la primitiva que satisfa
e la 
ondi
ión F (a) = 0.Ejemplo 6.21: (utilizando la regla de la 
adena)

F (x) =
∫ x
3 t2 dt, F ′(x) = x2.

G(x) =
∫ e5x

3 tan(t) dt, G′(x) = tan(e5x)e5x5.
H(x) =

∫ e5x

3000 tan(t) dt, H ′(x) = tan(e5x)e5x5.
I(x) =

∫ x2

a arccos(t) dt, I ′(x) = arccos(x2)2x.



6.4. Integrales y primitivas 1156.4.2 Segundo teorema fundamental del 
ál
ulo; Regla de BarrowLlamado así por Isaa
 Barrow, también 
ono
ida 
omo Fórmula de Newton-Leibniz.Teorema 6.7: Sea f(x) 
ontinua en [a, b] y sea F (x) una primitiva de la fun
ión f(x) enton
es,
∫ b

a
f(t) dt = F (b) − F (a) . (6.115)Demostra
ión. Si F (x) es una primitiva de f(x) hemos visto que la diferen
ia entre esta y 
ualquierotra primitiva es una 
onstante. Así pues 
onsideremos la primitiva del teorema anterior, tendremos,

∫ x

a
f(t) dt = F (x) + C , (6.116)para poder determinar C podemos utilizar 
ualquier valor de x ya que la igualdad anterior valepara 
ualquier x ∈ [a, b]. En parti
ular:(i) x = a, tendremos, ∫ a

a f(t) dt = 0 = F (a) + C ⇒ C = −F (a)(ii) x = b, ∫ b
a f(t) dt = F (b) − F (a) 
on lo que demostramos la Regla de Barrow

c.q.d.Se suele utilizar la nota
ión,
∫ b

a
f(t) dt = F (x)|ba = F (b) − F (a) . (6.117)La Regla de Barrow nos permite pues 
al
ular integrales de�nidas a partir de una primitiva de lafun
ión.6.4.3 Cambio de variable en integrales de�nidasTendremos, ∫ x1

x0

f(x) dx =

∫ y1

y0

f(g(y))g′(y) dy (6.118)donde hemos he
ho el 
ambio de variable,
x = g(y) → dx = g′(y) dy (6.119)y por tanto tenemos,

x0 = g(y0) , x1 = g(y1) . (6.120)Ejemplo 6.22:
∫ r

0

√

r2 − x2 dx

2

4

x = r sin t
dx = r cos t dt

3

5

=

∫ π/2

0

√

r2 − r2 sin2 t r cos t dt (6.121)los límites se pueden ver fá
ilmente, x = 0 → t = 0, x = r → t = π/2, pero ahora la integral,
∫ π/2

0

√

r2 − r2 sin2 t r cos t dt =

∫ π/2

0
r2 cos2 t dt =

r2

2

∫ π/2

0
(1 + cos 2t) dt

=
r2

2
t

∣
∣
∣
∣

π/2

0

+
r2

2

sin 2t

2

∣
∣
∣
∣

π/2

0

=
πr2

4
. (6.122)

http://es.wikipedia.org/wiki/Isaac_Barrow


116 CAPÍTULO 6. Integra
ión6.4.4 Integra
ión por partesLa fórmula ahora es,
∫ b

a
u dv = uv|ba −

∫ b

a
v du . (6.123)Ejemplo 6.23:

I =

∫ π/2

0
sin3 x dx =

∫ π/2

0
sin2 x sin(x) dx =

[
u = sin2 x → du = 2 sin(x) cos(x) dx

dv = sin(x) dx → v = − cos(x)

]

= − sin2 x cos(x)
∣
∣
π/2

0
︸ ︷︷ ︸

=0

+2

∫ π/2

0
sin(x) cos2 x

︸ ︷︷ ︸

=1−sin2 x

dx = 2

∫ π/2

0
sin(x) dx

︸ ︷︷ ︸

=− cos(x)|π/2
0 =1

−2

∫ π/2

0
sin3 x dx

︸ ︷︷ ︸

=Ide donde,
I = 2 − 2I ⇒ 3I = 2 ⇒ I = 2/3 . (6.124)6.5 Apli
a
iones geométri
as6.5.1 Área de una �gura planaEs la primera apli
a
ión de la integral de�nida. La integral de�nida puede utilizarse para 
al
ularel área en
errada entre una 
urva y = f(x), las re
tas x = a y x = b y el eje x. Lo úni
o que hayque notar es que la integral de�nida de f entre a y b no es en general di
ha área. Para 
al
ularlahabrá que tener 
ierto 
uidado y notar que di
ha área se 
orresponde en realidad 
on,

A =

∫ b

a
|f(x)| dx , (6.125)por lo que tendremos que saber donde 
ambia de signo la fun
ión para saber la fun
ión |f(x)|.Ejemplo 6.24: Cal
ula el área limitada por la 
urva y = sin(x) y el eje x entre [0, 2π], ver �gura 6.2.Lo importante es notar que di
ha área NO ES la integral de�nida entre 0 y 2π de la fun
ión sin(x) sino que es,

A =

∫ 2π

0
| sin(x)| dx =

∫ π

0
sin(x) dx +

∫ 2π

π
(− sin(x)) dx (6.126)

= (− cos(x))|π0 + (cos(x))|2π
π = −(−1 − 1) + (1 − (−1)) = 2 + 2 = 4 .Ejemplo 6.25: Cal
ula el área en
errada entre las 
urvas, y1 =

√
x e y2 = x2. Lo primero es ha
erun esquema de la región que pretendemos 
al
ular, en la �gura 6.2 se muestra en rojo la región 
uyoárea queremos 
al
ular. Los puntos de interse

ión entre ambas 
urvas se pueden obtener igualando,

√
xi = x2

i ⇒ xi = 0, 1 . (6.127)El área que bus
amos será el área de la región delimitada por el eje x y la 
urva y =
√

x menos el áreadelimitada por el eje x y la 
urva y = x2.
A =

∫ 1

0

√
x dx −

∫ 1

0
x2 dx =

2

3
x3/2

∣
∣
∣
∣

1

0

− x3

3

∣
∣
∣
∣

1

0

=
2

3
− 1

3
=

1

3
. (6.128)



6.5. Apli
a
iones geométri
as 117
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Figura 6.2: En rojo el área que pretendemos 
al
ular en 
ada uno de los ejemplos.Ejemplo 6.26: Cal
ula el área de la elipse,
x2

a2
+

y2

b2
= 1 . (6.129)Aprove
hando la simetría de la elipse respe
to del eje x, podremos 
al
ular el área de la región positivade la elipse y multipli
ar por 2 para obtener el valor total.

A = 2

∫ a

−a
b

√

1 − x2

a2
dx =





x
a = sin t ⇒ dx = a cos t dt

x = −a ⇒ t = −π/2
x = a ⇒ t = π/2





=

∫ π/2

−π/2
2b
√

1 − sin2 t (a cos t) dt

= 2ab

∫ π/2

−π/2
cos2 t dt = 2ab

∫ π/2

−π/2

(
1 + cos 2t

2

)

dt

= 2ab
1

2
t

∣
∣
∣
∣

π/2

−π/2

+ 2ab
1

4
sin 2t

∣
∣
∣
∣

π/2

−π/2

= πab . (6.130)6.5.2 Longitud de un ar
o de 
urva en R2Sea f(x) ∈ C1[a, b]. Si ha
emos una parti
ión del intervalo en x0, x1, . . . , xn, podremos es
ribir lalongitud de la línea poligonal ins
rita en la 
urva 
omo,
n∑

i=1

∆ℓi (6.131)y de�nir la longitud de ar
o 
omo,
ℓ = lim

max∆ℓi→0

n∑

i=1

∆ℓi . (6.132)De�niendo ∆yi = f(xi) − f(xi−1), tendremos,
∆ℓi =

√

∆x2
i + ∆y2

i =

√

1 +

(
∆yi

∆xi

)2

∆xi . (6.133)



118 CAPÍTULO 6. Integra
ión

a b

dx
dydl

Figura 6.3: Elemento de longitud.Ahora podemos utilizar el Teorema de Lagrange, se

ión 5.8, y tendremos,
∆yi

∆xi
= f ′(ξi) ξi ∈ [xi, xi−1] , (6.134)y por tanto,

∆ℓi =
√

1 + [f ′(ξi)]2 ∆xi . (6.135)La longitud de la línea poligonal ins
rita queda,
ℓn =

n∑

i=1

√

1 + [f ′(ξi)]2 ∆xi . (6.136)Ahora bien, una de las hipótesis es que f ′(x) es 
ontinua, por lo que la suma integral ℓn tiene unlímite y se puede es
ribir,
ℓ = lim

max∆ℓi→0

n∑

i=1

√

1 + [f ′(ξi)]2 ∆xi =

∫ b

a

√

1 + [f ′(x)]2 dx . (6.137)Ejemplo 6.27: Obtener la longitud de una 
ir
unferen
ia de radio R. Cal
ularemos la longitud de lasemi 
ir
unferen
ia superior y multipli
amos por 2, para obtener la longitud total. La e
ua
ión de la
urva es,
y = +

√

R2 − x2 (6.138)de donde,
dy

dx
=

1

2

−2x√
R2 − x2

=
−x√

R2 − x2
(6.139)y la longitud será,

ℓ = 2

∫ R

−R

√

1 +
x2

R2 − x2
dx = 2

∫ R

−R

√

R2

R2 − x2
dx

= 2

∫ R

−R

√

1

1 −
(

x
R

)2 dx = 2R arcsin(x/R)|R−R

= 2R(π/2 − (−π/2)) = 2πR . (6.140)
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as 1196.5.3 Volumen de un objeto de se

ión 
ono
idaConsideremos un objeto del 
ual 
ono
emos el área de las se

iones, S(x), paralelas. Ver la�gura 6.4. En di
ho 
aso el volumen del objeto se puede es
ribir 
omo,
V =

∫ b

a
S(x) dx . (6.141)

x

S(x)

Figura 6.4: Volumen de un objeto de se

ión 
ono
ida, S(x).Ejemplo 6.28: Cal
ula el volumen de un 
ono de radio R y altura h. Veamos las se

iones del 
onoson 
ír
ulos 
uya área es πr2, en el 
aso del 
ono dibujado en la �gura 6.5. Podemos es
ribir el radiode la se

ión de 
ono 
omo fun
ión de x,
r(x) = R

(

1 − x

h

)

⇒ r(0) = R , r(h) = 0 . (6.142)Y podemos 
al
ular su volumen 
omo,
V =

∫ h

0
πr(x)2 dx =

∫ h

0
πR2

(

1 − x

h

)2
dx = πR2

∫ h

0

(

1 − 2x

h
+

x2

h2

)

dx

= πR2

(

x − 2x2

2h
+

x3

3h2

)∣
∣
∣
∣

h

0

= πR2

(

h − h − h3

3h2

)

=
π

3
R2h . (6.143)

x
h

0
R

Figura 6.5: Cono de radio R y altura h.
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ión6.5.4 Volumen de un objeto de revolu
iónConsideremos un objeto de revolu
ión generado por un per�l, y = f(x) al girar alrededor del eje
x, ¾
uál será el volumen de di
ho objeto? En la �gura 6.6 vemos un objeto generado a partir dela fun
ión y = f(x) al girarla alrededor del eje x. El área de 
ada de se

ión, se 
orrespoderá alárea de un 
ír
ulo de radio f(x), por lo que será π[f(x)]2. El volumen del objeto podemos enton
es
al
ularlo 
omo en la se

ión 6.5.3 ya que 
ono
emos la se

ión 
omo fun
ión de x:

V =

∫ b

a
π(f(x))2 dx . (6.144)

x

f(x)
y

a b

Figura 6.6: Objeto de revolu
ión obtenido a partir de la fun
ión f(x).6.5.5 Área de un objeto de revolu
iónEn la �gura 6.7 vemos 
omo se puede de�nir el elemento de área en este 
aso. Esen
ialmentetendremos que el área de la super�
ie de revolu
ión se puede des
omponer en el área de se

ionesde 
ono in�nitesimales de lado dl y radio f(x). dS = 2πf(x) dl.Se puede 
al
ular mediante la siguiente fórmula,
A = 2π

∫ b

a
y

√

1 +

(
dy

dx

)2

dx . (6.145)6.6 Integrales ImpropiasEn esta se

ión vamos a generalizar el 
on
epto de integral a intervalos que no sean 
errados, [a, b]o a fun
iones que no estén a
otadas en di
ho intervalo. Llamaremos integrales impropias a dostipos de integrales:(i) (primera espe
ie): La fun
ión es a
otada pero el intervalo de integra
ión no está a
otado
∫ ∞

a
f(x) dx (6.146)
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x

f(x)
y dl

a b

Figura 6.7: Área de un objeto de revolu
ión.(ii) (segunda espe
ie): La fun
ión no está a
otada y el intervalo de integra
ión está a
otado,
∫ b

a
f(x) dx con lim

x→c
f(x) = ±∞ c ∈ [a, b], (6.147)el integrando tiene una singularidad dentro del intervalo.(iii) (ter
era espe
ie): Si son al mismo tiempo de primera y segunda espe
ie.6.6.1 Integrales impropias de primera espe
ieDe�ni
ión 6.3: Consideramos la siguiente integral 
omo fun
ión del extremo superior del inter-valo,

I(b) =

∫ b

a
f(x) dx . (6.148)Denominaremos integral impropia a:

∫ ∞

a
f(x) dx ≡ lim

b→∞

∫ b

a
f(x) dx . (6.149)- Si este límite existe y es �nito ⇒ la integral impropia es 
onvergente.- En otro 
aso se di
e que la integral es divergente.De modo análogo de�nimos,

∫ b

−∞
f(x) dx ≡ lim

a→−∞

∫ b

a
f(x) dx , (6.150)si el límite existe, es �nito y es A, se di
e,

∫ b

−∞
f(x) dx = A . (6.151)También se de�ne,

∫ ∞

−∞
f(x) dx =

∫ c

−∞
f(x) dx +

∫ ∞

c
f(x) dx = lim

a→−∞

∫ c

a
f(x) dx + lim

b→∞

∫ b

c
f(x) dx . (6.152)
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iónEjemplo 6.29:
∫ ∞

0

dx

1 + x2
= lim

a→∞

∫ a

0

dx

1 + x2
= lim

a→∞
arctan(x)|a0 =

π

2
− 0 =

π

2
, (6.153)
onverge.Ejemplo 6.30:

∫ π/2

−∞
cos(x) dx = lim

a→−∞

∫ π/2

a
cos(x) dx = 1 − lim

a→−∞
sin(a) , (6.154)no existe, divergente.Ejemplo 6.31: En
uentra los valores de α para que 
onverja la integral:

∫ ∞

1

dx

xα
(6.155)Solu
ión: Si α 6= 1 podemos obtener una primitiva,

∫
dx

xα
=

x−α−1

−α + 1
(6.156)(i) α > 1 tenemos,

lim
b→∞

b−α+1 − 1

−α + 1
=

1

α − 1
⇒ es 
onvergente . (6.157)(ii) α < 1,

lim
b→∞

b−α+1 − 1

−α + 1
= ∞ ⇒ es divergente . (6.158)(iii) α = 1,

lim
b→∞

∫ b

1

dx

x
= lim

b→∞
ln(|x|)|b1 = ∞ ⇒ es divergente . (6.159)Criterios de 
ompara
iónTeorema 6.8: Si ∀x ≥ a se veri�
a, 0 ≤ f(x) ≤ g(x) y ∫∞

a g(x) dx es 
onvergente,
⇒
∫ ∞

a
f(x) dxtambién es 
onvergente y se tiene que ∫∞

a g(x) dx ≥
∫∞
a f(x) dx.Teorema 6.9: si ∀x ≥ a se veri�
a 0 ≤ g(x) ≤ f(x) y ∫∞

a g(x) dx es divergente, ⇒
∫ ∞

a
f(x) dx (6.160)también es divergente.En ambos 
asos es útil 
omparar 
on la integral que hemos visto antes,

∫ ∞

a

dx

xα
. (6.161)
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onvergen
ia de
∫ ∞

1

x + 1√
x3

dx (6.162)podemos ver que en el intervalo 
onsiderado,
x + 1√

x3
>

x√
x3

=
1√
x

(6.163)pero
∫ ∞

1

dx√
x

= lim
b→∞

2
√

x|b1 = ∞ ⇒ NO 
onverge (6.164)lo que utilizando el Teorema 6.9 impli
a que,
∫ ∞

1

x + 1√
x3

dx (6.165)no es 
onvergente.Convergen
ia absolutaTeorema 6.10: Si la integral ∫∞
a |f(x)| dx 
onverge enton
es

⇒
∫ ∞

a
f(x) dx (6.166)también 
onverge. En este 
aso se denomina absolutamente 
onvergente.Ejemplo 6.33: Estudiemos la 
onvergen
ia de

∫ ∞

1

sin(x)

x3
dx , (6.167)la fun
ión 
ambia de signo en el intervalo, estudiemos la 
onvergen
ia de,

∫ ∞

1

∣
∣
∣
∣

sin(x)

x3

∣
∣
∣
∣

dx . (6.168)Se 
umple,
∣
∣
∣
∣

sin(x)

x3

∣
∣
∣
∣
≤
∣
∣
∣
∣

1

x3

∣
∣
∣
∣

, (6.169)pero la integral,
∫ ∞

1

dx

x3
= −1

2

1

x2

∣
∣
∣
∣

∞

1

= 1/2 (6.170)
onverge, y por tanto ∫∞
1

∣
∣
∣
sin(x)

x3

∣
∣
∣ dx también 
onverge, lo que impli
a que la integral original, ∫∞

1
sin(x)

x3 dxtambién es 
onvergente.
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iónCriterio del 
o
ienteTeorema 6.11: Sean f y g dos fun
iones integrables en [a, x], y f(x) ≥ 0 y g(x) > 0 ∀x > a, sea
L = lim

x→∞
f(x)

g(x)
(6.171)enton
es,1.) Si L = 0 y ∫∞

a g(x) dx 
onverge, ⇒ ∫∞
a f(x) dx también es 
onvergente.2.) Si L = ∞ y ∫∞

a g(x) dx diverge, ⇒ ∫∞
a f(x) dx también diverge.3.) Si L > 0 �nito, ⇒ ∫∞

a f(x) dx y ∫∞
a g(x) dx tienen el mismo 
ara
ter, 
onvergente o diver-gente.Ejemplo 6.34: Estudia la 
onvergen
ia de:

•
∫

x√
1+x4

dx

•
∫

1√
1+x3

dx6.6.2 Integrales impropias de segunda espe
ieDe�ni
ión 6.4: Sea f integrable en [a, b − ε], ε > 0, y limx→b− f(x) = ±∞.Se de�ne la integral impropia,
∫ b

a
f(x) dx = lim

c→b−

∫ c

a
f(x) dx , (6.172)si este límite existe se di
e que la integral es 
onvergente, si no existe se di
e que es divergente.

• Análogamente, f integrable en [a + ε, b], ε > 0 y el limx→a+ f(x) = ±∞ se de�ne,
∫ b

a
f(x) dx = lim

c→a+

∫ b

c
f(x) dx . (6.173)

• Se de�ne asimismo en el 
aso en el que el punto en el que la fun
ión no está a
otada sea unpunto interior, x0.
∫ b

a
f(x) dx =

∫ x0

a
f(x) dx +

∫ b

x0

f(x) dx = lim
c→x−

0

∫ c

a
f(x) dx + lim

c→x+
0

∫ b

c
f(x) dx . (6.174)Ejemplo 6.35:

•
∫ 1
0

dx
x = limε→0+

∫ 1
ε

dx
x que se puede 
al
ular,

lim
ε→0+

∫ 1

ε

dx

x
= lim

ε→0+
ln(x)|1ε = ∄ (6.175)

•
∫ 1
0

dx√
1−x

= limb→1−
∫ b
0

dx√
1−x

que se puede obtener,
lim

b→1−

∫ b

0

dx√
1 − x

= − lim
b→1−

(2
√

1 − x)|b0 = − lim
b→1−

(2
√

1 − b − 2) = 2 (6.176)



6.6. Integrales Impropias 125
• Obten los valores de α para los que la integral, ∫ b

a
1

(x−a)α dx, es 
onvergente.Si α 6= 1,
∫ b

a

1

(x − a)α
dx = lim

c→a−

(x − a)−α+1

−α + 1

∣
∣
∣
∣

b

c

(6.177)� Si α < 1,
lim

c→a+

(x − a)−α+1

−α + 1

∣
∣
∣
∣

b

c

=
(b − a)1−α

1 − α
(6.178)y la integral 
onverge.� Si α > 1,

lim
c→a+

(x − a)−α+1

−α + 1

∣
∣
∣
∣

b

c

= ∞ (6.179)y la integral diverge� α = 1, diverge.Criterios de Compara
iónPara las integrales impropias de segunda espe
ie existen 
riterios de 
ompara
ión, y 
riterio del
o
iente análogos a los que existen para integrales de primera espe
ie.6.6.3 Valor prin
ipal de Cau
hy
• Para el 
aso de integrales impropias de primera espe
ie doblemente in�nitas,

VP
∫ ∞

−∞
f(x) dx = lim

b→∞

∫ b

−b
f(x) dx . (6.180)Ejemplo 6.36: ∫∞

−∞ x dx, la integral impropia no existe, ya que queda ∞−∞, sin embargo elVPC si que existe,
lim

c→∞

∫ c

−c
x dx = lim

c→∞
x2

2

∣
∣
∣
∣

c

−c

= lim
c→∞

(c2/2 − c2/2) = 0 . (6.181)Nota: Re
ordemos que para que la integral impropia exista, los dos límites han de tomarseindependientemente 
omo ha
íamos en la e
ua
ión (6.152).
• Para el 
aso de integrales impropias de segunda 
lase:Se de�ne del siguiente modo,

VP
∫ b

a
f(x) dx = lim

ε→0

[∫ x0−ε

a
f(x) dx +

∫ b

x0+ε
f(x) dx

]

. (6.182)
on
lim

x→x0

f(x) = ±∞ . (6.183)Ejemplo 6.37:
∫ 5

−1

1

(x − 1)3
dx = lim

ε→0

[∫ 1−ε

−1

1

(x − 1)3
dx +

∫ 5

1+ε

1

(x − 1)3
dx

]

= lim
ε→0

[

(x − 1)−2

−2

∣
∣
∣
∣

1−ε

−1

+
(x − 1)−2

−2

∣
∣
∣
∣

5

1+ε

]

= −1

2
lim
ε→0

[
1

ε2
− 1

4
+

1

16
− 1

ε2

]

=
3

32
. (6.184)



CAPÍTULO 7

SUCESIONES Y SERIES7.1 Su
esiones7.1.1 Su
esiónDe�ni
ión 7.1: Su
esiónSe denomina su
esión de números reales a 
ualquier apli
a
ión f : N → R de modo que a 
ada
n le 
orresponda un número real, f(n) = an. Se es
ribe la su
esión del siguiente modo,

{an} (7.1)a an se le denomina término n-ésimo de la su
esión.Ejemplo 7.1: xn = 2n−1
3n+2 , {xn} = 1/5, 3/8, 5/11, 7/14, . . . .Ejemplo 7.2: an = (−1)n, {an} = −1, 1,−1, 1, . . . .Ejemplo 7.3: Su
esión de Fibona

i (Leonardo de Pisa, sXIII) :
x0 = 0 , x1 = 1 , xn = xn−2 + xn−1 ∀n ≥ 2 (7.2)es una su
esión de�nida por re
urren
ia. Existe una expresión 
errada para esta su
esión, obtenidamu
ho después,

xn =
ϕn − (1 − ϕ)n√

5
(7.3)donde ϕ satisfa
e, ϕ2 − ϕ − 1 = 0, por lo que ϕ = 1+

√
5

2 , que es la llamada razón áurea, utilizadadesde los griegos en arquite
tura. Corresponde al 
o
iente de dos números, a y b, tales que se tenga,
a + b

a
=

a

b
(7.4)

127



128 CAPÍTULO 7. Su
esiones y seriesenton
es se tiene, ϕ = a/b. Los primeros números de la su
esión son,
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, . . . (7.5)De�ni
ión 7.2: Una su
esión {an} se di
e que es 
onvergente, si

∃ p ∈ R | ∀ε > 0 ∃ N | |an − p| < ε,∀n > N (7.6)Si {an} 
onverge a p es
ribimos,
lim

n→∞
an = p (7.7)y se di
e que p es el límite de la su
esión.De�ni
ión 7.3: Si una su
esión no es 
onvergente se denomina divergente.De�ni
ión 7.4: La su
esión {an} está a
otada, si

∃ k ∈ R | |an| < k ∀n ∈ N (7.8)De�ni
ión 7.5: Una su
esión se di
e de Cau
hy si 
umple,
∀ε > 0 ∃ N | |an − am| < ε ∀n,m ≥ N (7.9)Intuitivamente, impli
a que la distan
ia entre términos se ha
e 
ada vez menor.Teorema 7.1: Una su
esión es 
onvergente ⇔ su
esión de Cau
hyDemostra
ión. Damos la demostra
ión en uno de los dos sentidos:(⇒). Al ser 
onvergente tenemosque, (notad que sólo di�ere de la de�ni
ión 7.2 en el ε/2),

∃ p ∈ R | ∀ε > 0 ∃ N | |an − p| < ε/2,∀n > N (7.10)y por tanto para 
ualesquiera n,m > N tenemos,
∀ε > 0 ∃ N | |an − p| < ε/2 ; |am − p| < ε/2 ,∀n,m > N (7.11)de donde,

|an − am| ≤ |an − p| + |am − p| < ε/2 + ε/2 = ε (7.12)que es la 
ondi
ión de Cau
hy dada en la de�ni
ión 7.5. c.q.d.7.1.2 Algunas propiedades del álgebra de su
esiones(i) Si el límite de una su
esión existe, es úni
o.(ii) Toda su
esión 
onvergente está a
otada, lo que impli
a que toda su
esión no a
otada esdivergente(iii) Si limn→∞ an = A y limn→∞ bn = B, enton
es,
lim

n→∞
(an ± bn) = A ± B lim

n→∞
anbn = AB . (7.13)(iv) Si limn→∞ bn = B 6= 0 ⇒ limn→∞(1/bn) = 1/B

limn→∞(an/bn) = A/B

limn→∞ λan = λA
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esiones 129De�ni
ión 7.6: Sea {an} una su
esión de números reales:
• Diremos que la su
esión es 
re
iente si, an ≤ an+1 ∀n. Se denota an ր

• Diremos que la su
esión es de
re
iente si, an ≥ an+1 ∀n. Se denota an ց.
• Una su
esión es monótona si es 
re
iente o de
re
iente.Teorema 7.2: Si una su
esión an es monótona 
re
iente (de
re
iente) se 
umple que:
• es 
onvergente ⇔ está a
otada superiormente (inferiormente)Demostra
ión. Una su
esión que no esté a
otada es 
laro que no puede ser 
onvergente, por otrolado si una su
esión 
onverge es fá
il probar que es a
otada. Probemos pues que una su
esión
re
iente a
otada es 
onvergente.Supongamos que la su
esión es monótona 
re
iente, an ր, sea L el supremo del 
onjunto, yaque es a
otada seguro que tiene un supremo. Enton
es tenemos que an ≤ L ∀n. Por otro lado
onsideremos un ε positivo arbitrario. El número L − ε no puede ser 
ota superior de todos los an(en ese 
aso sería 
ota superior inferior al supremo, lo que es imposible) por lo que seguro que paraun N determinado se tiene,

L − ε < aN (7.14)pero 
omo la su
esión es 
re
iente para valores n ≥ N tendremos que
L − ε < aN ≤ an ∀n ≥ N (7.15)lo que impli
a,
0 ≤ L − an < ε ∀n ≥ N (7.16)por lo que L será el límite de la su
esión. c.q.d.Con lo que además hemos probado que,

lim
n→∞

an = sup{an | n ∈ N} . (7.17)Análogamente se demuestra el 
aso en el que {an} es monótona de
re
iente.Ejemplo 7.4: Consideremos la su
esión dada por,
{xn} , x1 =

√
2 ; xn =

√

2 + xn−1 ∀n ≥ 2 . (7.18)Probemos utilizando el método de indu

ión que la su
esión es 
re
iente:1) x2 =
√

2 + x1 =
√

2 +
√

2 > x12) Supongamos que xn > xn−13) Veamos si (2) impli
a que xn+1 > xn,
xn+1 =

√
xn + 2

por (2)
>

√

xn−1 + 2 = xn (7.19)y al mismo tiempo que está a
otada superiormente, por ejemplo por el número 3,1) x2 =
√

2 + x1 =
√

2 +
√

2 < 32) Supongamos que xn < 3



130 CAPÍTULO 7. Su
esiones y series3) Veamos si (2) impli
a que xn+1 < 3,
xn+1 =

√
xn + 2

por (2)
<

√
3 + 2 < 3 . (7.20)Al ser a
otada y 
re
iente el teorema 7.2 nos asegura que es 
onvergente. Veamos si somos ahora
apa
es de en
ontrar su límite 
uando n tiende a in�nito. Dado que existe di
ho límite, podemosasegurar que ∀ε > 0, ∃N , tal que ∀n > N se 
umple que an+1 − an < ε. Por lo tanto di
ho límitetiene que satisfa
er:

x = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

√

2 + xn−1 =
√

2 + x (7.21)de donde,
x2 = 2 + x ⇒ x = lim

n→∞
xn = 2 . (7.22)Ejemplo 7.5: Un 
onjunto de su
esiones muy interesante son las de�nidas por la denominada �E
ua
iónlogísti
a�. Esta es una su
esión de�nida por re
urren
ia:

xn+1 = r xn (1 − xn) n = 1, . . . , (7.23)
on x0 un número entre [0, 1] y 0 < r < 4. La riqueza de esta e
ua
ión es di�
il de intuir a la vista desu simpli
idad. Si bus
amos sus posibles límites, denominando (si existe) L = limn→∞ xn, tendremos,
L = rL(1 − L) ⇒ L = 0 o L = (r − 1)/r . (7.24)Lo que se observa, de modo simpli�
ado, es:

0 < r < 1 xn → 0
1 < r < 2 xn → (r − 1)/r
2 < r < 3 xn → (r − 1)/r

3 < r < 3 +
√

6 xn → os
ila entre dos valores: no tiene l��mite.
3 +

√
6 < r < 3.54 xn → os
ila entre 
uatro valores: no tiene l��mite.... (7.25)En la �gura 7.1 se muestran los valores entre los que os
ila la su
esión 
omo fun
ión de r.7.2 SeriesLas series surgen 
omo generaliza
ión de la suma de un número �nito de términos al 
aso in�nito.Se trata pues de sumas in�nitas que requieren ser de�nidas 
uidadosamente y estudiadas en 
ada
aso ya que no 
omparten mu
has de las propiedades de la suma tradi
ional.Ejemplo 7.6: Paradoja de Zenón (tomada del libro de T. Apostol, Cal
ulus I)Consideremos un ejemplo pare
ido al de la paradoja original de Zenón. Un 
orredor re
orre avelo
idad 
onstante una distan
ia. En tiempo T , re
orre la mitad del re
orrido, en T/2 re
orre elsiguiente 
uarto, en T/4 re
orre el siguiente o
tavo et
. ¾Llegará el 
orredor a su destino si tiene quere
orrer un número in�nito de tramos?Análizemos el problema del siguiente modo, tenemos que ver si podemos dotar de 
ierto sentido ala suma in�nita,

T +
T

2
+

T

4
+

T

8
+ . . . (7.26)Por otro lado si el 
orredor re
orre la mitad del re
orrido en T y va a velo
idad 
onstante, re
orrerátodo el re
orrido en 2T , por lo que intuitivamente,

T +
T

2
+

T

4
+

T

8
+ · · · = 2T . (7.27)
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Figura 7.1: Diagrama de bifur
a
ión de la e
ua
ión logísti
a. Para x0 = 0.25, muestra los valoresentre los que os
ila el valor para n grande de la e
ua
ión dependiendo de r. Notese que para r < 3sólo hay una solu
ión, mientras que para r > 3 empiezan a apare
er os
ila
iones para n → ∞.Figura tomada de Wikipedia.org.La suma que bus
amos es la suma,
T

∞∑

n=0

1

2n
(7.28)que es la suma de una serie geométri
a de razón 1/2 y la estudiaremos en este tema.7.2.1 Serie in�nitaDe�ni
ión 7.7: Sea {an} una su
esión de números reales o 
omplejos, an ∈ R o an ∈ C, 
onstrui-mos una nueva su
esión {sn} del siguiente modo,

s0 = a0

s1 = a0 + a1...
sn = a0 + a1 + · · · + an =

n∑

k=0

ak . (7.29)Al par ordenado de su
esiones ({an}, {sn}) se le denomina serie in�nita. Para 
ada n ∈ Nllamamos,
• an término n-ésimo de la serie
• sn suma par
ial n-ésima de la serieDe�ni
ión 7.8: Se di
e que una serie 
onverge si la su
esión {sn} 
onverge. En di
ho 
aso sedi
e que la su
esión {sn} es sumable y al límite de la su
esión {sn} se le denomina suma de laserie y se es
ribe,

S = lim
n→∞

sn =

∞∑

n=0

an . (7.30)Se di
e que una serie diverge si la su
esión {sn} diverge.



132 CAPÍTULO 7. Su
esiones y seriesTeorema 7.3: Supongamos una serie de términos positivos, an ≥ 0 ∀n, enton
es, la serie∑∞
n=1 an
onverge ⇔ {sn} está a
otada superiormente.Demostra
ión. (sólo ⇒)

sn = a1 + a2 + · · · + an ⇒ (7.31)
{sn} es una su
esión monótona 
re
iente y por tanto 
onverge si está a
otada superiormente (verTeorema 7.2). c.q.d.Teorema 7.4: Condi
ión de Cau
hy para series.La serie ∑∞

n=1 an 
onverge ⇔ para 
ada ε > 0 ∃ N | |an+1 + · · · + an+p| < ε, ∀p =
1, 2, . . . y ∀n > N .Demostra
ión. (sólo ⇐)Consideremos la su
esión sn =

∑n
n=1 an, y 
onsideremos,

sn+p − sn = an+1 + an+2 + · · · + an+p . (7.32)Esta será la distan
ia entre dos términos 
ualesquiera, si di
ha distan
ia es menor que un ε arbitrariopara n superiores a un N dado, 
omo di
e la hipótesis de la dere
ha, enton
es la su
esión será deCau
hy y este teorema se redu
e al Teorema 7.1. c.q.d.Si en el teorema anterior 
onsideramos p = 1 tenemos que una 
ondi
ión ne
esaria1 (aunqueno su�
iente) para que la serie ∑∞
n→1 an 
onverja es que,

lim
n→∞

an = 0 . (7.34)Un ejemplo 
lási
o en el que di
ha 
ondi
ión se 
umple pero que sin embargo no es 
onvergente esla serie armóni
a,
an =

1

n
. (7.35)Se puede ver que la 
ondi
ión de Cau
hy para series no se 
umple. Consideremos n = 2m y p = 2m,enton
es,

an+1 + · · · + an+p =
1

2m + 1
+

1

2m + 2
+ · · · + 1

2m + 2m
≥ 2m

2m + 2m
=

1

2
, (7.36)que no satisfa
e la 
ondi
ión de Cau
hy para ε ≤ 1/2, ⇒∑∞

n=1
1
n diverge pese a que limn→∞

1
n = 0.Así pues estudiar si limn→∞ an es o no 
ero es un buen 
omienzo para saber si la serie puede
onverger.Ejemplo 7.7:

∞∑

n=1

(
n2 + 1

n2 − 1

)n2 (7.37)veamos si el término general de la su
esión tiende a 
ero, 
ondi
ión ne
esaria para que 
onverja la serieya que se trata de una serie de términos positivos. En primera instan
ia tendremos una indetermina
ióntipo 1∞, que re
ordemos se podían 
al
ular 
omo (ver e
ua
ión 4.118.):
lim

n→∞

(
n2 + 1

n2 − 1

)n2

= eb con b = lim
n→∞

n2

(
n2 + 1

n2 − 1
− 1

)

, (7.38)1Esta misma 
ondi
ión se puede obtener, sin más que notar que si la serie 
onverge se tiene que tener
lim

n→∞
sn = L = lim

n→∞
sn+1 ⇒ lim

n→∞
(sn+1 − sn) = 0 = lim

n→∞
an+1 (7.33)
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Figura 7.2: La su
esión, {an}, junto 
on la su
esión de sumas par
iales, sn =
∑n

i=1 ai. En rojo lassu
esivas sumas par
iales en las que se suma hasta un número par de términos, y en azul hasta unnúmero impar de términos.pero b puede 
al
ularse,
lim

n→∞
n2

(
n2 + 1

n2 − 1
− n2 − 1

n2 − 1

)

= lim
n→∞

2n2

n2 − 1
= 2 (7.39)de donde el término general tiende a e2 6= 0, por lo que la serie no 
onverge.7.2.2 Serie alternadaDe�ni
ión 7.9: Si an > 0 ∀n, la serie

∞∑

n=1

(−1)n+1an = a1 − a2 + a3 − a4 + . . . (7.40)se denomina serie alternada.Teorema 7.5: (de Leibniz)Si {an} es una su
esión de
re
iente que 
onverge a 0, ⇒ la serie alternada ∑∞
n=1(−1)n+1an es
onvergente.Y además si llamamos S a la suma de la serie y sn a la suma par
ial enésima se veri�
a,

0 < (−1)n(S − sn) < an+1 ∀n ≥ 1

0 < |S − sn| < an+1 . (7.41)Demostra
ión. (del libro de G.H. Hardy) Consideremos:
s2n+1 − s2n−1 = a2n+1 − a2n ≤ 0

s2n − s2n−2 = −a2n + a2n−1 ≥ 0 . (7.42)De donde la su
esión, {s2n} es 
re
iente, y la su
esión, {s2n+1}, es de
re
iente (ver Fig. 7.2). Almismo tiempo tenemos, que la diferen
ia entre ambas,
lim

n→∞
s2n+1 − s2n = lim

n→∞
a2n+1 = 0 . (7.43)Tenemos pues dos su
esiones, una 
re
iente, y otra de
re
iente, que tienden al mismo límite, porlo tanto ambas tienden a límites, y ambos límites han de ser el mismo. c.q.d.En la �gura 7.2 se muestra una su
esión junto 
on la su
esión de sumas par
iales de la seriealternada.



134 CAPÍTULO 7. Su
esiones y series7.2.3 Convergen
ia absolutaDe�ni
ión 7.10: Dos de�ni
iones:
• La serie ∑∞

n=1 an es absolutamente 
onvergente si la serie ∑∞
n=1 |an| es 
onvergente.

• Diremos que la serie 
onverge 
ondi
ionalmente si ∑ an 
onverge pero ∑ |an| diverge.Teorema 7.6: La 
onvergen
ia absoluta, ∑ |an| 
onverge, impli
a la 
onvergen
ia de la serie,
∑

an.Demostra
ión. Consideremos
|an+1 + an+2 + · · · + an+p| ≤ |an+1| + |an+2| + · · · + |an+p|

conv abs
< ε (7.44)

∀ε ∃ N,n > N y ∀p ≥ 1 ⇒ ∑
an también satisfa
e la 
ondi
ión de Cau
hy, Teorema 7.4, por loque es 
onvergente. c.q.d.Un ejemplo de serie que es 
onvergente pero no absolutamente 
onvergente es el 
aso de la serie,

∞∑

n=1

(−1)n+1 1

n
(7.45)que es 
onvergente en virtud del Criterio de Leibniz, Teorema7.5. Sin embargo la serie de los valoresabsolutos es la serie armóni
a que hemos visto que no es 
onvergente.7.2.4 La serie geométri
aLa serie geométri
a es la siguiente,

sn =

n∑

k=0

xk = 1 + x + x2 + · · · + xn . (7.46)Donde x debe entenderse 
omo un párametro, un número real 
ualquiera. Podemos obtener unaexpresión para la suma par
ial sn del siguiente modo, siempre que |x| 6= 0. Multipli
ar por x yrestando tendremos,
xsn = x + x2 + · · · + xn+1 (7.47)y

(1 − x)sn = 1 − xn+1 ⇒ sn =
1 − xn+1

1 − x
. (7.48)Si x = 1 tendríamos que sn = n + 1 y si x = −1 tendremos sn = 0 si n es impar y sn = 1 si nes par.¾Para qué valores de x es 
onvergente la serie geométri
a?Veamos los distintos 
asos,

• |x| < 1 ⇒ limn→∞ xn+1 = 0 y limn→∞ sn = 1
1−x

• |x| > 1 ⇒ limn→∞ xn+1 = ∞ y limn→∞ sn = ∞, diverge.
• x = 1, sn = 1 + 1 + · · · + 1, diverge.
• x = −1, serie os
ilante, s2m = 0, s2m+1 = 1. Diverge ya que no 
umple el 
riterio de Cau
hypara series. Tampo
o 
umple la 
ondi
ión ne
esaria de 
onvergen
ia.
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onvergen
iaTeorema 7.7: Criterio de Compara
ión.Sea an > 0 y bn > 0 si ∃ c > 0 tal que,
∀n ≥ 1 , an < cbn (7.49)

⇒(i) si ∑ bn es 
onvergente ⇒ ∑
an es 
onvergente.(ii) O, lo que es equivalente, si ∑ an es divergente ⇒ ∑

bn es divergente.Demostra
ión. Llamemos sn =
∑

an y tn =
∑

bn, la hipótesis impli
a que,
sn ≤ ctn . (7.50)Si∑ bn 
onverge, sus sumas par
iales, tn están a
otadas, llamemos M a una de las 
otas, tendremosenton
es,
sn ≤ cM , (7.51)por lo que sn será también 
onvergente ya que está a
otado y es monótonamente 
re
iente, verTeorema 7.3. 2 c.q.d.Teorema 7.9: Criterio de Compara
ión por paso al límite.Supongamos an > 0 y bn > 0 para todo n y que además,

lim
n→∞

an

bn
= 1 . (7.54)Enton
es ∑ an es 
onvergente si y sólo si ∑ bn 
onverge.Demostra
ión. Al ser el límite del 
o
iente igual a 1, tenemos que existe un N tal que,

1/2 < an/bn < 3/2 ∀n > N (7.55)Y enton
es tendremos que se 
umple
an < 3/2bn bn < 2an (7.56)y bastará apli
ar dos ve
es el teorema de 
ompara
ión 7.7. c.q.d.Teorema 7.10: Criterio del 
o
iente. (Test de D'Alembert)Supongamos an > 0, estudiemos el límite siguiente,

r = lim
n→∞

an+1

an
, (7.57)donde r NO depende de n. Se tiene para ∑∞

n=1{an}:2Este teorema podría haberse probado de un modo más general.Teorema 7.8: Sea an > 0 y bn > 0 si ∃ c > 0 tal que,
∃ N | ∀n ≥ N an < cbn (7.52)

⇒ (7.53)
• si P

bn es 
onvergente ⇒
P

an es 
onvergente.Donde sólo ne
esitamos exigir que se 
umpla la Eq. (7.49) a partir de un determinado N .
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f(x)

f(3)
f(2)

f(1)

Figura 7.3: Compara
ión entre la integral impropia y las sumas ins
ritas y 
ir
uns
ritas.
• r < 1, la serie 
onverge.
• r > 1, la serie diverge.
• r = 1, indeterminado, ne
esitamos utilizar otro 
riterio.Teorema 7.11: Criterio integralSea f una fun
ión positiva de
re
iente, de�nida para todo real x ≥ 1. Observando la �gura 7.3,podemos es
ribir las siguientes rela
iones,

n∑

i=1

f(i) >

∫ n

1
f(x) dx >

n∑

i=2

f(i) (7.58)o bien,
∫ n

1
f(x) dx + f(1) >

n∑

i=1

f(i) >

∫ n

1
f(x) dx (7.59)y por tanto la serie in�nita 
onverge o diverge según 
onverja o diverja la integral impropia. Ademásla segunda rela
ión nos sirve para a
otar el valor de la suma si somos 
apa
es de 
al
ular la integralimpropia 
orrespondiente.El 
riterio de la integral tiene una apli
a
ión importante, el estudio de la 
onvergen
ia de lassumas,

∞∑

n=1

1

ns
s ∈ R . (7.60)Podemos estudiar su 
onvergen
ia utilizando el 
riterio de la integral, tendremos que estudiar la
onvergen
ia de, ∫ ∞

1

1

xs
dx . (7.61)Estas integrales impropias de primera espe
ie las hemos estudiado explí
itamente en la se

ión 6.6.1,tenemos que: si s > 1 
onvergen y si s ≤ 1 divergen. Por lo que nuestra serie in�nita 
orrerá idénti
asuerte,

∞∑

n=1

1

ns

{
si s > 1 converge
si s ≤ 1 diverge

}

. (7.62)
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has sumas sirven para de�nir una fun
ión de gran importan
ia denominada Fun
ión Zeta deRiemann, ζ, 
uya de�ni
ión es3,
ζ(s) =

∞∑

n=1

1

ns
s > 1 . (7.63)Euler (sXVIII) demostró una igualdad que 
one
ta la fun
ión ζ 
on un produ
to sobre todos losnúmeros primos:

ζ(s) =

∞∑

n=1

1

ns
=

∏

p∈primo

1

1 − p−s
. (7.64)Teorema 7.12: Criterio de la raíz (Test de Cau
hy)Sea ∑∞

n=1 an 
on an ≥ 0 ∀n, de�namos,
R = lim

n→∞
(an)1/n (7.65)enton
es se tiene,

• si R < 1, la serie 
onverge.
• si R > 1, la serie diverge.
• si R = 1, el 
riterio no de
ide, ne
esitamos utilizar otro.No vemos la demostra
ión, pero observese que 
on el R de�nido, tendremos que para n su�-
ientemente grandes se tendrá,

an ≈ Rn (7.66)por lo que el que∑ an sea 
onvergente estará intimimamente rela
ionado 
on que la serie geométri
a
∑

Rn 
onverja. Di
ha serie geométri
a 
onverge sólo si R < 1 
omo hemos visto en la se

ión 7.2.47.2.6 Series de poten
iasUn 
onjunto de series de espe
ial relevan
ia son las series de poten
ias, que pueden es
ribirsedel siguiente modo,
sn =

∞∑

i=1

anxn . (7.67)Estas han apare
ido por ejemplo en la se

ión: 5.9. Será importante determinar para que valoresde x se tiene que la serie in�nita es 
onvergente. En parti
ular tendremos que algunas series depoten
ias serán 
onvergentes para una determinada región de x y divergentes en el resto de la re
tareal.Ejemplo 7.8:
∞∑

i=0

xi = 1 + x + x2 + x3 + x4 + . . . (7.68)
onverge si x < 1, y diverge en 
ualquier otro 
aso. Esto se puede ver apli
ando el 
riterio del 
o
iente.La serie 
onverge si:
lim

n→∞
xn+1

xn
< 1

⇒ x < 1 . (7.69)3Observa que la fun
ión ζ(s) es fun
ión de s que es el exponente, no 
onfundir 
on las series geométri
as de lase

ión 7.2.4.
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esiones y seriesRadio de Convergen
iaEl ejemplo anterior puede entenderse 
omo que la serie de Taylor de la fun
ión,
f(x) =

1

1 − x
(7.70)
onverge sólo para x < 1. El he
ho de que la fun
ión, f(x), no esté a
otada en el punto x = 1 estáintimamente rela
ionado 
on que el radio de 
onvergen
ia sea 1.De�ni
ión 7.11: El radio de 
onvergen
ia de una serie de poten
ias se de�ne 
omo el número real

R tal que ∀x < R se tiene que la serie de poten
ias es 
onvergente.Se puede obtener o estimar utilizando los 
riterios de 
onvergen
ia, por ejemplo, del 
riterio del
o
iente se tiene que la serie de poten
ias sn =
∑∞

i=1 anxn es 
onvergente si,
lim

n→∞
an+1x

n+1

anxn
< 1 (7.71)lo que es lo mismo que,

R−1 = lim
n→∞

an+1

an
(7.72)signi�
ando que ∀x < R la serie es 
onvergente.




