(333)

FICHAS DE LA ASIG \

.

\//




‘ TEXTOS DOCENTS ‘

@)

MATEMATICAS:
FICHAS DE LA ASIGNATURA

C. Arenas

Departament d’Estadistica

Publicacions i Edicions

Uem@EEd] UNIVERSITAT DE BARCELONA



INDICE

Los numeros: un poco de historia ...

Ficha 1: Recordatorio ... e

Ficha 2: Funciones (I) ... B

Ficha 3: Funciones (II) ... B

Ficha 4: Continuidad ... ...

17

23

.29

Ficha 5: Derivadas ...,

Ficha 6: Regla de I’'Hopital ... B

Ficha 7: Estudio de funciones

Ficha 8: Teoremas de funciones continuas y derivables ...

Ficha 9: Graficas de algunas funciones

Ficha 107 INTEGIACION ..o

Ficha 11: Métodos de integracion ...

Ficha 12: Integral definida e impropia ...

Ficha 13: Ecuaciones diferenciales ...

Ficha 14: Funcidn Logistica ...

Ficha 15: Sucesion matematica ..o,

Ficha 16: Sucesion de Fibonacci

Ficha 17: Series ...

231

33

37

39

.43

45

51

.53

.59

.. 63

67

71

75

17

Ficha 18: Ecuaciones €n difer€NCIAS ...

Ficha 19: Polinomio de Taylor ...

79

81

&
=}
=
<
=
&n
k7!
<
<
Q
el
wn
<
=
)
S5
)
<
)
=
<
£
)
2
=




LOS NUM3ROS: 1 POCO D3 HISTOR1A

“Los nimeros siempre han formado parte de la vida del hombre para contar
cabezas de ganado, el paso de los dias etc. Con seguridad fueron los diez dedos de
la mano los que dieron lugar al sistema decimal actualmente por todos utilizado,
pero otros numeros no tan conocidos son importantes en la naturaleza y merecen
un poco de atencidon. Vamos a hablar pues del numero cero, del ntimero pi, del

namero de oro y del menos conocido nimero de plastico.”

Los numeros: un poco de historia

EL CERO

El nimero cero es relativamente moderno. No lo conocian ni babilonios, ni chinos, ni egipcios,
ni griegos ni romanos. El cero es una “nada” que puede hacer cambiar los niimeros de valor.
Asi en nuestro sistema de numeracion, que es posicional, un 8 representa 8 objetos, pero con un

simple 0 se convierte en un 80.

Se sabe que los mayas conocian el cero, pero no lo usaban para realizar calculos (como harian los
hindues y los pueblos que acufiarian su sistema), sino como simbolo en sus ritos religiosos. Fue
en el afio 650 cuando en India nacio el cero que conocemos. No esta claro quien fue su inventor
pero grandes matematicos hindues, como Aryabhata, Brahmagupta 6 Mahariva pusieron los
cimientos de la aritmética moderna entre los siglos VI y IX. En el siglo VI, el astrénomo hinda
Aryabhata ided un sistema numérico decimal de nueve cifras, incluyendo la denominada kha
(posicidn). A finales del mismo siglo Brahmagupta posiblemente ide6 el simbolo del cero. Tanto

¢l como Mahariva (siglo IX) lo utilizaban para hacer calculos.

Retrato de Leonardo de Pisa, también llamado Fibonacci

(http://www.mathekiste.de/fibonacci/inhalt.htm)
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La primera aparicion documentada del cero, data del afio 876 y fue descubierta en una inscripcion
en una piedra (encontrada al sur de Delhi) en la que se describe las dimensiones de un jardin
como 187 por 270 hastas (antigua medida hindu, equivalente a unos 45 cm) y su produccion, en
50 unidades por dia. Lo mas curioso es que 270 y 50 aparecen escritos casi como los conocemos
en la actualidad. Desde India, los diez digitos incluido el cero, pasaron a la cultura arabe y de
ahi probablemente llego a Italia, extendiéndose por Europa. En 1202, Leonardo de Pisa, también
llamado Fibonacci lo describio en su obra “Liber Abaci”, alabando su gran utilidad frente al

sistema de numeracion romano.

EL NUMERO PI

Probablemente es el nimero mas famoso de la historia y representa la relacion existente entre la

longitud de una circunferencia y su diametro.

Circle Area=
axrl

Relacion existente entre la longitud de una circunferencia, su diametro y el numero Pi

(http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Circle\ _Area.svg)

Aunque para la mayoria de la gente pi sera siempre tres-catorce-dieciséis, su valor es 3.1415926

5358979323846l... y asi hasta el infinito sin que su secuencia de cifras se repita jamas.

3.14159

265358979
32384626433

83279502884197

169399375105820074
04450230781640628620899

86280346253421170679821480865
138230664700 3E44600550582 23172535040
BTG P T 3

AL 208
A FRIERATTE b

Poster representando el simbolo del mimero pi, asi como gran cantidad de sus decimales

(http://unihedron.com/projects/pi/)



Aparece en las gotas de lluvia, las estrellas, los planetas, las burbujas de agua, las ondas de un
estanque. Del Libro de los Reyes (s.VI a.C.) se deduce que el valor atribuido en Oriente Proximo
a la circunferencia era el 3. Los antiguos egipcios y babilonios sabian que su valor era algo

mayor. Y es conocido como el numero pi aparece en la construccion de las piramides.

Pénmétre /[H=2207=7

alb=151=Q

Aréte /H= 12

N 2= 18585 m

El numero Pi era utilizado en la construccion de las piramides egipcias

(http://villemin.gerard. free.fi/Wwwgvmm/Esoteris/Image595.gif)

El cientifico griego Arquimedes de Siracusa, en su obra “Sobre la medida del circulo” se
aproximo al calculo de la longitud de una circunferencia a través de un sistema basado en
inscribir una circunferencia en un poligono de 9 lados, afirmando que el valor de pi debia de
estar entre 3 10/71 y 3 1/7, expresandolo como fraccion ya que los griegos no conocian los
decimales. El astronomo y gedgrafo griego Ptolomeo (150 d.C.) equipar6 pi a 3.1416. En el
siglo V, el matematico y astronomo Tsu Ch’ung Chi fij6 el valor de pi en 355/113, que es
exacto hasta la sexta cifra decimal. En 1430 el irani Jamshid al-Kash escribio6 en “El tratado de
la circunferencia” 14 decimales de pi, una exactitud que en Europa tardaria siglo y medio en
superarse. Hacia 1600 el aleman Ludolph van Ceulen calculo, utilizando poligonos de 32000
millones de lados, el valor de pi con 35 decimales. Como homenaje se grabaron las 36 cifras
de pi en su tumba, en Leiden. En su honor el nimero pi también se llama niimero ludolfino. En
1706 el matematico ingles William Jones propuso el nombre de pi. Parece ser que eligio esta
letra griega por ser el equivalente de nuestra p de perimetro. Pero fue en 1748 cuando el suizo
Leonhard Euler fijo el empleo de este termino en su obra “Introduccion al calculo infinitesimal”.
A finales del siglo XIX el matematico ingles William Shanks calculé a mano, tardando 20 afios,
707 decimales de pi. En 1945 se detecto un error en su desarrollo y solo las 527 primeras cifras
eran correctas. Los informaticos Yasumasa Kanada y Daisuke Takahashi consiguieron superar

los 6000 millones de decimales. Dos afios mas tarde consiguieron los 51000 millones.

Los numeros: un poco de historia
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EL NUMERO DE ORO

Su valor numérico es 0.61803398874989484821..... y representa una proporcién. Supongamos
que dividimos una barra de un metro en dos trozos desiguales, de forma que la proporcion entre
la barra entera y el trozo mayor sea la misma que entre éste y el menor. Justamente esa proporcion
es el nimero de oro. Este numero aparece en la naturaleza, desde la imbricacion de las semillas
en ciertas flores hasta la organizacion de las escamas en las pifias y otros frutos, 6 la distribucion
de las hojas de un tallo. El nimero aureo es antiquisimo. Su calculo aparece en las obras de
Euclides, matematico griego a caballo entre los siglos IV y Il a. C. Pero probablemente, ya en
el siglo VI a.C,, el filosofo griego Pitagoras, fundador de una secta mistico-religiosa dedicada
al estudio de las matematicas, lo investigd. En el arte, la Grecia clasica empezd a considerar la
proporcion Aurea como la méaxima calidad estética de un disefio. El Partenon levantado en la
Atenas de Pericles, es una de las primeras manifestaciones de la aplicacion del niimero dureo en

la arquitectura.

Partendn, primera muestra de utilizacion del nimero de oro en arquitectura

(http://archigroup79.persianblog.com/).

Por ejemplo la distancia existente entre las columnas de su fachada es armonica. En el
Renacimiento se rescatan las teorias geométricas de Grecia aplicadas a la arquitectura y escultura.
La relacion entre artistas y matematicos era muy estrecha. Un ejemplo se encuentra en las figuras

de Leonardo da Vinci y el matematico Luca Pacioli, autor de “La Divina proporcion”.



FICHA 1: RECORDATORIO

En esta ficha se repasan algunos conceptos basicos como el de conjunto,
nimero, ordenacion, valor absoluto, intervalos 6 factorial, asi como algunas
operaciones basicas y las areas y volimenes de las principales figuras
geométricas.

Conjuntos

Un conjunto es una coleccion de objetos. Los objetos de un conjunto se denominan elementos

del conjunto.

Notacion

El elemento x estd en el conjunto A xe A

El elemento x no estd en el conjunto A xg A

EI conjunto de todos los x que verifican la propiedad P {x: P}

Clasificacion de los numeros reales R

Numeros naturales (6 enteros positivos) N 1,2,3,......

Enteros V4 1,-1,4, 10, -5, -6......

Numeros racionales Q {X: X =p/q con py g enteros, g # 0 }

Numeros irracionales R\ Q numeros reales que no son racionales, asi por ejemplo :
3,311, 7.

Orden en los numeros

Los niimeros reales estan ordenados. Los simbolos <, > se llaman desigualdades y <, > se

llaman desigualdades estrictas.

Algunas propiedades

1) sia<byb<centoncesa<c.

il) sia <bentoncesa + ¢ < b + ¢ para tddo numero real c.
ill) sita<byc<dentoncesa +c<b+d.

iv) sia<byc>0entonces ac < bc.

v) sia<byc <0 entonces ac > bc.

Ficha 1: Recordatorio
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Valor absoluto

El valor absoluto de un numero a es la distancia de a al 0. Se representa por |a| y viene

|a| = a,siaespositivo,a > 0
dado por . '
|a| = —a, sl aesnegativo,a < 0

Si se tiene |a - c| representa la distancia entre a y ¢ siendo su valor

|a—c|=a—c,sia—c20 |a—c|:a—c,sia20

es decir
|a—c|:—a+c,51a—c<0 |a—c|:—a+c,51a<c

Intervalos

Sea a <b,
i)  Elintervalo abierto (a, b) es el conjunto de todos los niimeros reales comprendidos
entreayb: (a,b)={x:a<x<b}
it)  Elintervalo cerrado [a, b] es el conjunto de todos los nimeros reales comprendidos
entre a y b incluyendo los puntos a y b: [a, b] = {x ras<x< b}
Otros intervalos son:
i) (a, b] ={x:a<x<b}
iv) [ab)={x:a<x<b}
v) (g o)={x:a<x}
vi) [a©)={x:a<x}
vil) (-0, b]={x:a< b}
viii) (-0, D)= {x:a<b}
ix) (-0, 00) = conjunto de todos los reales.

Factorial de un nimero
Sea n un entero positivo, el factorial de n es el producto de todos los enteros de 1 an

n=1-2-3-...-n—-1-n

Por convenio 0!=1.



Algunas férmulas basicas
(a+b) =a*+b*+2ab

(a—b) =a* +b* —2ab

Ficha 1: Recordatorio

a+b) =a’+3a"b+3ab” +b
3 3 2 2 3
(a—b) =a* —3a’b+3ab> - b’
a’—b* =(a+b)a-b)

a b =(a-b a2+ab+b2)

a’+b’ :(a-i-b)(a2 —ab+b2)

x“=1/x"
xa+b — xaxb
xt=x"/x?
x"=1,x#0
(xa)h — xab

In(xy)=lnx+Iny

In(x/y)=lnx—-1Iny

Inx” =ylnx

Six =e” entonceslnx =y

S _
Six =a’ entoncesln, x =y
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TABLA DE AREAS Y VOLUMENES

cuadrado triangulo
a A=a’ A=B-h/2
rectangulo romboide
h :h
B A=B-h A=B-h
rombo trapecio
A=D-d/2 A=B+b)-h/2

poligono regular

A=P-a/2 @

circulo
A=n-R’

P=2-n-R

corona circular

sector circular

|

A=mn-R*-r) A=m-R* n/360
. cubo cilindro ——===R
|
' a A=6-2° A=2-1-R-(h+R) .
~'J___- 3 -
V=a V=n-R*-h
ortoedro cono
= g
| ¢ A=2-(ab+ac+bc) A=n-R*(h+g) @
.I'a h

V=a-b-c

V=n-R*-h/3

prisma recto
A=P-(h+a)

V=Ag-h @

tronco de cono
A =m- [g(r+R)+r’+R7]

V=m-h-R*r*+Rr)/3

tetraedro regular
A=a’-\3

V=2a22/12

esfera
A=4-7-R’

V=4-1-R%/3

octaedro regular
A=2-2"13

V=a*-12/3

huso. cuiia esférica
A=4-7-R*-n/360

V=Vg:n/360




piramide recta

A=P-(a+a")/2

V=Ag-h/3

casquete esférico
A=2:m-R +h

V=n-h*-(3R-h)/3

tronco de piramide
A="%(P+P')-a+AptAp

2 | v=(AgtAs+VAzVAg) - h/3

zona esférica

A=2-m-R-h

V = mh(h*+3-r*+3r%) / 6

Ficha 1: Recordatorio

D pesel perimetro (suma de la longitud de los lados) ; a es la apotema

@ g es la generatriz ; \ es la raiz cuadrada del nimero

® Ap es el area de la base 5 heslaaltura ; Ry rson los radios ;
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