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INTRODUCCIO

La creaci6 d’una llicenciatura en Ciéncies Actuarials i Financeres ha provocat la necessitat
d’estructurar els programes de les assignatures per tenir en compte P’especificitat de la formaci6 que
rebran els futurs professionals.

Les pagines que segueixen han estat pensades com a material docent de I’assignatura
Econometria Actuarial, que es cursa obligatdriament el darrer any de ’esmentada llicenciatura de la
Universitat de Barcelona. Aquest llibre vol suplir la manca de manuals d’econometria dedicats a
especialistes en finances i assegurances, no tant des d’un punt de vista de I’aproximacié metodologica,
sin6 des d’una vessant d’aplicacid.

Els interessats en la matéria trobaran un bon nombre de manuals d’econometria d’amplia
difusi6. Els manuals introdueixen els principals conceptes dels métodes estadistics 1 matematics que
s’utilitzen en el mén econdmic i, habitualment, contenen un seguit d’exercicis al final de cada capitol
a fi d’insistir en els coneixements introduits. En I’ambit més practic, trobem excel-lents llibres que
mostren I’aplicacié de I’econometria, sovint usant programes informatics que fan molt senzilla la tasca
de calcul, on es posa émfasi principalment en ’obtencid i la interpretacié de resultats, aixi com en la
selecci6 d’una metodologia adequada al problema. -

La nostra experiéncia ens ha conduit a pensar que el futur actuari o expert en finances i banca
no troba en les anteriors fonts bibliografiques exemples excessivament propers al que sera la seva
futura practica professional. Per suplir aquest fet, i des d’'un enfocament eminentment aplicat, la
descripci6 de casos d’{is de técniques econométriques en I’analisi de situacions reals creiem que té una
gran utilitat: motiva la introduccié de cada tema i mostra els resultats (i limitacions) de la metodologia
explicada. Les properes pagines tenen aquest sentit: donar testimoni de I'is de I’econometria en
I’ambit actuarial, assegurador, financer i bancari.

- Cada capitol consta de quatre parts: la primera part inclou material d’interés per al seguiment
de I’assignatura, quadres resum, explicacié d’un tema o problemes plantejats; la segona presenta un
cas, extret de la bibliografia especialitzada, que sera objecte de discussio a classe; la tercera mostra
una petita base de dades per realitzar algun exercici amb ordinador de practica dels conceptes que
s’han discutit, i, finalment, la quarta part recull un seguit d’exercicis proposats.

Cal fer constar ’agraiment a la primera promoci6 d’estudiants d’Econometria Actuarial per

la seva contribuci6 a gestar el material que es presenta, i a tots els companys del moén universitari que
’han millorat.

Barcelona, juliol de 1996

Montserrat Guillén i Mercedes Ayuso
Coordinadores de ’edicié de Econometria Actuarial: material docent i casos practics



CAPITOL 1

1. EL MODEL DE REGRESSIO (I)

Agquest capitol té els apartats segiients:

- Hipotesis basiques i metodes d’estimacio.

- Propietats dels estimadors.

- Eines de validacié del model.

- Contrast de parametres i estimacio restringida.

Per a la seva introduccid és molt til examinar, en primer lloc, alguns exemples classics d’is
del model en economia. Els quadres resum serveixen com a sintesi dels diferents apartats del tema,
perd convé comprendre els conceptes a qué es refereixen i la deduccié de les propietats per a un
seguiment adequat. Amb vista a la preparacié personal del tema s’inclouen exercicis per resoldre. El
cas practic d’aplicaci6 es discutira en grup per afavorir ’intercanvi d’idees i, finalment, una petita base
de dades servira per efectuar una sessié amb ordinadors.

La denominacié d’econometria va aparéixer per primera vegada els anys 30, quan es va fundar
la revista Econometrica. Una de les definicions més acceptades de I’abast d’aquesta matéria és la que

diu que: "L’econometria és I’estudi de I’aplicacié dels métodes estadistics a ’analisi dels fenomens
economics."

El model de regressio €s una de les eines basiques de I’econometria i classicament constitueix
el primer pas per comprendre el tractament de qiiestions empiriques. L’econometria tracta de resoldre
el problema de contrastar les hipotesis tedriques de relacions entre variables economiques: relacions
entre oferta i demanda, les funcions de cost i de produccid, entre d’altres. El cas més senzill es pot
examinar amb "is d’un model de regressié lineal.

Com es veura també en 1’apartat del cas practic, la técnica que s’introdueix en aquest capitol
es pot aplicar també en el context assegurador. Per tant, no hem de pensar en aquests métodes com
a exclusius de I’analisi economica, siné que cal aprofundir en la seva aplicabilitat en altres entorns i,
fonamentalment en aquest cas, en I’ambit de les relacions que s’estableixen entre variables financeres
o tipicament en problemes d’assegurances.

El model de regressio lineal es basa en el concepte de dependéncia estocastica entre variables
i tracta d’introduir un marc adequat per al seu tractament. El plantejament de contrastos estadistics és
precisament inherent al fet que suposa que les relacions entre les variables que s’estudien no sén
exclusivament deterministes, siné que involucren un grau d’aleatorietat que podem considerar com a
una part de pertorbacié que no és possible especificar.

1.1 Material de treball

Els esquemes que es presenten a continuacié es dediquen a resumir les nocions principals de
les hipotesis basiques del model de regressio.
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1.1.2 Principals consideracions sobre el comportament de la variable dependent en PMRLM

Tenint en compte les hipdtesis basiques, la variable dependent (Y) del model presenta les
caracteristiques segiients:

* Es defineix a partir d’una combinaci6 lineal en qué apareix un terme d’aleatorietat (el
terme de pertorbacio del model, u,). Aixo fa que sigui també un variable aleatoria.

* Es distribueix segons una llei normal.

* Larelaci6 entre la variable dependent i les variables independents incloses en el model

és, en mitjana, determinista:
E[Y] = E[XB+U] = XB+E[U] = XB
EG)yF B x;+ B, % + ... + B x; Vi i=1,2,..,.N.

* La seva variancia és constant i no depén dels valors de les variables explicatives (és

la variancia del terme de pertorbacié del model):

Var[Y] = E[Y-E(Y)]* = E[(XB+U)-XBF = E[U’ = ¢ L

* Els valors per la variable dependent, corresponents a observacions diferents de la

mostra, sén independents entre si:
Covar [y,y]= 0, Vi#j, i,j=1,2,....N.

* Matricialment, podem escriure:

Y ~ N (XB6,)
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1.1.3 Métodes d’estimacié del model de regressi6 lineal miltiple
Els metodes més habituals d’estimacié de ’MRLM son:
* Métode de minims quadrats ordinaris (MQO)

* Métode de maxima versemblanca

1.1.3.1 Métode de minims quadrats ordinaris
Els estimadors dels minims quadrats ordinaris (MQO) sén aquells que minimitzen la suma,
per a tota la mostra, de les diferéncies al quadrat entre els valors observats de la variable endogena

i els estimats per a la mateixa pel model de regressi6. D’aquesta forma, els estimadors MQO sén
aquells que fan minima la suma de quadrats dels errors (SQE) dins del model.

Per a I’observaci6 i-€ssima, sent e, = y,-, I’obtencié del Bi ooy implica:

N N
min SCE = min ¥ e = min ¥, ;-9
i=1 i=1
Matricialment, podem escriure e= Y-P= Y-XB; i aleshores I’obtencié del vector

d’estimadors MQO, es dedueix de:

B(MCO)’
min SCE= min (e'e)= min [(Y-XB)(Y-XB)].

D’aquesta forma,

= (XX)XY

BMCO

Propietats dels estimadors MQO
Suposant que es compleixen les hipotesis basiques de ’MRLM:
* 1a propietat:

- El vector d’estimadors MQO és un vector d’estimadors lineals (combinacié lineal
de la variable dependent):

Buco= (XXXT.

"~ El vector d’estimadors MQO és una variable aleatoria:

B,co= B+HXX)X'U.
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- El vector d’estimadors MQO es distribueix segons una llei normal:

Buco ~ N [EB, o). Var(B, o)l

* 2a propietat:

- El vector d’estimadors MQO és un vector d’estimadors no esbiaixat:

E[BMco] = B

* 3a propietat:

- Els estimadors MQO sén eficients (Optims): dins el conjunt d’estimadors lineals i no
esbiaixats, son els que posseeixen variancia minima (teorema de Gauss-Markov).

V(IT‘(BMCO) =E ([BMCO _E(BMco)] [BMCO _E(BMCO)] ,):
Var[B, . ,]= c;(X'X)™.
Var[Bj]: cf,aj,. ; sent a; lelement de la matriu (X'X)™ que ocupa la posicié jj.

* 4a propietat:

- Els estimadors MQO s6n consistents:

x| 8

=

lim__ Var(Bep)= lim, [

Donat I’acompliment de les propietats anteriors, el vector d’estimadors MQO és un vector
d’estimadors anomenats BLUE (estimadors lineals sense biaix optims) i consistents, amb distribucié
de probabilitat:

Buco ~ N [B.oXX)™
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Analisi dels residus MQO

Els residus MQO (e,) es defineixen com la diferéncia entre els valors reals de la variable
dependent i els valors ajustats pel model de regressio.

e=y, - [B+By,++Bx] Vi=12,.N.
Matricialment:

e= Y-¥= Y-XB.

Les propietats fonamentals dels residus MQO son:

1. Hi ha ortogonalitat entre les variables explicatives incloses en el model de regressié
i el vector de residus MQO:

N
Zxﬁei= 0, Vj=12,....k
i=1

Matricialment:

Xe= 0

K=1)

* Si hi ha terme independent dins del model, la suma dels residus MQO és zero:

N
N Zei
Six, =1 Vi=12,. ., N> Eei =0=>e= ,=]1V = 0.
i= 1

2. El vector de residus MQO €s una combinaci6 lineal del vector d’observacions de la
variable dependent.

e = MY, sent M =[I-X(X'X)" X'].

3. El vector de residus MQO és una combinacié lineal del vector de pertorbacions
aleatories del model.

e = MU.

4. Davant la preséncia de terme independent dintre del model de regressio, el vector de
-residus MQO compleix les propietats segiients:

* Esperanga nul'la =  E(e) = 0.,
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* Var-Covar [e}= E [(e- E(e)) (e- E(e))’}= E [ee’].
E(ee’) =dt M = Covar (e,e)0, Vi, i,j=1.2,....N.
5. El vector de residus MQO és una variable aleatoria ja que és una combinaci6 lineal
del terme de pertorbacid del model. Per tant, la seva distribucié de probabilitat és:
e ~ N (0,,6M)

e, ~ N (0,&im,), Vi = 1,2,...N.

Estimacié de la variancia del terme de pertorbacio

A partir dels residus MQO,

E(e'e) = & (&rM) = &2 (N- K)

D’aquesta forma, és possible demostrar que:

_ e'e
“  N- K|

1 finalment es pot obtenir directament I’estimacié de la variancia dels estimadors MQO:

Var (Boeo) = & (X' X)
Var (BjMCO) = 6: a

JJ

Calcul de la suma dels quadrats dels errors (SQE)

Segons les propietats dels residus MQO:

*|SQE = e'e = YM'MY = Y'MY|

]
[\
[

1

*|SQE = e’e = UM'MU = U'MU|

*|SOE = e'e = Y'Y- f'X'Y = Y'Y~ P9

A partir de ’Gltima expressio, en la qual suposem la preséncia de terme independent en el model,
podem assenyalar que la diferéncia entre la suma dels quadrats dels valors reals de la variable
dependent i la suma dels quadrats dels valors de la variable dependent explicats pel model de regressié
(dependent ajustada) és la suma de quadrats dels errors o suma residual.
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1.1.3.2 Métode de maxima versemblanca
Els estimadors de maxima versemblanga (MV) s6n aquells valors dels parametres per als quals
la mostra donada (les dades o observacions) seria la més probable. D’aquesta forma, els estimadors

de maxima versemblanca son aquells que maximitzen la funcié de versemblanga, basada en les
caracteristiques distribucionals del terme de pertorbacié del model.

A partir del model: ¥ = XB + U, [I’aplicacié del métode de maxima versemblanga suposa

establir una série d’hipotesis:

1. Amb relaci6 al terme de pertorbacié del model (U).

Els termes de pertorbaci6 aleatoria del model es distribueixen segons una llei normal,
amb valor esperat nul i variancia constant:

1

_ exp {- L [, - E@)F }.
2nG, y

) =

exp {- 12 P }; Vi=1,2,..,N.

2
27o, O,

*E@E0, Vierl, 2. ,N= f(u) =

*Var = ol Vi=1l, 2, N

Matricialment, per al vector U, direm que:

* El vector d’esperanca del terme de pertorbacio és zero:

U, 0

EU=0= E

un Nxl _0 wd Nxl

e o

* Sota les hipotesis d’homoscedasticitat i de no-autocorrelacié entre els termes de
pertorbaci6 de les diferents observacions, la seva matriu de variancies i covariancies
és:

Var-Cov [U}= E [UU’}= 6 .

* El vector Ugy,,, es distribueix segons una llei normal multivariant de dimensi6 N,
de forma que la funci6 de densitat conjunta té I’expressio:

fU)= 0y, Uy,.. )= f,) fw,).fug= M) ()™ exp {—3‘-2- U }.

u
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2. Amb relacié a la matriu de variables explicatives (X):

Es una matriu fixa d’ordre (N*K), sent "N" el nombre de observacions mostrals i "K"
el nombre de variables explicatives.

3.- Amb relacié al vector de variables dependents:

El vector Y y,,, es distribueix segons una normal multivariant de dimensié N i la seva
funcié de densitat conjunta €s la mateixa que la trobada per al vector de termes de
pertorbacié aleatoria del model. Es pot demostrar que:

fD= fU)= @n)™ (@)™ exp {—% U 3.

u

* Per tant, segons les hipdtesis anteriors, la FUNCIO DE VERSEMBLANCA és:

1
Y-XBY (Y-XB)
= ( B}

u

L(Y:B,&)= @m)™ (D)™ exp {-

i els estimadors de maxima versemblanga (MV) de B sén aquells que la maximitzen, donades les
observacions de la variable dependent i de les variables explicatives.

D’aquesta forma, si es calcula:
OL(Y;B,q,)  dLnL(TB.) _
o8~ ©oB

s’obté el vector d’estimadors de maxima versemblanca:

By~ (XX)" X'

Propietats dels estimadors dels parametres de la regressié per maxima versemblanca
* 1a propietat:
Si es compleix la hipotesi de normalitat en la distribucié del terme de pertorbaci6, I’estimador BM,,
és igual a I’estimador BMQO

* 2a propietat:
Com a conseqiiéncia de la propietat anterior, podem afirmar que I’estimador dels parametres
obtingut per maxima versemblan¢a no té biaix:

E[f,,1= B= E[B,p0]

* 3a propietat:
La matriu de Var-Cov poblacional del vector d’estimadors és:

Var-Cov [B,,,]= Var-Cov [B,,,]= 6.} (X’X)".
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Analisi dels residus de Pestimacié de maxima versemblanca

Els residus de ’estimaci6 de maxima versemblanca (e, \) €s defineixen com la diferéncia
entre els valors observats per a la variable dependent i els valors ajustats obtinguts amb 1’estimacio:

e=y- [B, + Bx, + ... + Bx,] Vi= 1,2,..,N.
Matricialment,
ey= Y- Y= Y- XB,,,

i com que BMV= , es complira:

Bugo

(Y-XB,, Y (Y-XB,,) = (Y-XB,0) (Y-XB, ).

7 = o
€mr Emv = € a0 o

Estimacié de la variancia del terme de pertorbacio

A partir de la funci6 de versemblanga [L(Y;B,6,%) ], calculant:

8L(Y;B,0;) OLnL(Y;B,c]) 0

2
oo dc

3

obtenim 1’estimacié de la variancia del terme de pertorbacié mitjancant I’expressio:

Es important assenyalar que 1’estimador de méaxima versemblanga de la variancia del terme
de pertorbaci6 aleatori del model difereix de I’estimador obtingut per minims quadrats ordinaris:

& =& .
Lo 2400
La matriu de Var-Cov estimada per als parametres del model seguira, com per als MQO,
I’expressio:

Var (B,,) = & (X'X)™

var (B, = & a;

No obstant aixo, el fet que &, = Gim = Var (B,,) = Var (
parlant en termes asimptotics, podem dir que:

B,i00)- Per tant, solament

/ /
f]\_f = ;_j{ = & =6 = vaB,) = VaB,u)
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Propietats asimptotiques dels estimadors de maxima versemblan¢a
* 1a propietat: sén no esbiaixats = E (BMV = B.

* 2a propietat: sén consistents = lim___ Prob B, = B.
N MV

* 3a propietat: sén asimptoticament eficients, és a dir, tenen variancia minima en el conjunt
d’estimadors sense biaix.

* 4a propietat: es distribueixen asimptoticament segons una normal.

Per tant, asimptoticament es compleix:

FPLnL
opop’

B,, ~ AN(B,R)|; sent R= -E






