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PREFACIO

El presente Curso de Fisica Estadistica cubre los contenidos de la materia
troncal del mismo nombre de la licenciatura de Fisica en Espana. Como libro
de texto estd dirigido primordialmente a los estudiantes de segundo ciclo de
dicha licenciatura, si bien serd tutil también como libro de consulta a estudi-
antes de otras especialidades cientificas, especialmente de quimica. Se trata de
un curso introductorio y troncal, centrado en el desarrollo de la teoria de colec-
tividades para los sistemas en equilibrio y su aplicacion a sistemas en que sus
constituyentes fundamentales no interaccionan, que se conocen como sistemas
ideales. Pretende proporcionar al estudiante una buena formacién basica, para
abordar las ampliaciones de esta disciplina en posteriores asignaturas optati-
vas.

El libro estda motivado por una serie de aspectos pedagoégicos que echamos
en falta en los libros de texto de esta materia. El aspecto mas importante
es la voluntad de separar claramente los fundamentos teéricos de las aplica-
citones a sistemas concretos. Pensamos que mezclar el formalismo teérico con
aplicaciones particulares, o introducir técnicas de cédlculo especificas a cada
aplicacion, sin explicar su generalidad, desorienta a los estudiantes y les difi-
culta la eleccion del esquema tedrico adecuado para afrontar el estudio de un
problema nuevo. Por ello, con objeto de potenciar la formacion conceptual de
los estudiantes, hemos separado estos dos elementos.

Asi, los fundamentos se presentan en una primera parte del curso, en for-
ma sucinta pero con la generalidad necesaria para abordar posteriormente el
estudio de cualquier sistema mecanico—estadistico. Hacemos especial énfasis
en los aspectos fundamentales que deben guiar dicho estudio.

En cada uno de los capitulos de la segunda parte del libro, dedicada a las
aplicaciones, se presenta el estudio completo de un sistema fisico particular. En
esta parte el énfasis se pone en la elecciéon del esquema tedrico mas adecuado
en cada caso, los calculos y aproximaciones necesarios para llegar a la solucién,
y la interpretacion de los resultados. Cada capitulo de esta parte se completa
con algunos ejercicios propuestos.

El libro contiene una tercera parte de apéndices, en que se pone a disposi-
cién del estudiante un recordatorio de los fundamentos fisicos y matematicos
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necesarios para el tratamiento estadistico de los sistemas considerados. De esta
forma el texto es practicamente autocontenido.

En la preparacién del texto nos hemos guiado por nuestra experiencia
como docentes de la licenciatura en Fisica de la Universidad de Barcelona.
Es el resultado del trabajo de los iltimos tres afios, en que ambos autores
hemos impartido la asignatura troncal Fisica Estadistica, de 7,5 créditos, a
un total de unos doscientos estudiantes por afio. Deseamos que el libro sea
de utilidad como texto basico de trabajo a los futuros estudiantes de esta
materia. Estamos convencidos de que asimilando razonablemente el material
de este curso tendran la formaciéon adecuada para abordar problemas de fisica
estadistica de mucha mayor complejidad.

Queremos agradecer a los profesores de nuestro departamento las numerosas
conversaciones sobre temas de fisica estadistica que de un modo u otro se ven
reflejadas en el contenido del curso. Estamos particularmente agradecidos a
Rolf Tarrach por sus comentarios al capitulo 5. También agradecemos a Angel
Sanchez, de la Universidad Carlos III, y a Raul Toral, de la Universidad de
las Islas Baleares, la lectura critica de algunos capitulos.

Este texto se enmarca en las actividades del Grup d’Innovacié Docent en
Termodinamica © Fisica Estadistica de la Universidad de Barcelona.

Jordi Ortin, José Marfa Sancho.
Barcelona, junio de 2001.



Parte 1
FUNDAMENTOS



Capitulo 1
INTRODUCCION

1.1. Generalidades

La fisica estadistica (llamada tambien mecénica estadistica o termodindmi-
ca estadistica) es aquella parte de la fisica que tiene como objetivo conectar
la fisica microscépica, caracterizada por particulas o unidades elementales y
sus interacciones, con el mundo macroscépico, objeto de estudio de la ter-
modinamica. Pretende entender céomo ciertas propiedades macroscopicas de
los cuerpos extensos formados por un inmenso nimero de particulas (sélidos,
liquidos, gases...) dependen de sus constituyentes microscopicos y sus inter-
acciones.

Por una parte el mundo microscépico estd bien descrito por la mecanica
clasica, la mecdnica cudntica y el electromagnetismo. Por su parte el mun-
do macroscépico estd bien caracterizado por la termodinamica y la fisica
de los medios continuos, principalmente. La termodinamica da predicciones
muy utiles sobre relaciones entre magnitudes macroscépicas pero no deter-
mina como éstas son consecuencia de las propiedades de los constituyentes
microscépicos. El papel de la fisica estadistica es establecer esta conexion.
Mientras que un sistema macroscépico estd formado por un ingente numero
de subsistemas, particulas o grados de libertad, el conjunto de cuyas ecua-
ciones dindmicas es imposible de resolver mateméaticamente, resulta que para
describir las propiedades macroscopicas inicamente son necesarias unas pocas
variables. Nos encontramos, pues, ante un problema de reduccién de variables.
Para abordarlo, ademaés de los fundamentos microscépicos, la fisica estadistica
necesita de forma natural de herramientas matemaéticas adecuadas, como son
el calculo de probabilidades y la estadistica matemaética.

La fisica estadistica, en definitiva, es una parte de la fisica indisolublemente
conectada al resto de disciplinas que forman parte de esta ciencia. Su estudio
requiere por ello una buena preparacién previa en termodindmica, electromag-
netismo, mecanica cldsica y mecénica cudntica.

Para apreciar més claramente donde se sitia la fisica estadistica respecto a
la termodinamica y a las disciplinas de la fisica microscopica, vamos a explicar
a continuaciéon qué aportan cada una de ellas al estudio de una magnitud
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térmica en particular como es la capacidad calorifica.

1.1.1. Ejemplo: la capacidad calorifica

La capacidad calorifica es una magnitud importante porque es a la vez
sensible a detalles microscépicos y medible experimentalmente. A los efectos
de esta explicacién no serd necesario distinguir entre la capacidad calorifica a
volumen constante o a presién constante, C,, o C), respectivamente (ecuaciones
(B.7) y (B.8)).

Experimentalmente podemos estudiar la dependencia de esta magnitud en
funcién de T, y encontramos una gran variedad de comportamientos:

(a) Para un gas noble, la capacidad calorifica es constante en un intervalo
de temperaturas muy amplio.

(b) Para un sélido cristalino la capacidad calorifica tiende a cero para T muy
bajas, y luego va creciendo con la temperatura hasta alcanzar un valor
constante a altas temperaturas (ley de Dulong y Petit).

(¢) En un sélido paramagnético encontramos que la capacidad calorifica ex-
hibe un méaximo pronunciado a una cierta temperatura relativamente
baja (pico Schottky).

(d) Existen sistemas en los que la capacidad calorifica presenta anomalias
notables. Por ejemplo, tanto cerca del punto critico de la transicién de
fase liquido—vapor, como cerca del punto de Curie de la transicién param-
agnética—ferromagnética, la capacidad calorifica exhibe una divergencia.

A pesar de esta diversidad de comportamientos, la termodindmica nos
dice cémo medir la capacidad calorifica experimentalmente y cémo calcularla
a partir de un potencial termodinamico. También nos dice que ha de estar
relacionada de una forma muy determinada con otras propiedades del sis-
tema como el coeficiente de dilataciéon térmica, la compresibilidad, etc., que
se obtienen de la ecuacion de estado. Sin embargo no nos dice cémo obtener
explicitamente ni el potencial termodindmico ni la ecuacién de estado, por
lo que no podemos conocer la forma funcional de la capacidad calorifica en
funcién de las variables termodindmicas del sistema.

En cambio, la fisica microscépica nos ilustra sobre qué tipo de estructura
interna de los sistemas anteriores podria ser responsable del comportamiento
observado de esta magnitud:

(a) Tenemos un sistema formado por particulas casi libres cuya inica magni-
tud relevante es la energia cinética. La mecdanica clésica es aqui el marco
tedrico microscopico.
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(b) Podemos suponer ahora que los dtomos del sélido tienen energia cinética
vibracional e interaccionan entre ellos a través de un potencial que pode-
mos suponer armoénico. Ahora necesitamos la mecdnica cuantica, aunque
Unicamente resultan relevantes los aspectos de cuantizacién de la energia.

(c) En este caso la energia cinética y de interaccién no son muy relevantes y
lo importante esperamos que sea la interaccién entre el campo magnético
externo y los momentos magnéticos internos de los d4tomos o moléculas
del s6lido paramagnético. Aqui debemos usar lo que nos dice la mecédnica
cuantica sobre cuantizacién del momento angular intrinseco de los com-
ponentes microscopicos.

(d) Esta situacién es ciertamente més dificil, pero se puede asegurar que la
cantidad relevante es el potencial de interacciéon entre particulas, princi-
pal responsable de la existencia de una transicion de fase y en consecuen-
cia de la divergencia observada. El problema es muy dificil de resolver
matematicamente, pero como punto de partida basta la mecanica cléasica.

Hemos visto por tanto cémo diferentes comportamientos se corresponden
con mecanismos microscopicos también diferentes.

Los métodos habituales de la fisica microscépica no son factibles ni adecua-
dos para estudiar un sistema macroscépico, formado por N ~ 10?3 particulas.
Es la fisica estadistica, usando sus propios axiomas, la encargada de poder ex-
plicar como tan variado comportamiento macroscopico es consecuencia directa
de una determinada estructura e interaccién microscépica.

En todos los casos, el método de operar de la fisica estadistica es el mismo.
Usando la informaciéon microscopica, hay que calcular alguno de los poten-
ciales termodindmicos (entropia, energia libre de Helmholtz o energia libre
de Gibbs) y a partir de él encontrar la ecuacién de estado del sistema y sus
propiedades termodindmicas, tales como capacidades calorificas, compresibil-
idades, susceptibilidades, etc.

1.2. Fundamentacién y estructura

Podriamos pensar que, dadas las particulas del sistema y sus interacciones,
el comportamiento macroscépico queda ya determinado y por tanto no se nece-
sita una nueva disciplina. Las simulaciones numéricas de la dindmica clasica
de N particulas son un buen ejemplo.

Sin embargo las cosas no son tan simples. Ciertamente obtenemos resul-
tados numéricos ezxhaustivos y correctos pero nos hemos alejado de nuestro
verdadero objetivo: entender el porqué y el cdmo emergen los comportamien-
tos cooperativos macroscépicos de la materia. Para poder hacer esta conexion
se necesitan axiomas nuevos, que fundamentan la fisica estadistica.
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Aunque existen diferentes alternativas, en este curso seguiremos el método
de la teoria de colectividades de Gibbs. Auin dentro de esta teoria hay diversas
formulaciones que parten de axiomas diferentes: postulado de equiprobabilidad
a priori, método de la distribucién mas probable, maximizacion de la entropia,
etc. Nosotros seguiremos la primera de estas formulaciones.

La fisica estadistica puede dividirse en dos grandes cuerpos de doctrina,
segun estudie propiedades de sistemas en equilibrio termodinamico o fuera del
equilibrio:

= La fisica estadistica de equilibrio es una teoria bien establecida y elabora-
da. En un primer estadio, que se corresponde con la materia desarrollada
en este curso, aborda problemas de sistemas ideales (sin interaccién en-
tre los constituyentes microscépicos del sistema) o reducibles a sistemas
ideales, que sirven de base para el estudio de problemas méas complejos
en que la interaccién es importante.

» La fisica estadistica de no equilibrio estd todavia por fundamentar de
una manera cominmente aceptada. En su estado actual es un conjunto
de teorias parciales adaptadas a situaciones concretas: teoria cinética,
teoria de distribuciones de no equilibrio, teoria de la respuesta lineal,
etc.

La fisica estadistica de equilibrio puede dividirse a su vez en dos grandes
partes: fisica estadistica cldsica y fisica estadistica cudntica. Esta division, sin
embargo, no es equivalente a la separacién que se hace, por ejemplo, entre
mecénica clasica y mecanica cuantica.

(a) Fisica estadistica cudntica

El sistema viene descrito por el hamiltoniano cuantico, que en algunos
casos tiene la misma forma que su correspondiente hamiltoniano clasico.
A nivel de este curso es importante el conocimiento de las simetrias de
las funciones propias, soluciones del problema, y el conocimiento de los
valores propios que representan los niveles cuantizados de la energia del
sistema y su degeneracion.

La caracteristica fundamental de esta estadistica es que tiene en cuenta
la coherencia cudntica. Desde un punto de vista cuantico, las particulas
idénticas de un sistema son mutuamente indistinguibles. Por esta razoén,
la funcién de onda que describe estos sistemas debe cumplir condiciones
de simetria muy restrictivas. Estas condiciones dependen del spin de las
particulas, que quedan clasificadas como bosones o fermiones.

Como ejemplos podemos citar los gases cuanticos, en particular el gas
de dtomos bosdnicos con masa y el gas de electrones (fermiones) en un
metal.
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(b) Fisica estadistica clasica

La caracteristica fundamental de esta estadistica es que no tiene en cuen-
ta la coherencia cuantica. Esta estadistica se divide en dos partes:

e Sistemas con hamiltoniano clasico, que depende de variables candnicas
conjugadas continuas. Para estos sistemas no sélo interesa conocer
el hamiltoniano sino también el dominio de existencia de las vari-
ables, contenido en el dominio de los ntimeros reales.

e Sistemas con hamiltoniano cudntico. Ahora sélo se necesita el conocimien-
to de los valores propios que representan los niveles cuantizados de
la energia del sistema y su degeneracién.

Como ejemplos representativos de este grupo senalamos dos: el problema
de las vibraciones en sélidos ideales (modelos de Einstein y Debye), y el
estudio del sélido paramagnético.

Una idea central de este curso, que lo diferencia de la mayoria, es separar
el formalismo de las aplicaciones. En la primera parte, de forma resumida pero
completa, se presenta el cuerpo principal de la fundamentacion, y en la segunda
parte se desarrollan las aplicaciones a sistemas concretos usando tinicamente
los fundamentos introducidos. La tabla 1.1 ilustra el orden en que se encadenan
metodolégicamente las lecciones del curso. Asociada a cada leccion de la parte
de fundamentos hay una o varias lecciones de aplicaciones.

La primera parte del curso se dedica a la fundamentacién de la fisica es-
tadistica de equilibrio. En los primeros capitulos (2, 3 y 4) desarrollamos el
formalismo adecuado (i) a sistemas clasicos y (ii) a sistemas cudnticos en que
los aspectos cuanticos se reflejan tinicamente en la discretizacion de los niveles
de energia, sin efectos de coherencia cuantica. Este formalismo, en la practica,
describe correctamente las situaciones mas comunes. Debe permitir al alum-
no familiarizarse con la nomenclatura y las diferentes técnicas matematicas.
Posteriormente este aparato matemaético se generaliza a los sistemas con co-
herencia cuantica (capitulo 5). Esto completa el formalismo.

La segunda parte del curso se dedica al estudio de las aplicaciones del
formalismo a sistemas concretos de especial relevancia. Se tratan tinicamente
sistemas ideales, en que los constituyentes elementales no interaccionan, o
sistemas con interaccién que admiten una reformulaciéon como sistemas ideales.
En los primeros seis capitulos de esta segunda parte se abordan problemas
sin coherencia cuéntica, en la colectividad microcanénica (capitulos 6 y 7),
canénica (capitulos 8 al 10) y macrocanénica (capitulo 11). Finalmente, los
problemas que requieren un uso explicito de las estadisticas cuanticas se tratan
en los capitulos 12 al 15.
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Cuadro 1.1: Estructura del presente curso.

| Curso de Fisica Estadistica |

| Parte I: Fundamentos | Parte II: Aplicaciones |

1. Introduccién
2. La colectividad microcanodnica

. Gas ideal monoatémico
. Defectos puntuales en sélidos
. Mezcla de gases y paradoja de Gibbs
9. Paramagnetismo clésico y cuantico
10. Vibraciones en sélidos
4. La colectividad macrocanénica | 11. Equilibrio sélido-vapor
5. Mecénica estadistica cuantica 12. Gas de moléculas diatémicas
13. Radiacién térmica: gas de fotones
14. Gases ideales cuanticos
15. Condensacién de Bose-Einstein
Apéndice A: Resumen de fundamentos fisicos
Apéndice B: Resumen de termodinamica
Apéndice C: Elementos de teoria de la probabilidad

0|3 D

3. La colectividad canénica

A un estudiante nuevo en esta disciplina, el camino propuesto le ayuda
a asimilar mejor el cuerpo de doctrina principal de la fisica estadistica. Pos-
teriormente, si le interesa esta parte de la fisica, puede abordar el estudio
de sistemas en interaccion, clasicos o cudanticos, desde una perspectiva bien
fundamentada.

1.3. Breve perspectiva histérica

Encontrar una explicacion de los fenémenos macroscépicos en la Natu-
raleza, a partir de su supuesta estructura microscopica, es uno de los objetivos
fundamentales de la fisica. El otro objetivo fundamental es precisamente cono-
cer esos constituyentes microscopicos y sus interacciones.

En este contexto, ya desde el 1600 aproximadamente se traté de encontrar
explicaciones sobre el comportamiento macroscépico de la materia suponiendo
que estaba formada por particulas muy pequenas que obedecian a las ecua-
ciones de la mecanica clasica. Este modo de operar dio lugar a una parte de la
fisica llamada teoria cinética, en principio aplicable tanto a sistemas en equilib-
rio como fuera del equilibrio, que obtuvo logros muy remarcables. Actualmente
sigue usandose principalmente en el estudio de los gases. Se logré asi entender
el comportamiento de los gases ideales y correcciones a los gases reales (ecua-
ciones de estado y energia interna). También se encontré la distribucién de
velocidades de las particulas de un gas en equilibrio (distribucién de Maxwell)
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y los coeficientes de transporte (conductividad eléctrica y térmica, y coefi-
cientes de viscosidad y difusién) en un gas. La teorfa cinética culminé con la
ecuacién de Boltzmann, hacia el 1900, para la distribucién de probabilidad de
las posiciones y velocidades de las particulas con interaccién de un gas. Sin
embargo esta teoria era de complicada extension a los sistemas cuénticos y a
los sistemas no mecanicistas, como por ejemplo, los sistemas magnéticos. Se
necesitaba, pues, un marco teérico mas general que fuera aplicable a todos los
sistemas.

En 1902 Gibbs desarrolla su teoria de colectividades, que permite estudiar
cualquier sistema macroscopico, siempre y cuando estén bien definidos sus con-
stituyentes microscépicos y sus interacciones. La teoria de Gibbs se desarrolla
practicamente de forma simultinea a los trabajos de Einstein sobre mecanica
estadistica, que llegan a conclusiones andlogas aunque parten de ideas mas
ligadas a la teoria cinética y a la constitucién atémica de la materia. La teoria
de colectividades de Gibbs es una teoria abstracta y muy general, que si bien
es aplicable tinicamente a sistemas en equilibrio termodindmico, ha podido in-
corporar en su esquema el estudio de sistemas cudnticos sin dificultad gracias
a los trabajos de Bose, Einstein, Fermi y Dirac.

Los resultados de la fisica estadistica son muy notables. Las propiedades
de los gases reales clasicos pueden explicarse completamente usando tnica-
mente fundamentacién clasica. Los sistemas magnéticos también son abord-
ables, si bien se ha de hacer uso de los fundamentos cudnticos. Fenémenos de
bajas temperaturas, como la superfluidez y la superconductividad, tipicamente
cuanticos, se explican adecuadamente dentro de este marco.

La fisica estadistica ha mostrado con éxito que las transiciones de fase y
los fenémenos criticos tienen su origen en las interacciones microscépicas, y
ha permitido entender como el comportamiento colectivo cerca de un punto
critico hace irrelevantes muchos detalles microscépicos del sistema.

Las técnicas de la fisica estadistica son tan genéricas y potentes que se usan
actualmente con gran éxito en el estudio de sistemas complejos (polimeros,
cristales liquidos, redes neuronales...). En este sentido se ha convertido en
una materia interdisciplinaria imprescindible.

Actualmente la fisica estadistica se estd convirtiendo en una disciplina
de referencia para cualquier problema moderno que involucre muchos grados
de libertad y del que se espera algin tipo de comportamiento cooperativo
entre sus componentes, abarcando desde el funcionamiento del cerebro hasta
el comportamiento social de los seres vivos, de los mas pequenos como virus
y bacterias hasta el hombre. Otros temas de actualidad que estdn atrayendo
a los fisicos estadisticos incluyen la dindmica del mercado bursatil y el trafico
de vehiculos.
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1.4. Conceptos necesarios

Dada la estrecha conexién de la fisica estadistica con otras partes de la
fisica, es conveniente tener frescos algunos conceptos de fisica y matemadticas
necesarios para estudiar los sistemas macroscopicos. Presentamos a contin-
uacién una lista de temas que el alumno deberia repasar y conocer antes de
iniciar el estudio de esta disciplina.

(a) Termodindmica: temperatura absoluta. Energfa interna. Entropia. Ener-
gias libres de Helmholtz y de Gibbs. Condiciones de equilibrio termodindami-
co. Ecuacién de estado, equilibrio entre fases y equilibrio en sistemas
pluricomponentes. Funciones respuesta: compresibilidad de un gas, sus-
ceptibilidad magnética y capacidades calorificas.

(b) Mecanica cldsica: hamiltoniano clésico de diferentes sistemas, variables
candnicas conjugadas y espacio fasico.

(¢) Mecdnica cudntica: hamiltoniano cuantico. Niveles de energia y degen-
eracién. Simetrias de la funciéon de onda y spin. Cuantizacién del mo-
mento angular.

(d) Mecanica relativista: hamiltoniano de una particula libre relativista.

(e) Electromagnetismo: interaccién de un dipolo eléctrico (magnético) con
un campo eléctrico (magnético). Polarizacién, imanacién, susceptibili-
dad magnética. Longitud de onda, frecuencia, energia y momento de las
ondas electromagnéticas.

(f) Estadistica y teoria de la probabilidad: cdlculo combinatorio, funciones
de distribucién discretas y continuas, cambios de variable, valor medio
y varianza.

Por su importancia en este curso, el libro se completa con tres apéndices
que cubren la mayoria de los puntos senalados. En el apéndice A se repasan
nociones de mecanica clasica, cuantica y electromagnetismo. En el apéndice
B se hace un repaso de la termodinamica de equilibrio, y en el apéndice C se
recuerdan algunos conceptos necesarios de probabilidad y estadistica.





