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PROLOGO

Es un hecho incuestionable que los métodos estadisticos constituyen una herramienta
imprescindible para aquellos profesionales e investigadores que han de manejar datos y
obtener conclusiones de tales informaciones. Por este motivo, la Estadistica esta pisando con
fuerza en ambitos del conocimiento sumamente diversificados (Ingenieria, Ciencias
Experimentales, Medicina, Psicologia, Econdmicas, Sociologia, etc.), y para todos ellos se
ofrecen conceptos de desarrollo tedrico de facil aplicabilidad.

Con esta obra se facilita al lector un material completo y consistente —teoria, ejercicios y
problemas- que contribuya al afianzamiento de sus conocimientos de Estadistica, y le aporte
un motivo de reflexion sobre los diversos conceptos utilizados y sus aplicaciones. El amplio
corpus de conocimiento estadistico ha obligado a un disciplinado esfuerzo de contencidn para
evitar una extension desmesurada de la obra, dado el desplegamiento de contenidos que
ofrece esta disciplina en la actualidad.

El contenido de la obra se estructura en nueve capitulos. En los tres primeros se tratan las
variables aleatorias y las diferentes distribuciones discretas y absolutamente continuas, y, son
basicos para comprender el cuarto, relativo a la distribucion de los estadisticos en el muestreo.
En los capitulos cinco y seis se trata el tema de la estimacién puntual de pardmetros, los
diferentes métodos de estimacidn y la teoria sobre el contraste de hipotesis. Los capitulos
siete y ocho se refieren a la estimacidn por intervalos de confianza y al contraste de hipotesis
paramétrico. Finalmente, el capitulo nueve se dedica a la regresion lineal simple.

Diversos capitulos del texto estan ilustrados con una aplicacion practica, utilizando el paquete
estadistico Statgraphics Plus, version 5.1. Entendemos que esta vertiente relativa a
aplicaciones resulta de suma utilidad para quienes pretendan adquirir una sélida formacion
estadistica, y les ofrece un apoyo indudable desde este segundo flanco, sin duda rele-
vante.

Esta obra, fruto de la experiencia docente en diversas titulaciones en las cuales la Estadistica
tiene un papel relevante, se ha concebido con la idea de que pueda contribuir a los estudiantes
de estas titulaciones a adquirir los conocimientos basicos de la disciplina, y teniendo
especialmente en cuenta la realidad coyuntural que nos envuelve, en un momento de
discusion e implantacion de nuevos planes de estudio, que suponen una reduccion del tiempo
dedicado a la materia, pero no de los contenidos.
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1. VARIABLE ALEATORIA

1.1 Concepto de variable aleatoria

Sea un espacio de probabilidades (Q,a,P), donde @ es una algebra de sucesos. Si el algebra
a son las “partes de Q27 (a = go(Q)) , una variable aleatoria X es toda aplicacion del espacio muestral

Qenlarectareal R.

X: Q — R

€ €
o — X(w)
siendo X (@) el valor de la variable aleatoria.
Obsérvese que X aplica a cada suceso elemental en un punto de la recta real y que con un mismo

Q se pueden definir infinitas variables aleatorias distintas.

1.2 Funcion de distribucion de probabilidad de una variable aleatoria
F(x)=P[XSx] VxelR

Obsérvese que esta funcion solamente existe para variables aleatorias porque si X es una
variable aleatoria, el conjunto

[XSx]z{a)eQ|X(a))£x}cQ

€S un Suceso.

La funcion de distribucidén cumple las siguientes propiedades:

1) 0 F(x)<1 VxeR

La demostraciéon es trivial, pues por definicién, F(x) es una probabilidad y la misma esta
comprendida entre 0y 1.

1. Variable aleatoria
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2) lim F(x)=0; lim F(x)=1
X——0 X—>+0
En efecto, se puede demostrar:

lim F(x)= lim P[X <x]= lim P{weQ[X(w)<x|=

X—>—00

[ lim {@ e QX () < x}} = P{weQ|X(0) <~} =

X—>—0

=P
=P()=0

lim F(x)= lim P[X <x]= lim P{oeQ|X(®)<x}=

X—>+00 X—>+0 X—>+0

:P[ lim {@ e QX () < x}} = P{weQ|X(0) < +oo} =

X—>+0

=P(Q)=1
3) F(x) es no decreciente. Esto significa que
si x <% =F(x)<F(x,)  Vx.xeR
En efecto:
x<x,={weX(®<x}c{oel|X(®)<x,|

y teniendo en cuenta que

si Ac B entonces P(A)<P(B)
resulta

P[X <x]<P[X<x,] oloqueeslomismo F(x)<F|(x,)

4) Pla< X <b]=F(b)—-F(a)
En efecto:
[X <b]=[X <a]+[a< X <b]
Aplicando a los dos miembros de la igualdad la probabilidad, se tiene:
P[X <b]=P{[X <a]+[a< X <b]}
Por ser los sucesos [X <a] y [a < X <b] mutuamente excluyentes

P[X <b]=P[X <a]+Pla<X <b]



Despejando P[a < X <b] resulta:
Pla< X <b|=P[X <b|-P[X <d]

y teniendo presente la definicion de funcidn de distribucioén queda:

1. Variable aleatoria

Pla< X <b]=F(b)-F(a)

que es lo que se queria comprobar.

5) F(x) es continua a la derecha, es decir,

lim F(x) = F(a) YaelR

x>a

Se ha de demostrar que

lim F(x)—F(a)=0 VaeR

x>a

En efecto:

lim F(x) - F(a) = lim F(x) - lim F(a)

lim F(x) - F(a) = im[ F(x) - F(a)]

Teniendo presente la propiedad (4) resulta:

lim F(x)—-F(a)= limP[a< XSx]

x>a x>a

1LmaF(x) ~F(a)=P }(ig;[a <X <x]

11Ln F(x)-F(a)= P[;: X <d|

;:%F(x) ~F(a)=P{weQla< X(»)<a|
11Ln F(x)—F(a)=P(a,a]

E%F(x) ~F(a)=P(2)=0

x>a

que es lo que se queria comprobar.

Interesa estudiar dos casos concretos, que son el caso discreto y el caso absolutamente
continuo.
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1.3 Variables aleatorias discretas

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion discreta, si el conjunto de valores
que toma con probabilidad no nula, es finito o infinito numerable. Esto quiere decir que existe una
sucesion de nimeros reales x,,x,,...,x,,..., tal que:

P[X=x]=p,#0
P[X #x,]=0

En el caso discreto mas que la funcion de distribucion se utiliza la funcion de densidad de
probabilidad que en este caso se define asi:

f(xi):P[X:xi]zpi;tO

f(x)=0 si x#ux i=L2,...,n

gene

Son ejemplos de variables discretas, el numero de accidentes por afio en una planta quimica, el
numero de piezas defectuosas producidas por una maquina, etc.

1.3.1 Propiedades de la funcion de densidad de probabilidad (o de cuantia) en el caso discreto
)0 f(x)<1 VxeR
La demostracion es trivial, por ser la funcidén de densidad en el caso discreto una probabilidad.

n (o)

2) Z f(x)=1

3) F()=P[X <x]=> f(x)

X;<x

F(x) es la funcién de distribucion de la variable aleatoria X o probabilidad acumulada.

Ejemplo 1.1

Supdngase que en una bolsa hay tres monedas de un €, dos monedas de 50 céntimos de € y una
moneda de 10 céntimos de €. Ademds, que todas las monedas son del mismo tamafio y que no se
pueden diferenciar con el tacto. Si se escogen dos monedas, primero una y después otra, sin devolver
la primera a la bolsa, y consideramos la variable aleatoria X correspondiente a la ganancia del juego,
determinar:

a) La funcion de densidad de probabilidad.

b) La funcion de distribucion.

¢) P(X=1)

d) P(X<1,5)

e) P(0,60<X<1,5)



Solucion:

a) Podemos esquematizar el resultado del juego mediante la siguiente tabla

Primera moneda Segunda moneda Ganancia Probabilidad
1€ 1€ 2€ 3/6-2/5=1/5

1€ 50cens 1,5€ 3/6:2/5=1/5
1€ 10cens 1,1€ 3/6:1/5=1/10
50cens 1€ 1,5€ 2/6:3/5=1/5

50cens 50cens 1€ 2/6-1/5=1/15
50cens 10cens 60cens 2/6-1/5=1/15
10cens 1€ 1,1€ 1/6-3/5=1/10
10cens 50cens 60cens 1/6-2/5=1/15

Se trata de una variable discreta con funcion de densidad

X f(x)=P(X=x)
2 1/5

1,5 2/5

1,1 2/10

1 1/15

0,60 215

b) Para hallar la funcion de distribucion de X tengamos en cuenta su definicion

Fx)=P(X <x).
Entonces

0 x < 0,60
2/15 0,60<x<1
3/15  1<x<1,1
6/15 11<x<15
12/15 15<x<2

1 x=2

F(x)=

c) Observando la funcion de cuantia del apartado a) tenemos que
P(X=1)=1/15
d) Observando la funcién de distribucion en el apartado b) tenemos que

P(X <15)=P(X <1])=6/15
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e) Teniendo en cuenta que se trata de una variable aleatoria discreta, la probabilidad pedida viene
dada por

P(0,6< X <1,5)=P(X =1)+ P(X =11)=4/15

1.4 Variables aleatorias absolutamente continuas

Cuando X es una variable aleatoria absolutamente continua, toma una infinidad (no numerable)
de valores, por lo que no resulta apropiado hallar la probabilidad de cada valor de la variable, es de
esperar que cada uno de ellos tenga probabilidad nula. Por tanto, se admitira que para cualquier
numero real a se verifica P(X =a)=0, y so6lo son susceptibles de tener probabilidad no nula los

intervalos.
Son ejemplos de variables aleatorias absolutamente continuas, la conversion de una reaccidon
quimica, el espesor de una lamina, el tiempo de vida de un instrumento, etc.

1.4.1 Definicion y propiedades

Se dice que una variable aleatoria X es absolutamente continua si existe una funcion f{x)
denominada funcién de densidad tal que su funcion de distribucion F(x) se puede escribir asi:

F(x)= j f(tydt  VxeR
La funcion f(x) verifica las siguientes propiedades:

) /()20
2) T f(x)dx=1
En efecto, ya que,
T S (x)dx = lim ] f(0)dr = lim F(x)=1
3) F'(x) = f(x), cuando fix) sea continua en x.

b
4) P(x<a<b)= j £ (x)dx

En efecto,

b a
P(a< X <b)=F(b)— F(a) = j F(x)dx - j F(x)dx



pero siendo a<b,

l].f(x)a’x = L]f(x)dx + Z]-f(x)dx

y entonces resulta:
a b a b
Pa<X <b)= j F(x)dx+ j £ (x)dx — j F(x)dx = j F(x)dx

La propiedad (1) expresa que la curva representativa de la funcion de densidad f{x) se encuentra
por encima del eje de abscisas. La propiedad (2) expresa que el area total bajo la curva de la funcion
de densidad vale la unidad.

Ejemplo 1.2

Sea X una variable absolutamente continua de funcion de densidad de probabilidad:

k-(1+x%) sixe(0,3)

fX(x):{o sixe(0,3)

Se pide:
a) Hallar la constante & y la funcidn de distribucién de probabilidad.
b) Probabilidad de que X esté comprendido entre 1y 2.
c) Probabilidad de que X sea menor que 1.

d) Sabiendo que X es mayor que 1, probabilidad de que sea menor que 2.
Solucion:

a) Se verifica:

+00

j F(x)de=1

—00

0

3 +00
j F(x)dx + j F(x) dx+ j F(x)de=1
—0 0 3

Alser f(x)=0 si x¢(0,3), las integrales primera y tercera son nulas y entonces queda:

;[f(x)dle : }k(1+x2)dx:1 : k|:x+§} =1

0 0

k-12=1 = /’c=L
12
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La funcion de distribucion asociada a la funcion de densidad de probabilidad es:

0 six<0
F(x)—] f(dt= L )c—i-x—3 si0<x<3
J 127 3
1 six>3
b)
2 372
P(1<X<2)=ji(uxz)dx:L X =i(2+§—1—1J:i
s 12 12 3] 12 3 3) 18
)

P(X<1)=P(XSI):F(I):%(1+§j=é

d) Es una probabilidad condicionada:

P([x>1]n[X<2]) PU<x<2) 5/18 5
Pix<2fx=1)- P(X>1)  1-P(x<l) 8/9 16

1.4.2 Comparacion del caso discreto con el absolutamente continuo

En el caso discreto, f(x)=P(X =x). En el caso absolutamente continuo, f(x) = P(X =x).

Es decir, en el discreto, la funcidén de densidad representa una probabilidad y, por tanto, no
puede valer mas de 1. En el absolutamente continuo, la funcion de densidad de probabilidad no
representa una probabilidad y, por tanto, puede valer mas de 1. No obstante, en el caso absolutamente
continuo, f(x)dx se interpreta como la probabilidad infinitesimal de que la variable aleatoria X

alcance valores dentro del intervalo (x, x +dx) (véase la figura 1.1).

Sx)

X x+ dx X

Figura 1.1

En el discreto, la probabilidad de que X tome un valor cualquiera a es:

P(X =a)>0

En el absolutamente continuo, la probabilidad de que X tome un valor cualquiera a es nula; es

decir:

P(X=a)=P(a<X<a)=‘]-f(x)dxzo



En el caso discreto, nos valemos de puntos para introducir la probabilidad, mientras que en el
absolutamente continuo, nos valemos de intervalos, debido a ser nula la probabilidad en cada punto.

En el discreto, cualquier probabilidad es la suma de probabilidades asociadas a puntos. En el
absolutamente continuo, cualquier probabilidad es una integral definida, asociada a un intervalo,
verificandose:

b
P(a<X£b):P(a<X<b):P(a£X<b):P(aSXsb):F(b)—F(a):If(x)dx

1.5 Distribucion conjunta de dos variables aleatorias

Sea (Q,a,P) un espacio de probabilidades y, X e Y dos variables aleatorias definidas sobre €l.

Cada una de ellas es una aplicacion de QQ en R ; por tanto, el par aleatorio (X, Y) permite definir una
aplicacion de Q en el producto cartesiano R xR como sigue:

0Q
(X,7): @ —> RxR
Y € €
xy) o — (X(@),Y(®)=(x,y)

Se define una funcién de dos variables, que es la funcién de distribucion conjunta del par
aleatorio (X, Y), de la siguiente manera:

F(x,y)=PloeQ|[ X (@) <x]n[Y (@) < y]}
o en forma resumida:
F(x,y)=P{{X <x]n[Y <y]}

La funcion de distribucion F'(x, y) tiene las siguientes propiedades:
1) 0<F(x,y)<1
2) lim F(x,y)=0 y lim F(x,y)=1

X—>—00 X—>+o0

4 e
y—>—© y—>+0
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3) h}}? F(x,y)=F/(x) siendo F{(x) la funcién de distribucién marginal de la variable aleatoria X.
x fija
Y40

lim F(x,y)=F,(y) siendo F,(y) la funcién de distribucion marginal de la variable aleatoria Y.
y fiia
X—>+00

4) P{[a <X<b]ln[e<Y< d]} =F(b,d)—F(a,d)—F(b,c)+ F(a,c)

",

X

Existen dos casos diferenciados: el caso discreto y el caso absolutamente continuo.
1.5.1 Distribuciones bivariantes discretas
Supongase que X e Y son ambas discretas, o sea:

X:oX,X%,..,X

[ R

Yo YiYaseos Voo
Entonces el par aleatorio (X, Y) tomara los valores (x,., Yy, )
La funcién de densidad conjunta en el caso discreto, se define asi:
7 (i) = P(IX =x]0[Y =, ]) = py =P(x.3,)

La funcion de densidad conjunta verifica las siguientes propiedades:

1) 0<f(x,y;)<1

D S

3) F(x,y)= z f (xl., yj) siendo F(x,y) la funcion de distribucion conjunta del par
e

aleatorio (X, Y).



1.5.2 Funciones de densidad marginales en el caso discreto

Conociendo la distribucion conjunta del par (X, Y) es posible determinar las distribuciones de X
e Y por separado, denominadas distribuciones marginales.

La funcidén de densidad marginal de la variable aleatoria X viene dada por:

Sfi(x)= PX x Zp,]

En efecto,

Los sucesos de la forma [X = xi] N [Y =y j] son mutuamente excluyentes, por tanto:
P[X =x] :ZP([X:xi]m[Y:yj]):Zpij
J J

Analogamente, la funcion de densidad marginal de la variable aleatoria Y viene dada por:

fz(yj)ZP[Y:yj:':Zpi/

Ejemplo 1.3

Supénganse las variables aleatorias discretas X e Y con funcidén de probabilidad conjunta dada
por la siguiente tabla:

Y ! =4 =5

x1=3 0,17 0,10
x=10 0,13 0,30
x3=12 0,25 0,05

Se pide:
a) Hallar las funciones de densidad marginales.
b) Hallar los valores de la funcion de distribucion conjunta F(x,,»,),F(x,,»,) y F(x;,¥,).
¢) Determinar f(10'5,5) y F(10's,5).
d) Funcion de distribucion marginal de X : F;(x, ).
¢) Funcion de distribucién marginal de Y : F, (y, ).

Solucion:

a) La funcion de densidad marginal de X se obtendrd sumando, para cada valor de X, los valores de la
funcidn de densidad conjunta, resultando:

£(x)=f,3)=P[X =3]=f(3,4)+ /(3,5 =0,17+0,10=0,27
£(x,) = £,(10)= P[X =10] = £(10,4) + £(10,5) = 0,13+ 0,30 = 0,43

£i(x)=£,12)=P[X =12]= £(12,4)+ f(12,5)=0,25+0,05=0,30

1. Variable aleatoria

w2
o
o]
<
o
. p—
—
o
<
wn
o
o
=
w2
Ny
el
<
=
w2
O
7]
o
o]
o
=
s



Se verifica que:
L)+ fi(x)+ £(x,)=0,27+0,43+ 0,30 =1

La funcion de densidad marginal de Y se obtendra sumando, para cada valor de Y, los valores de la
funcion de densidad conjunta, resultando:

f(»)=f,(4)=P[Y=4]=f(3,4)+ f(10,4)+ f(12,4)=0,17+0,13+0,25=0,55
fr(»n)=£,(5)=P[Y=5]= f(3,5)+ f(10,5)+ f(12,5)=0,10+0,30 +0,05 = 0,45

Se verifica que:

H()+ £, (1,)=0,55+0,45=1

b)
F(x,,0)=F(10,4)= P([X <10]n[Y <4])= £(3,4) + /(10,4) = 0,17 +0,13=0,30
F(x,,y,)=F(10,5)=P([X <10]n[Y <5])=
=13, 4+ f(3,5+ £(10,4)+ £(10,5)=0,17+0,10+0,13+ 0,30 = 0,70
F(x,.y,)=F(12,5)= P([X <12]n[Y <5])=
=13, )+ £(3,5) + £10,4)+ £(10,5)+ £(12,4) + £(12,5) =1
Q)

£10'5, 5)=P([X =10'5]n[Y =5])=P(@[Y =5])=P(D)=0
F(10'5, 5) = P([XS 10'5]N[r < 5]) =13, 4+ f(3,5)+ f(10,4)+ £(10,5)=0,7

d) Funcidn de distribucion marginal X : F| (xz)
F(x,)=F(10)=P[X <10]= f,(3)+ /,(10)=0,17+0,10+ 0,13+ 0,30=0,7

¢) Funcion de distribucion marginal Y : F, (, )
Fy,(»,)=F,(5)=P[Y <5]= f;(4)+ /,(5)=0,17+0,13+0,25+0,10+0,30 +0,05 =1

1.5.3 Distribuciones bivariantes absolutamente continuas

Se dice que el par aleatorio (X, Y) tiene una distribuciéon conjunta bivariante absolutamente
continua si existe una funcion f(x,y), llamada funcién de densidad bivariante, tal que:

F(x,y)= )] T[f(u,v)du dv

Se verifica:
1) f(x,)20

+00 +00

2) I jf(x,y)dxdy =1

—00 —00



O’ F(x,y)

3
) Ox Oy

= f(x,y) sifes continua en (X, y).

4) P([a<X<b]m[c<Y<d])= l]‘i[f(x,y)dxdy

ac

5) f(x,y) no es exactamente una probabilidad, pero f(x,y)dxdy se interpreta como la probabilidad
infinitesimal sobre el rectangulo de vértices (x, y), (x+dx, y), (x, y+dy) y (x+dx, y+dy). Es decir:

f(x,y)dxdsz([x<X<x+dx]m[y<Y<y+dy])

1.5.4. Funciones de densidad marginales en el caso absolutamente continuo

En el caso absolutamente continuo las funciones de densidad marginales son:
£ =[£Gy
£O)= [ 1,y

1.6 Independencia estocastica de variables aleatorias

Dos variables aleatorias, X e Y, son estocasticamente independiente si, y sélo si, la funcién de
distribucidn conjunta es el producto de las funciones de distribucion marginales. Esto se cumple en
general, o sea, tanto en el caso discreto como en el caso absolutamente continuo.

X,Y variables aleatorias independientes < F(x,y)=F (x)-F,(y)

En efecto:

F(x,p)=P([X <x]n[Y <y])=P([X <x])- P([Y < y])= F(x)- F,(»)

1.6.1 Independencia de dos variables aleatorias en el caso discreto

Dos variables aleatorias, X e Y, son estocasticamente independientes si, y sélo si, la funcion de
densidad conjunta es el producto de las funciones de densidad marginales.

S (xoyy)=A(x)-£(y))
para todo par de nimeros reales (x;, ;).
En efecto,
f(xi’yj):P([X:xi]“[y:yJ):P([X:xi])'P([Y:yf]):ﬁ(xi)'fz(yf)
1.6.2 Independencia de dos variables aleatorias en el caso absolutamente continuo

Dos variables aleatorias, X e Y, son estocasticamente independientes si, y solo si, la funcién de
densidad conjunta es el producto de las funciones de densidad marginales.

f(xy)=A(x) £(»)
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En efecto, por la propiedad (3) de la seccion 1.5.3.

_OF(xy) _O[FRE) F()]

Ox Oy Ox Oy

0|0 0 0
=5{5[F1 (x)-Fz(y)]}=5[Fz(y)]-§[ﬁ(x)]—

=L)AL = /() ()

S(x,¥)

1.7 Funcién de distribucion condicional de X en el caso discreto
La funcidn de distribucion condicional de X en el caso discreto se define asi:

F(x.7,)
B (y))

G(xf )=

con Fz(yj)>0.

Es aquella que asigna a cada nimero real x; la probabilidad de que X sea menor o igual que x;,
bajo la condicion de que Y sea menor o igual que yj, es decir,

G(xi‘yj)ZP([X Sxi]‘[yg yj]): P([XPS(E,Y]ZEJYJj yj]) _ FF(;(I;TJ))

1.8 Funcion de distribucion condicional de Y en el caso discreto

Viene dada por la expresion siguiente:

H(yJ"xi): F

con F(x;)>0.

En efecto:

P([Y <y, ]n[x <x]) i

H(yj|xi):P([Yﬁy.f]|[XSxi])z

P([x<x])
:P([Xﬁxi]m[YSyJ):F(xl.,yj)
P([szi]) F(x;)

1.9 Funcion de densidad condicional de X en el caso discreto

Viene dada por la siguiente expresion:
f(x.5;)
£ ()

t(aly)=e(slr =) -

con fz(yj)>0.



En efecto,

T

1.10 Funciéon de densidad condicional de Y en el caso discreto

Viene dada por la siguiente expresion:

h(; ) = (21X =) =

con fi(x,)>0.

En efecto,

e

1.11 Funcion de densidad condicional de X en el caso absolutamente continuo

Es una funcion de x, que viene dada por la siguiente expresion:

f(xayo)
f (J’o)

g(x[x)=
con f,(,)>0.

1.12 Funcion de densidad condicional de Y en el caso absolutamente continuo

Es una funcion de y que viene dada por la siguiente expresion:

f(xo:J/)
fl(xo)

h(ylxo )=
con fi(x,)>0.
Observacion: La formula general de la funcion de densidad conjunta en el caso discreto es:
a) f(x.0;)= A1) h(v %) =g(x]y;) £ (v)

En el caso particular de que las variables aleatorias X e Y son estocasticamente independientes,
se sabe que se cumple:

b) f(xiayj):fl(xi)’fz(yj)

Comparando a) y b) resulta: Si las variables aleatorias X e Y son estocasticamente
independientes se verifica que

g(xi‘yj)zfl(xi)
cualquiera que sea y; y
h(yj |x,.):f2(y_,-)

cualquiera que sea x;.
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O sea, si las variables aleatorias X e Y son estocasticamente independientes se verifica que
cada distribucidon condicional de X, para cada uno de los valores posibles de Y, es igual que la
distribucién marginal de X y que cada distribucién condicional de Y, para cada uno de los valores
posibles de X, es igual que la distribucion marginal de Y.

1.13 Esperanza matematica

1.13.1 Sentido probabilistico de la esperanza matemdtica

Supongase que se han realizado N pruebas, en las cuales la variables aleatoria X ha tomado f
veces el valor xy, f; veces el valor x, ..., f, el valor x,,; ademas, f, + f, +...+ f, = N . En este caso, la

suma de todos los valores tomados por X, es igual a
XX+ +x,f,.

Se halla la media aritmética X de todos los valores tomados por la variable aleatoria, para lo
cual se divide la suma obtenida por el nimero total de pruebas:

xfh+xf+..+x,1,
N

X =

(1.1)

La relacion fi/N es la frecuencia relativa f del valor xi, £o/N es la frecuencia relativa f, de x,,

etc., por tanto, la expresion (1.1) se puede escribir como:
X =xfp + X fp, ot X, /5 (1.2)

Supongase que el nimero de pruebas es bastante grande. Entonces la frecuencia relativa es
aproximadamente igual a la probabilidad de aparicion del suceso (esto se demostrara posteriormente).

Sustituyendo en (1.2) las frecuencias relativas por las correspondientes probabilidades, se
obtiene:

)?leP[X:x1]+x2P[X=x2]+...+an[X=xn].
El segundo miembro de esta igualdad aproximada es la esperanza de la variable aleatoria X, o

sea: E(X).

El sentido probabilistico del resultado obtenido es: La esperanza matematica es
aproximadamente igual (tanto mas exacto, cuanto mayor es el numero de pruebas) a la media
aritmética de los valores observados de la variable aleatoria.

Dicho de otra forma: La esperanza matematica es una generalizacion del concepto de media
aritmética.

1.13.2 Esperanza matemdtica de una variable aleatoria discreta

Supongase que X es una variable aleatoria que alcanza los valores: x;,x,,...,x,,... con las
probabilidades: f(x,), f(x,),....f(x,),... siendo

f(x)=P[X =x]
Se definira como esperanza matemdtica de la variable aleatoria X a la expresion:
n (o ©) n (0 x)
E(X)= Y xP[X=x]=) xf(x) (1.3)
i=1

i=1



Si la variable aleatoria X toma infinitos valores, la expresion de E(X) es una serie.
Si la serie es convergente, la E(X) existe. Si la serie es divergente u oscilante, la esperanza no
existe (no esta definida).

A la esperanza de una variable aleatoria X también se la llama valor esperado o valor medio de
la variable aleatoria X.

Ejemplo 1.4 (continuacion de 1.1)
(Cual es la ganancia esperada del juego?

Solucion:
Para hallar la ganancia esperada del juego deberemos hallar E(.X).

E(X)=0,60£+1i+1,1£+1a5%+2l:1’376
15 15 10 5 5

1.13.3 Esperanza matemdtica de una variable aleatoria absolutamente continua

Supoéngase que se tiene una variable aleatoria X con funcién de densidad f(x). La esperanza X
se define asi:

+00

E(X)= jx-_f(x)-dx (1.4)

—00

Ejemplo 1.5 (continuacion de 1.2)

(Cual es la esperanza matematica de X?

Solucion:

Hallaremos la esperanza de X a partir de su definicion. Esto es
E(x)= Ifo (x)dx .

Resulta

E(x):_jx<1+x)dx_ ([213 A ]j (9 8lj 3

2 4 16

1.13.4 Significado de la esperanza

1) La esperanza es el valor medio tedrico de los valores que alcanza la variable aleatoria. Es una
medida de centralizacion.
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2) La esperanza matematica de una variable aleatoria X se interpreta como el centro de gravedad de
la distribucion.

S fxs)
Sx1) I I Sfixs)
l l x o © © o
XX X3 x4 x1 o ox A X X4
EWX) EX)

3) Si la variable aleatoria X describe la ganancia 6 pérdida en un juego, la esperanza matematica
indica la ganancia media que se espera obtener por cada jugada. Si la esperanza es cero, se dice
que el juego es equitativo, si la esperanza es positiva se dice que el juego es favorable y si la
esperanza es negativa se dice que el juego es desfavorable.

1.13.5 Propiedades de la esperanza matematica
Antes de establecer las propiedades de la esperanza enunciaremos los dos siguientes teoremas:

Teorema 1.1: Si X es una variable aleatoria con funcidon de densidad f(x) e Y =g(X) es otra

variable aleatoria construida a partir de la variable aleatoria X, mediante la funcién g, la E(Y) en el
caso discreto viene dada por:

E()=2 g(%)/(x)
y en el caso absolutamente continuo por:
+00
E(V)= [g(x)/(x)dx
Teorema 1.2: Sean X e Y dos variables aleatorias con funciéon de densidad conjunta f(x,y).

Construyamos la variable aleatoria Z = g(X,Y).

En el caso discreto, la £(Z) viene dada por:
E(Z)= Zzg(xi’yj ) 'f(xi:yj)
i
y en el caso absolutamente continuo por:

E2)=[ [ g(x.y) f(x.y)drdy
Propiedades:
1) La esperanza matematica de una constante ¢ es igual a la misma constante.

2) La esperanza matematica de la suma de varias variables aleatorias es igual a la suma de las
esperanzas matematicas de los sumandos. Para el caso de dos variables aleatorias X e 7, se
tiene:

E(X+Y)=E(X)+E(Y).



Esta propiedad se cumple tanto si las variables aleatorias X e Y son estocasticamente
independientes como si son dependientes.

3) Un factor constante se puedé sacar fuera del signo de esperanza matematica:
E(cX)=c-E(X)
4) Teniendo en cuenta las propiedades anteriores:
E(aX +bY +c)=aE(X)+DE(Y)+c

5) La esperanza matematica del producto de dos variables aleatorias independientes es igual
al producto de sus esperanzas matematicas:

E(X-Y)=E(X)-E(Y)

1.13.6 Esperanza matematica condicional

La distribucion condicional de las probabilidades es una caracteristica importante de la
esperanza matematica condicional.

Se denomina esperanza matemadtica condicional de una variable aleatoria discreta Y para X = x
(x es un valor posible determinado de X) el producto de los valores posibles de Y por sus
probabilidades condicionales:

E(Y|X:x)22yjh(yj|x) (1.5)
J
En el caso absolutamente continuo:

E(Y|[X =x)= [yh(y|x)dv (1.6)

donde /(y|x) es la funcion de densidad condicionada de la variable aleatoria Y cuando X = x.

Analogamente se determina la esperanza matematica condicional de la variable aleatoria X para
Y =y (siendo y un valor posible determinado Y).

Ejemplo 1.6

La distribucion conjunta de dos variables aleatorias X ¢ Y esta dada por la siguiente tabla:

Y Y »n=3 »n==6
x =1 0,15 0,30
x,=3 0,06 0,10
x=4 0,25 0,03
x3=8 0,04 0,07

Determinar la esperanza matematica condicional de la variable aleatoria ¥ si X =x; = 1.

Solucion:

Hallamos f,(x,), para ello sumamos las probabilidades de la primera fila de la tabla:

£(x)=£,(1)=0,15+0,30=0,45
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Hallamos la distribucion condicional de las probabilidades de la variable aleatoria Y para X =x; = 1:

B _f(L3) 015 1
h(y1|x‘)_h(3|l)_ /[1(1) _0,45_3
B _f(L6) 030 2
h(y2|x1)_h(6|1)_ ](1(1) _0’45_3

Hallamos la esperanza matematica condicional pedida aplicando la formula:

2
E(Y|X=)cl)=Zyjh(yj|xl)=y1 -h(y1|xl)+y2 -h(y2|x1)=3‘h(3|1)+6'h(6|1)=3%+6-§=5
j=1

1.14 Varianza de una variable aleatoria

La varianza mide la dispersion media de los valores de una variable respecto a su valor medio.
En el caso de una muestra x,,x,,...,x,, la dispersion de un valor x; respecto a X , se puede medir por

=\2 L . .,
(xl. -X ) y la media aritmética de esta dispersion es:
n n
5 =2 f; —=\2
s :Z(xi —X) -—’=Z(xi —X) Sfr[X =x]
i=l1 N i=1
llamada varianza de la muestra. Su generalizacion para una variable aleatoria es:

Si X es una variable aleatoria con esperanza finita £(X), se llama varianza de X, a la esperanza
de la nueva variable Y =[X - E(X )]2 , es decir:

o? =var(X)=E[X - E(X)]’ (1.5)
La raiz cuadrada positiva de var(X) se llama desviacion tipica o desviacion estandar y se

indica por o .

Observacion: El nimero var(X) estd expresado en unidades cuadradas de X. Esto es, si X se mide en
minutos, entonces var(X) esta expresada en (minutos)’. Esta es una razén para considerar la
desviacion estandar que se expresa en las mismas unidades que X.

1.14.1 Varianza de una variable aleatoria discreta

Supdéngase que X es una variable aleatoria que alcanza los valores: x,,x,,...,x,,... con las
probabilidades:

f(xl),f(xz),...,f(xn),...

siendo
F(5)=P[x =x]
La varianza de la variable aleatoria X viene dada por la expresion:
n(oo) n(0%o)
var(X)= Y [x —EX] - P[X=x]= D [x,~EX] - f(x) (1.6)

i=1 i=1



Ejemplo 1.7 (continuacion de 1.1):

Hallar la varianza y la desviacion estandar.

Solucion:
De la definicion

var(X) = (0,60 — 137) +(1—137) +(11 137) +(15 1,37)*
Finalmente, la desviacidon estandar es

o (X)=/var(X) =4/0,18 = 0,43

+(2

1,37)* ——018

1.14.2 Varianza de una variable aleatoria absolutamente continua

Supoéngase que se tiene una variable aleatoria X absolutamente continua con funcion de

densidad f(x).

La varianza de la variable aleatoria X viene dada por la expresion:
+o0
var(X) = I[x—E(X)]z - f(x)-dx
1.14.3 Propiedades de la varianza: -
1) La varianza es siempre positiva o nula dado que [X -E(X )]2 >0.
2) La varianza se puede obtener también mediante la férmula:
var(X)=E(X*)-E*(X)
3) La varianza de una constante es nula
var(c)=0
4) Si ¢ es una constante:
var (X +c¢) =var(X)
5) Si ¢ es una constante:

var (cX) = ¢* var (X)

6) Si X e Y son variables aleatorias estocasticamente independientes entonces:

var(X +Y)=var(X)+var(Y)

var(X —Y)=var(X)+ var(Y)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)
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7) Si X e Y son variables aleatorias cualesquiera entonces:

var(X +Y)=var(X)+ var(Y)+2cov(X,Y) (1.14)
y, de forma equivalente,

var(X —Y)=var(X)+var(Y)—2cov(X,Y) (1.15)
8) Si X e Y son dos variables aleatorias estocasticamente independientes entonces:

var(aX +bY +c)=a’ var(X) + b* var (Y) (1.16)
9) Si X e Y son dos variables aleatorias cualesquiera entonces:

var (aX +bY) =a’ var (X) + b* var (Y) + 2abcov(X,Y) (1.17)

y, de forma equivalente.

var (aX —bY) =a* var(X) + b* var(Y) — 2abcov(X,Y) (1.18)

Ejemplo 1.8 (continuacion del 1.2):

Hallar la varianza y la desviacion estandar.
Solucion:

Para hallar la varianza, tendremos en cuenta la igualdad

var(X)=E(X*)-E*(X)
Hallemos E(X?).
17 1(17sp 1 sp) 1(27 243) 24
EX)=— X200+ xH)de=—| = |[xX*[ +=|x°[ |=—| =+ 222 | =22
X 120Jx(+x)x 12(3[x]°+5[x ]Oj 12(3+ 5) 5

Por tanto,

vart) =77 ) ~ 1280

24 (33)2 699
5

Finalmente, la desviacion estandar es

o (X) = Jvar(X) =4/0,546 = 0,739

1.15 Teorema de Tchebychev

Sea X una variable aleatoria con distribucion cualquiera y con esperanza y varianza finitas. La
probabilidad de que la variable aleatoria X caiga dentro de k desviaciones estandar de la media es al

1
menos (1 — k—z) .



Esto es,

P(,u—ka<X<,u+k0)21—kL2

o en forma mas resumida:

P{|X—,u|<ka}21—k—12

Haciendo 4 =ko , se puede escribir:

P{|X—,u|<h}21—2—22

siendo u la esperanza matematica de la variable aleatoria X'y o” su varianza.

El teorema de Tchebychev también se puede expresar asi:

2
o

es decir, la probabilidad de que la variable aleatoria X se aparte de su esperanza en una cantidad mayor
o igual que 4 (4 >0) es menor o igual que o /h*.

Unicamente se demostrara el caso absolutamente continuo, dejando el caso discreto como
ejercicio para el lector.

Demostracion:

A partir de la definicion previa de la varianza de X, se puede escribir:

o’ =E(X-p)' = [(x=p) f(x)dx =

u—ko ptko +00

= [ G- rdes [ - fde+ [ (- p) fx)de
—o0 —ko 1+ko

u—ko #+oo 'L

> | - e+ [ (e p) f(x)x

—0 p+ko

ya que la segunda de las tres integrales no es negativa. Como |x - ,u| > ko siempre que x> u+ko 6

x<u—ko,setiene (x - ,u)2 >k*c* en las dos integrales restantes. De aqui se desprende que:

u—ko +00

o2 > j Ko f (x)dx + j o f (x)dx
—0 u+ko
pu—ko +00

o> j F(x)dx+ j F(x)dx | < o2

p+ko
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Dividiendo los dos miembros de la desigualdad por k*c” se tiene:

u—ko +00
[ r@ac+ | f(x)alxsk—l2
—0 u+ko

Multiplicando por (-1) los dos miembros de la desigualdad:

H-ko +00
1
- [ rwde- [ ez
—o0 u+ko
Sumando 1 a los dos miembros de la desigualdad:
u—ko +00 1
1- j F(x)dx - j fde1-—
—0 p+ko
Teniendo presente que
u—ko ptko +0
[ r@ac+ [ reoder | reode=1
—o0 H—ko u+ko
resulta:
p+ko 1
j f(x)dx:P(y—kO'<X<,u+k0)Zl—F
u—ko

que es lo que se queria comprobar.

Para k=2 el teorema establece que la variable aleatoria X tiene por lo menos una
probabilidad de 1—(1/2)> =3/4 de caer entre dos desviaciones estandar de la media. Es decir, tres
cuartas partes o mas de las observaciones de cualquier distribucion se encuentran en el intervalo
120 . Andlogamente el teorema afirma que al menos 8/9 de las observaciones de cualquier
distribucién se encuentran en el intervalo x4+ 30 .

El teorema de Tchebychev proporciona la cota inferior de la probabilidad, pero no su valor
exacto. Se sabe que la probabilidad de que una variable aleatoria caiga dentro de dos desviaciones
estandar alrededor de su media no puede ser menor de 3/4, pero no se sabe el valor exacto de la
probabilidad. En el caso de que se conozca la distribucién de probabilidad que sigue la variable
aleatoria X se podra determinar el valor exacto de la probabilidad.

Ejemplo 1.9

Una variable aleatoria X tiene una media =100, una varianza o° =16, y una distribucién de
probabilidad desconocida. Acotar:

a) P(84<X<116).
b) P{|x-100>8}



Solucion:

a) P(84<X<116):P[100—(4)-(4)<X<100+(4)-(4)]21—4i2:%
b)

P{|X -100|>8} =1~ P{|X —100| <8} =
=1-P(-8<X-100<8)=
=1-P(92< X <108)=
=1-P[100-(2)-(4) <X <100+ (2)-(4)]

L

4
ya que

P[100—(2)-(4) < X <100+ (2)-(4)]>

AW

Multiplicando por (—1) los dos miembros de la desigualdad:
—P[100—(2)-(4) < X <100+ (2)-(4)]< —%
y finalmente sumando 1 a los dos lados miembros resulta:

1-P[100—(2)-(4) < X <100+ (2)-(4)] <

N

1.16 Momentos de una variable aleatoria X respecto del origen

Dada una variable aleatoria X, se llama momento de orden r (respecto del origen), a la
esperanza de la variable X" :

si existe.

1.16.1 Caso discreto

Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de densidad f(x). El momento de orden r
(respecto del origen) de la variable aleatoria X es:

m, =E(X’)=Zx’f(x)
Se observa que el momento de 1¥ orden (respecto del origen) es la esperanza ¢ media:

m=EX)=) x [(x)=p




1.16.2 Caso absolutamente continuo

Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad f(x). El momento de orden r
(respecto del origen) de la variable aleatoria X es:

m, =E(Xr) =+Tx’f(x)dx

—00

El momento de 1* orden (respecto del origen) es la esperanza 6 media:

m =E(X)= [xf(x)dv=p

1.17 Momentos centrales de una variable aleatoria X

Dada una variable aleatoria X, se denomina momento central de orden r (respecto de la
esperanza de X), a la esperanza de la variable [X -E(X )]V , 0 sea:
u, =E[X-EX)]
1.17.1 Caso discreto

Sea X una variable aleatoria discreta con funcién de densidad f(x). El momento central de
orden r de la variable aleatoria X viene dado por:

#=E[X-EQO] =) [x~EO] f(x)

Obsérvese que el momento central de 2° orden es la varianza X, representada por var(X) y

., 2
también por o~ :

t=E[X —EQO] =Y [x=EX] f(0)=(x=p) [(x)=var(X)=0"

1.17.2 Caso absolutamente continuo

Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad f(x). El momento central de
orden r de la variable aleatoria X viene dado por:

+00

p, = E[X —EX)] = J’ [x— EQO] f(x)dx

—00

El momento central de 2° orden es la varianza de X:

i =E[X-EX)] = T(x —u) f(x)dx=var(X)=0"

—00



1.18 Momento de dos variables aleatorias respecto del origen

Sea X; y X, dos variables aleatorias. Se denomina momento de orden 7 +r, (respecto del
origen) de las variables aleatorias X; y X a la expresion:

m,, =E(X[- X% )

1

si existe la esperanza.

1.18.1 Caso discreto

Sean X; y X, dos variables aleatorias discretas con funcién de densidad conjunta f (xl,xz) . El

momento de orden 7 + 7, (respecto del origen) de las variables aleatorias X; y X; es:

m, = (X[ X5 )= 37 i xg £ (x,x,)
1 2

1.18.2 Caso absolutamente continuo

Sean X; y X; dos variables aleatorias continuas con funciéon de densidad conjunta f (x] ,xz) . El

momento de orden 7 +r, (respecto del origen) de las variables aleatorias X; y X; es:

400 +00

m =E(Xlr‘ ~X2Vz)= J.J.xlr‘ xp f(x,x, ) dx,dx,

1

—00 —00

1.19 Momentos centrales de dos variables aleatorias

Sean X; y X, dos variables aleatorias. Se denomina momento central de orden 7 +r, (respecto
de las esperanzas de X y X>) de las variables aleatorias X; y X, a la expresion:

th = E{[X - E(0)] [, - E(0)]
1.19.1 Caso discreto

Sean X; y X, dos variables aleatorias discretas con funcion de densidad conjunta f (xl,xz). El

momento central de orden 7 +r, de las variables aleatorias X; y X; es:

Hiyr, :E{[Xl _E(Xl)]rI iRe _E(XZ)TZ } B

Zl:;[xl _E(Xl)]rl [xz _E(Xz )]rz f(xpxz)
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1.19.2 Caso absolutamente continuo

Sean X; y X> dos variables aleatorias continuas con funcion de densidad conjunta f'(x;,x,). El

momento central de orden 7 +r, de las variables aleatorias X; y X, es:

M, :E{[Xl _E(Xl)]r] ’[Xz _E(Xz)]rz}:
:TT[}CI —E(X1 )]rl [xz -E(X, )]rz f(xl,xz)dxldxz

—00 —00

1.20 Covarianza de dos variables aleatorias Xe Y

La covarianza de dos variables aleatorias X e Y es por definicion el momento central de orden
1+ 1. Es decir:

cov(X,Y) =g, = E{|X - E(X)]-[Y - E()]} (1.19)

La covarianza entre las variables aleatorias X e Y se representa por cov(.X,Y) y también por

Oyy -
1.20.1 Propiedades

La covarianza tiene las siguientes propiedades:

1) cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X)-E(Y)

2) cov(X,Y)=cov(Y,X)

3) cov(X +a,Y)=cov(X,Y)

4) cov(aX,Y)=acov(X,Y)

5) cov(aX,bY)=abcov(X,Y)

6) cov(X +Y,Z)=cov(X,Z)+cov(Y,Z)
7) Combinando las propiedades anteriores:

cov(aX +bY +c,dZ+eW + f)=
=adcov(X,Z)+ aecov(X, W)+ bdcov(Y,Z)+ becov(Y,IW)

8) Si X e Y son variables aleatorias estocésticamente independientes su covarianza es cero. El
reciproco no es cierto; es decir puede ser nula la covarianza de dos variables aleatorias y no ser éstas
independientes.

La covarianza proporciona una medida del grado de dependencia entre X ¢ Y. La covarianza
tiene el inconveniente de que es proporcional a la magnitud de las variables aleatorias. Es decir, da el



grado de dependencia pero no estandarizado. Para dar este grado de dependencia de forma estandar se
utiliza otro concepto que se llama coeficiente de correlacion de Pearson, designado por p .

1.21 Coeficiente de correlacion lineal de Pearson

Sean X e Y las variables aleatorias con momentos de segundo orden finitos y varianzas no nulas.
Al valor:

cov(X,Y)

JJvar(X)4/var(Y)

p(X.Y)=

se le denomina coeficiente de correlacion lineal de Pearson entre X e Y.

El coeficiente de correlacion es una cantidad adimensional.

Teorema: Si X e Y son dos variables aleatorias estocasticamente independientes, entonces p=0.

En efecto:
cov(X,Y)

JJvar(X)+/var(Y)

Si X e Y son independientes, entonces por la propiedad (1) de la covarianza, cov(X,Y)=0 y al

pX,Y)=

ser cero la covarianza, el coeficiente de correlacion p también sera cero.

Observacion: El reciproco del teorema no es verdadero. Esto es, se puede tener p=0,y atnasi Xe Y
no necesitan ser independientes. Si o =0 se dice que las variables aleatorias X e Y estan

incorrelacionadas, pero podrian ser estocasticamente dependientes. Asi los conceptos “no
correlacionadas” e “independientes” no son, en general, equivalentes.

1.22 Desigualdad de Schwarz

Sean V' y W dos variables aleatorias sobre un espacio de probabilidades (Q,a,P) con

momentos de primer y segundo orden finitos. Se verifica:

[Ew -] <E(V?)-E(W?)

[Ev -] =E(v?)-E(W?)

entonces W =al parauna cierta constante a, es decir, entre las variables V'y W existe una relacion de
dependencia lineal.
Demostracion: Considérese la siguiente funcion de la variable real #:
qO)=E[V +t-w].
Puesto que [V + tW]2 >0, se tiene que ¢() =0 para todo ¢. Desarrollando se obtiene:

QO =E[ V> + 20V W + W | = E(V? )+ 2E(V - W)+ E(W?)
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Asi ¢(¢) es un polinomio de segundo grado en 7. En general, si un polinomio de 2° grado

q(t)=at’ + bt +c tiene la propiedad de que ¢(f) >0 para todo ¢, significa que su grafica corta el eje
en un solo punto o en ninguno, como se indica en la figura siguiente.

q(®) A q) A

Esto, a su vez, indica que el discriminante b> —4ac debe ser <0, puesto que b> —4ac >0
significaria que tiene dos raices reales distintas. Aplicando esta conclusion a la funcion g(¢) que se

considerd anteriormente se obtiene:
A=4[EW -] —4E(V?)E(W?)<0
Dividiendo por 4 resulta:

[E@ -] -E(V?)-E(W?)<0
[Ew -] <E(V*)E(W?)

que es la desigualdad de Schwarz.

Si el discriminante es cero, entonces para un solo valor ¢ =, se verifica ¢g(¢) =0, es decir,
2
E[V+4,W] =0

pero esto implica que

V41,V =0
0 S€a
1
W=-—=V=aV
tO
-1
con a=—-.
tO

1.23 Propiedades del coeficiente de correlacion de Pearson
) -1<p<1.

2) Si ,o2 =1, o bien, p =41, entre las variables aleatorias X e Y existe una relacion lineal Y = aX + b.

3) p(X,Y) = p(¥, X)
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