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CAPITOL 1

Mecanica de la particula

En aquest capitol, fem una breu introduccié als conceptes fonamentals de la mecanica classica.
discutim ’aproximacié del punt material i plantegem el problema fonamental de la mecanica:
trobar la posicié d’un sistema en funcié del temps. Tanmateix, enunciem el pricipi de relativitat i
les transformacions de Galileu, les quals ens permeten estudiar el moviment en qualsevol sistema
de referéncia inercial. Finalment, descrivim els procediments per trobar I’equacié de moviment
d’una particula sotmesa a forces que depenen del temps, la velocitat o la posicié.

1.1 Introduccié

1.1.1 La mecanica classica

La mecanica és una teoria del moviment, és a dir, pretén calcular la posicié d’un mobil a 'espai
en funci6 del temps. En gran part d’aquest curs considerarem que el sistema que es mou és una
particula. Aquesta aproximacié es coneix com l’aproximacié del punt material i consisteix ha
representar el sistema com un punt a ’espai, amb massa m i volum zero. Aquesta aproximacié és
molt 1til tenint present que en estudiar el moviment sota I’accié d’un conjunt de forces externes,
tot cos extens pot substituir-se per una particula de massa equivalent situada en el centre de
masses.

La mecanica pot dividir-se en tres grans blocs. La cinematica estudia la variacié temporal de
la posicié, 7, velocitat, 7, i acceleracid, @, de la particula (magnituds cinematiques), sense ocupar-
se de la causa del moviment. La dinamica s’ocupa d’aquest origen a partir de les anomenades
magnituds dinamiques, a saber, la massa, m, i la forca externa resultat, F‘} que actua sobre la
particula. L’estatica estudia la distribucié de forces en sistemes que estan en equilibri. Poden dir,
doncs, que la mecanica és una teoria del moviment que relaciona les magnituds dindmiques amb
les cinematiques.

La mecanica classica descriu el moviment d’un conjunt de particules que es mouen a velocitats
molt inferiors a la velocitat de la llum i s’aplica a sistemes no quantics, sistemes pels quals ’accié
(el producte de ’energia involucrada en el moviment i la durada d’aquest) és ordres de magnitud
superior a la constant de Planck, h (h = 6.626 x 1073 Js). Paral-lelament, la mecanica relativista
estudia sistemes que es mouen amb velocitats comparables a la de la llum i la mecanica quantica
aquells pels quals ’acci6 és de ’ordre d’h. En aquest curs ens ocuparem tinicament de la mecanica
classica.
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Les lleis de la mecanica classica van ser enunciades amb l’objectiu de trobar la posicié de
la. particula en funcié del temps, 7(t) (equacié del moviment), a partir de les condicions inicials
(posicié i velocitat en linstant inicial, to: 75 = 7(t = to) i U6 = U(t = to)), i del conjunt de forces
que actuen sobre aquella, entenent per forga tota interaccié entre la particula i ’entorn.

La solucié a aquest problema pot plantejar-se per dos camins: (i) a partir de la segona llei

T = dp 427 . .z St - 2
de Newton, F' = & = m%F (anomenada també equacié fonamental de la mecanica), on 7' és
la quantitat de moviment, p = md, i (ii) a partir de les lleis de conservacié de la quantitat de
moviment, moment angular i energia.

La mecanica de la particula es generalitza, per exemple, en la mecanica dels sistemes de
particules, el solid rigid i la mecanica dels medis continus i deformables.

1.1.2 Principi de relativitat. Les transformacions de Galileu

El principi de relativitat o postulat d’equivaléncia afirma que tota llei de la fisica pren la mateixa
forma en tot sistema de referéncia inercial. En el cas de la mecanica classica, aquest principi implica
que no podem distingir entre repds i moviment rectilini i uniforme, i que les lleis de Newton sén
invariants sota canvis de sistema de referéncia inercial.

Imaginem dos observadors situats, respectivament, en els origens O i O’ de dos sistemes de
referéncia inercials que es mouen un respecte de l’altre amb velocitat relativa constant V. Prenem
O=0’ per a t = 0. Sigui un mobil de massa m situat en el punt P de I’espai. Estudiem com es
relacionen les magnituds cinematiques mesurades en ambdés sistemes de referéncia (Fig. 1.1).

Figura 1.1: Sistemes de referéncia inercials amb origens O i O’ que es mouen
amb velocitat relativa constant V. Z és el vector posicié de P respecte d’O.
2’ és el vector posicié de P respecte d’O’. X és el vector posicié d’Q’ respecte

d’0.
En el marc de la mecanica classica, el temps és una magnitud absoluta (no depén de

I'observador), de manera que els observadors en els origens O i O’ assignen la mateixa coorde-
nada temporal a un esdeveniment.

t=t (1.1)
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En conseqiiencia, els vectors posicié Z, 2’ i X es relacionen segons (vegeu Fig. 1.1),

-

F=X+d (1.2)
Les equacions 1.1 1 1.2 ens menen a la llei d’additivitat de velocitats:
T=V 4+ (1.3)

que expressa matematicament el que diu el nostre sentit comi: la velocitat de P respecte d’O és
la suma de les velocitats de P respecte d’O’ i d’O’ respecte d’O. Obviament, de ’equacié 1.3 se’n
deriva que

i=d (1.4)

de manera que s’acompleix el principi de relativitat i, efectivament, les lleis de Newton s’expressen
d’igual manera en tots els sistemes de referéncia inercials. Les equacions 1.1 - 1.4 es coneixen
com a transformacions de Galileu i ens indiquen com transformar les magnituds cinematiques en
canviar de sistema de referéncia inercial. Diem, doncs, que les lleis de Newton sén invariants sota.
transformacions de Galileu. Tanmateix, quan la particula es mou entre P i P’ (Fig. 1.1), els
observadors situats a O i O’ mesuren el mateix interval temporal (At = At') i espacial (AZ = Az')
entre aquests dos esdeveniments. Aquest resultat reflecteix les hipotesis fonamentals de la mecanica
classica d’espai i temps com a magnituds absolutes.

Ates que la teoria de la relativitat restringida (Einstein, 1905) postula la hipotesi que la velocitat
de la llum mesurada per a observadors en diferents sistemes de referéncia inercials és la mateixa i és
la maxima a la qual poden propagar-se les ones en el buit, la mecanica relativista no es regeix per les
transformacions de Galileu. Espai i temps deixen de ser absoluts: el temps entre dos successos i la
distancia entre dos punts depenen de I’observador, de manera que la llei d’additivitat de velocitats
ja no és valida. Veureu a l’assignatura Electrodinamica Classica que, en mecanica relativista, les
anomenades transformacions de Lorentz asseguren la validesa del principi de relativitat.

1.2 Moviments unidimensionals

1.2.1 Cas general

En aquest curs estudiarem essencialment el moviment d’un sistema en una dimensié (coordenada
z), per a diversos tipus de forces. L’objectiu és trobar la posicié de la particula en funcié del
temps, z(t), conegudes les condicions inicials, zg = z(tg) 1 vo = v(o), 1 la forga externa resultant,
F, que actua sobre aquella. En el cas més general possible, la forca externa resultant pot dependre
explicitament de la posicid, la velocitat i el temps, F(z,v,t). Implicitament, atés que z = z(t) i
v = v(t), "dnica variable independent de la mecanica és el temps. Tot es redueix, doncs, a trobar
les solucions d’una equacié diferencial de segon ordre del tipus F(z,v,t) = m‘i—i%’-, amb condicions
inicials z¢ i vo (equacié diferencial del moviment).

En aquesta seccié discutirem breument quin és el procediment de resolucié per a tres casos
particulars: (i) forces que depenen tdnicament del temps, F(t), com, per exemple, la forca que
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actua sobre un electré dins un condensador, (ii) forces que depenen tnicament de la velocitat,
F(v), com, per exemple, la for¢a de fregament que actua sobre un solid quan es mou en el si d’un
fluid, i (iii) forces que depenen tnicament de la posicié, F(z), com, per exemple, la interaccié
gravitatoria o la forca recuperadora associada a una deformacié elastica.

1.2.2 Forces que depenen del temps

Aquest és el cas més senzill i la solucié de l’equacié de moviment s’obté per integracié directa de
la segona llei de Newton. Prenem una forga, F'(t), que actua sobre una particula de massa m, amb
condicions inicials zg i v9. Podem escriure:

dv
F(t) = me (1.5)
Integrant:
1 t
v(t) =vo+ — [ F(¢')dt . (1.6)
m Jtg

A partir de la definicié de velocitat, integrant dz = v(t)dt, obtenim:

z(t) = zo + vo(t — to) + '7% t ( ‘ F(t”)dt”) dt’ (1.7)

to to

Exercici: Sigui un electrd sotmés a un camp eléctric altern (per exemple, un electrs dins un
condensador), del tipus E; = Egcos(wt + 6). Preneu to = 0. Trobeu l’equacié de moviment
1 representeu-la per al cas particular de zo = vo = 0 1 8 = 0. Compareu aquesta equacid de
moviment amb la dependéncia temporal del camp eléctric.

1.2.3 Forces que depenen de la velocitat
Fregament solid-fluid

Les forces que depenen de la velocitat poden representar el fregament que actua sobre un solid
en moure’s en el si d’un fluid, com, per exemple, la caiguda lliure d’un objecte, el descens d’un
paracaigudes, el moviment d’una barca en 1’aigua, la forga que patim en treure la ma per la finestra
d’un cotxe en moviment, d’entre d’altres.

Sabem que la forca de fregament entre dos solids és constant i pot descriure’s en funcié d’un
coeficient de fregament que solament depén dels dos materials en contacte. El fregament solid-fluid
és més complicat i, de fet, no hi ha una expressié analitica exacta, sin6 que la relacié és numerica:
per a cada velocitat v;, la forga val F; = F(v;). Aixo és degut al fet que es tracta d’un procés de
retroalimentacié dinamic: quan la velocitat de la particula és gran, el fregament és important; la
velocitat decreix rapidament i, conseqiientment, el fregament també.
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Experimentalment, hom observa que el conjunt de parelles (v;, F(v;)) pot aproximar-se
analfticament per una funcié potencial del tipus F(v) = Fbv™, on (i) b és una constant que
depén de la geometria del solid i del tipus de fluid, (ii) » és nimero major o igual que 1 i que
depén de la velocitat i la geometria del solid, i del tipus de fluid, i (iii) els signes F asseguren que la
forca de fregament s’oposa sempre al moviment i provoca la dissipacié d’energia. Per a exponents
senars, per exemple, F' = —bv, la forca sempre ha de portar signe negatiu per tal d’assegurar-nos
que s’oposa a la velocitat, independentment del sentit positiu que haguem escollit per a aquesta.
Per a exponents parells, per exemple, n = 2, quan v > 0, llavors F(v) = —bv?, i quan v < 0, llavors
F(v) = bv?, de manera que cal parar compte alhora de resoldre ’equacié diferencial resultant de la
segona llei de Newton, ja que el signe de la forga de fregament solid-fluid depén del sentit positiu
que hem escollit per a la velocitat.

Finalment, la forga de fregament depén fortament de la geometria dels objectes ja que aquesta
caracteritza el que anomenem coeficient de penetracié. Es en aquest sentit que diem que cotxes i
avions estan dissenyats per ser aerodinamics, i.e., per desplagar-se en l’aire amb el minim fregament
possible. Podeu trobar una explicacié amb més detall d’aquest fet en el cap. 4.

Forces de fregament lineals amb la velocitat. Concepte de velocitat limit

Imagineu una barca que es desplaga en un llac i que en I’instant o = 0 apaga els motors, la velocitat
és vg i, com 'origen de coordenades no esta fixat, prenem zg = 0. Si la for¢ca de fregament és lineal
amb la velocitat i negligim el fregament amb 1’aire, podem escriure:

dv
—_—=— 1.8
m— bv (1.8)
Integrant:
v(t) = vy e~ (1.9)

Per tant, una forga de fregament que actua sobre un sistema que es mou amb velocitat inicial
vp provoca una caiguda exponencial d’aquesta (vegeu Fig. 1.2).

Cal observar que v(t) no és estrictament zero fins a temps tendint a infinit. Aquest fet és resultat
de modelitzar la forga de fregament per una funcié analitica i de la propietat de retroalimentacié
abans esmentada. Es tracta d’un limit purament matematic ja que fisicament el sistema s’atura
en un temps finit i recorre una distancia finita. A temps suficientment llargs, la velocitat és tant
petita (malgrat no és estrictament zero), que el sistema pot considerar-se en repos. Per exemple,
un valor raonable per a la velocitat de tall v, (velocitat per sota de la qual considerarem el sistema
en repos) pot ser la velocitat aleatoria mitjana de les onades. La barca assolira la velocitat v, en
un temps £.:

to= %ln (”—0) (1.10)
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(a) v . (®) Ivl

o<

t t

Figura 1.2: (a) v(t) per una forca tipus F(v) = —bv, aplicada sobre un cos
amb velocitat inicial vg. (b) v(t) en preséncia d’un camp gravitatori g i d’una
forca de fregament com en el cas (a), per un cos amb vg = 0 (caiguda lliure).

Aixi, si considerem la barca aturada quan v. és un 1% de v, t. = 4,6%; si és un 0,1% , t. =
6.9%; si és un 0,01%, t. = 9,2%, etc. Per tant, malgrat v, varia en dos ordres de magnitud, ¢.
només varia en un factor dos.

Integrant (1.9), I’equacié de moviment s’escriu:

t
z(t) = / e~ midt = r_ng_zg(l - e—;l,’:’) (1.11)
0

mentre que la distancia recorreguda, d, val
d=22% : (1.12)

Adonem-nos que 7 té unitats de temps. Si definim 7 = 7, 7 ens déna un ordre de magnitud
del temps caracteristic d’esmorteiment (de vegades anomenat temps de relaxacid), ja que v(t) =
v €7, és a dir, en un temps t = 7, v(7) = %, i la velocitat s’ha dividit per un factor e. 7 depén
del mobil (mitjangant la massa m) i del medi (mitjangant la constant de fregament, b). El concepte
de temps caracteristic és de gran utilitat en molts camps de la fisica i pot representar, per exemple,
el temps caracteristic de retorn a l’equilibri d’un sistema que ha estat pertorbat instantaniament,
el temps caracteristic de les desintegracions radioactives, etc.

De totes les poténcies v", escollirem aquella que doni les expressions v(t) i z(t) que millor
s’ajustin als valors experimentals de la velocitat i la posicié. Si I’exponent n és gran, el frenat
inicial és molt important, la velocitat decau rapidament i la for¢a de fregament es fa molt petita.
Aix0 déna lloc a una aturada molt lenta i, en alguns casos, significa que la particula recorreria una
distancia infinita abans d’aturar-se, la qual cosa no té cap significat fisic. D’altra banda, hem vist
que per n = 1, la particula s’atura a distancia finita. Concloent, la relacié analitica F(v) = Fbv™
no s’ha de mantenir constant al llarg del moviment. Per exemple, per a objectes petits que es
mouen en ’aire, n = 2 per a velocitats superiors a uns 24 m/s i » = 1 per a velocitats inferiors.
Per tant, si el fregament és petit (i.e., la velocitat del mobil és petita i la seva geometria no és
molt anisotropa), podem prendre F(v) = —bv. El coeficient b s’ajusta experimentalment: donat
el conjunt experimental de velocitats v(t;), la hipdtesi F(v) = —bv és valida si In[v(t;)] vs t; pot
ajustar-se a una regressio lineal, el pendent de la qual val —%.
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Prenem, ara, un cos en caiguda lliure (condicions inicials, v = 0 i zg = 0), tal que la forca
de fregament és lineal amb la velocitat. L’equacié diferencial que descriu el moviment és (sentit
positiu: eix vertical creixent):

dv
M= = —mg = bv (1.13)

d’on, integrant (vegeu Fig. 1.2),

m b
v(t) = —Tg(l — et (1.14)
Per a temps suficientment llargs, el sistema assoleix una velocitat constant anomenada velocitat
limit, vy,
m
n=-4 (1.15)
b
Aquest fet és tipic del moviment d’un sistema sotmeés a una for¢a constant (en aquest cas, el
camp gravitatori) i a una forga de fregament lineal amb v. v; pot també trobar-se imposant % =0
a l’equacié 1.13.

Integrant v(t), assolim ’equacié del moviment

m? b b ,
(t) = —6—22(1 -t ezp™mt) (1.16)

la qual, per a temps suficientment llargs, esdevé:
z(t) ~ L vt (1.17)

Exercici: En el cas anterior, calculeu el temps que triga el cos en arribar a la superficie de la
Terra, si ha caigut des d’una altura h.

Exercici: Trobeu v(t) ¢ z(t) per a pujada lliure des de la superficie de la Terra (velocitat inicial
vg). Calculeu el temps que triga el cos en aturar-se. Amb quina velocitat arriba de nou a la
superficie de la Terra?

Exercici: Escriviu les equacions diferencials de moviment per caiguda i pujada lliure en el cas
d’una forga de fregament proporcional al quadrat de la velocitat.

1.2.4 Forces que depenen de la posicié
Forces conservatives i no conservatives. Dissipacié de I’energia

La interacci6 electrostatica, la gravitatoria, la nuclear forta i les forces recuperadores en els cossos
deformables sén exemples de forces que depenen de la posicié. A les assignatures de Fonaments
de Fisica us han introduit el concepte d’energia potencial i els teoremes de conservacid.
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En un moviment en una dimensid, si una forca depén explicitament (i inicament) de la posicié,
F = F(z), llavors és conservativa, és a dir, podem definir la funcié energia potencial, U(z), ates
que el treball que ha de realitzar el camp de forces per portar la particula entre dos punts no depén
de la trajectoria (solament hi ha una trajectoria possible). Per tant, en una dimensid, tota forca
que depén explicitament (i Gnicament) de la posicid, és conservativa.

U(z) es defineix com:
Z
U(z) = / ’ F(z)dz + constant (1.18)

on z és un origen arbitrari d’energies. U(z) no estd univocament definida ja que podem escollir zq
en qualsevol punt de ’espai i la constant en ’equacié anterior canvia. Solament esta univocament
definit el treball realitzat per la forca en portar la particula entre z; i zq, Whs.

W12 = U((Bl) - U(z‘g) =-AU (119)

La qual cosa, juntament amb el teorema treball-energia, ens mena al teorema de conservacié de

I'energia mecanica, £ = T+ U(z) = constant, on T és |’energia cinética. Tanmateix, F(z) = —%.

Quan sobre la particula actuen forces no conservatives, l’energia mecanica no es conserva. Si
F és una forca conservativa i F3 és no conservativa, E depen del temps com:

%’;5 = F, v(t) (1.20)

La variacié temporal d’F és equivalent a la poténcia (dissipada o proporcionada) associada a
la forca no conservativa.

Estudi del moviment a partir de ’energia potencial

Coneguda U(z), ’energia mecanica, F, s’escriu:
L o
E= gmv + U(z) = constant (1.21)

d’ou, integrant, obtenim:

b= (a9 (1.22)
2\ Z(E-U(z))

on, ara, o és la posicié inicial i el signe s’escull segons v > 0 0 v < 0 en les diferents zones de
moviment. En conseqiiéncia, si som capagos d’integrar l’expressié anterior, obtindrem t(z) i si
podem invertir aquesta relacid, assolirem z(t). A partir del teorema de conservacié de l’energia
mecanica podem, doncs, formalment, trobar 1’equacié de moviment.
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Exercici: (a) Demostreu que una forga tipus F(z) = —Kz que actua sobre una particula de
massa m dona lloc a un moviment harmonic simple (MHS), i deduiu l’equacié de moviment
a partir de la conservacid de l’energia mecanica (Eq. 1.22), si ’amplitud de moviment val A.
Trobeu la freqiiéncia angular, wy, i ’angle de defasatge, ¢, de la solucid z(t) = Asin(wot + ¢),
en funcié de k, m, A i zg. Calculeu el periode del moviment, T, a partir de ’equacié 1.22
¢ mostreu que T = Z)—’; b) Demostreu, a partir de la segona llei de Newton, que tot MHS és
solucié d’una equacié diferencial tipus, & +wo?z = 0. Trobeu A i ¢ en funcid de les condicions
tnictals, zg 1 vo.

Petites oscil-lacions al voltant d’un minim de I’energia potencial

A Fonaments de Fisica heu aprés a descriure qualitativament el moviment a partir de la repre-
sentaci6 grafica de ’energia potencial. Ja que F(z) = —%, els extrems de l’energia potencial
(% = 0) representen punts d’equilibri, perque la forca que hi actua sobre la particula és nul-la.
Aquests extrems poden ser punts d’equilibri estable ({?g— > 0; minims de la funcié energia poten-

cial) o inestable (% < 0; maxims de la funcib energia potencial).

Quan una particula es troba en una posicié de ’espai que correspon a un maxim de la funcié
energia potencial i la pertorbem, s’allunya de la posicié d’equilibri, ja que apareix una forca que
tendeix a allunyar-la (imaginem, per exemple, una barra que aguantem amb un dit per la seva part
inferior). Contrariament, quan pertorbem una particula que es troba en una posicié que correspon
a un minim de ’energia potencial, la pertorbacié sempre tendeix a retornar la particula a la posicié
d’equilibri (per exemple, la mateixa barra suspesa per ’extrem superior). Al voltant dels minims
de I’energia potencial, una particula descriu un moviment periddic (Fig. 1.3).

V)

(

i
1
X,
xl xm 2 X
Figura 1.3: Representacié esquematica d’un punt d’equilibri estable de
I’energia potencial. El moviment que descriu una particula amb energia
mecanica F; és periddic no harmonic simple entre z; i zo (raoneu-ho).

Suposem que la particula es troba en equilibri al punt z,,, amb energia E,,. Si augmentem la
seva energia fins a Fp, per exemple, desplacant-la de z,, a z1, com a z; la forca que pateix no és
nul-la, la particula descriurd un moviment periddic no harmonic simple entre [z, z3]. L’energia
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cinetica és T'(z) = E; — U(z), de manera que T'(zy) = T(z3) = 01 T(2m) = Tmas- Recordeu
que la particula solament pot moure’s entre ; i 2, perqué necessariament 7'(z) > 0, és a dir,
Ey > U(z). El moviment és periddic perqué hi ha dos punts de retorn, perd no és harmonic simple
ja que la funcié energia potencial no és de la forma U(z) = U(zm) + 3k(z — zm)? (no és una
parabola simeétrica centrada en el minim (zp, U(Zm))-

L’equacié de moviment z(t) resultard de calcular la integral a l’equacié 1.22, on U(z) és la
funcié energia potencial (U(z) # $kz?), i ©1 i E; sén la posicié inicial i I'energia total, amb
Ey = U(z1) = U(z) = constant. El periode del moviment al voltant de z,, pot calcular-se segons:

T =+v2m ?

dz
-, —————,_____El —0) (1.23)

Tanmateix, desenvolupant la funcié U(z) en serie de potencies de Taylor al voltant del minim
Tm, U(z) s’escriu:

1 U (z,) , 14U .
1d"U(zm) n

Suficientment a prop del minim, (& — &) << 1, llavors, (z — &) >> (z — 2m)® >> ... >>
(z — z,,)", amb la qual cosa podem escriure:

U(z) = Uzm) + LU (am)

53 (z — &m)? (1.25)

Es a dir, per a desplacaments petits al voltant de la posicié d’equilibri, una particula descriu un
2

moviment harmonic simple (MHS) de constant recuperadora equivalent K = é—%—?’—‘l =U"(zm) >

0 (derivada segona en el minim). La freqiiéncia de les petites oscil-lacions harmoniques al voltant

del minim val wg = 4/ —[{’L("f—’"l, el periode T' = %’oi ila forca recuperadora causant d’aquest moviment,
F(z) = =U"(zn)(z — zm)-

Aquesta aproximacié es coneix com a aproximacié harmonica i és molt important perqué ens
permet tractar moviments molt complicats de manera senzilla. Exemples tipics s6n la vibracié dels
atoms d’un solid al voltant de la posicié d’equilibri a temperatures molt inferiors a la temperatura
de fussié i la vibraci6é dels moments magnétics d’un solid magneétic a temperatures molt inferiors
a la temperature de Curie.

Anharmonicitat

En I’apartat anterior hem vist que un moviment al voltant del minim de I’energia potencial és en
general periodic no harmonic simple (si hi ha dos punts de retorn) i esdevé MHS en el limit de
petites oscil-lacions (suficientment a prop del minim). Aixd vol dir que podem fer I’aproximacié de
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I’equaci6 1.25. En allunyar-se del minim, la particula ja no descriu un moviment harmonic simple
i haurem d’anar sumant progressivament més termes al desenvolupament d’U(z):

U(z) ~ Ulzm) + %K(z o)+ %K’(z — o)+ 21—4K”(:c — o)t (1.26)

~ AU2 (2, 3 B 4 . Lo
amb K = ——;_,Exrl, K' = é—%?"l, K" = d—g—g—"‘lm La forga ja no és lineal amb el desplagcament,
(z — zm), 1 s’escriu:

F(z) = ‘dz—f) ~ —K(z = om) - %K'(w — &m)? — %K”(:v —zm)® + ... (1.27)

El primer terme de l’equacié 1.27 correspon a l’aproximacié harmonica ja que déna lloc a
oscil-lacions harmoniques simples. La resta de termes es coneixen com a termes anharmonics i
donen lloc a oscil-lacions no harmoniques, resultat del fet que el sistema es mou amb oscil-lacions
cada cop més allunyades de la posicié d’equilibri. Per exemple, fixem-nos que la llei de Hooke,
F(z) = —K(z — z,,), solament és valida per a desplacaments petits (per sota del que anomenem
limit proporcional) perqueé a mesura que deformem progressivament un solid caldra anar a termes

quadratics, cibics... (série de poténcies de la deformacié (z — z,,)").

Cal assenyalar que no tot moviment suficientment a prop del minim de l’energia potencial és
necessariament harmonic simple. Per exemple, si en desenvolupar U(z) en série de Taylor resulta
que U"(z,,) = 0, la particula mai pot descriure un MHS i el moviment serd, com a molt, periddic.
Alhora, per energies potencials del tipus U(z) = bz™, per n > 2, és obvi que la particula tampoc
descriu un MHS.

Exercici: Demostreu que per a una energia potencial del tipus U(z) = bz*, el periode del
moviment depén de l’energia com:

T(E) = 2\/2?/0“ \/T;_;ﬁ (1.28)

on *x, son els punts de retorn (T(xz,) =0), que compleizen z, = (E/b)1/4. Noteu que hem
aprofitat el fet que ’energia potencial és una funcié simétrica. El mateiz argument serveir per
a qualsevol energia potencial del tipus U(z) = bz™, amb n un nombre natural major que 2.
Demostreu que, amb un canvi de variable tipus y = (E/b)llnz, el periode T'(E) és proporcional
a EY/n=1/2 § g lg integral I = fol %ﬁ-, la qual podeu trobar en qualsevol llibre de taules (e.g.,
SPIEGEL) a partir de la funcid I' d’Euler. Per tant, el periode és independent de l’energia
solament per al cas n = 2 (MHS).

Exercici: Considereu un péndol simple (sistema constituit per un fil de massa negligible 1
longitud 1, del qual hi penja una massa m). Demostreu que l’equacid diferencial del moviment
s’escriu, 6+ 2sinf = 0, on 0 és Uangle respecte de l’eix vertical i g l’acceleracié de la gravetat.
Comproveu que un péndol simple descriu un MHS dnicament en el limit de petites oscil-lacions
(9 inferior a uns 30° aprozimadament), amb freguéncia wo = \/-‘,z, l’equacié de moviment val,
8(t) = Acos(wot + 1), i A i depenen de les condicions inicials, 6y i 6y (trobeu-ne la relacid).
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En el cas general, I’energia potencial val U(8) = 2mgl sinz(%), st la referim al pla horitzontal
que passa pel punt més bair de la seva trajectoria. Noteu que unicament en el cas de petites
oscil.acions pot U(6) aprozimar-se per una funcid proporcional a 6% (parabola simétrica). Una
descripcié del calcul del periode del moviment d’un péndol simple quan l’aprozimacié harmonica
no és valida pot trobar-se a ORTEGA, ¢ ap. 13.





