Electromagnetisme

Manuel Varela Fernandez




ELECTROMAGNETISME

Manuel Varela Fernandez

Publicacionsi Edicions

M UNIVERSITAT DE BARCELONA



INDEX

1. ELECTROSTATICAENELBUIT ................................
1.1. Equacions fonamentals del camp electric en forma integral .........

1.2. Divergencia del camp electric. Teorema de Gauss en forma local ... .
1.3. Rotacional del camp electric. Potencial electric. Gradient de potencial
1.4. Condicions de continuitat del camp electric ...................... .
1.5. Equacions de Poissonide Laplace ...............................
1.6. Propietats del potencial ......... ... ... i .
1.7. Dipol electric. Moment dipolar .................c.ooiiiiiiinnn... .
1.8. Desenvolupament multipolar del potencial ........................

. ELECTROSTATICA EN MEDIS DIELECTRICS ..................
2.1. Medis dielectrics. Polaritzacié ........... ... .. ..o it
2.2. Camp a I’exterior d’un dielectric. Densitats de carrega de polaritzacié .
2.3. Camp a l'interior d’un dielectric ............. .. i, .
2.4. Teorema de Gauss en dielectrics. Desplacament electric ............
2.5. Susceptibilitat electrica i permitivitat ............... ...
2.6. Equacions fonamentals en medis lineals i isotrops ................ .

. ELECTROSTATICA EN MEDIS CONDUCTORS .................
3.1. Conductor unic en equilibri electrostatic ..........................
3.2. Teorema de Coulomb. Pressio electrostatica .......................
3.3. Problema fonamental de 1’equilibri electrostatic en un conductor.
CapaCItal .ottt
3.4. Sistemes de conductors ............eiiiiiiii .
3.5.Condensadors ... ...
3.6. Imatges eleCtriqUeSs .. ....ouutt i

. ENERGIA I FORCES ELECTROSTATIQUES ................... .
4.1. Energia electrostaticaen el buit .............. ... ... .. ..
4.2. Energia en funcié del campenelbuit .............................
4.3. Energia electrostatica en presencia de dielectrics ...................

13
13
19
20
23
25
26
28
33

51
51
54
58
59
62
64

69
69
70

72
75
82
83



Electromagnetisme

4.4. Forca i moment resultant per a una distribuci6 de carrega ........... 102
4.5. For¢a i moment resultant per a un sistema de conductors .......... . 104
.ELECTROCINETICA ............0o i, 111

5.1. Corrent filiforme, corrent volimic i corrent superficial .............. 111
5.2. Equaci6 de continuitat per a un corrent electric: divergencia de la

densitat de COITENt ......... ...ttt 114
5.3. Equacié de continuitat en la superficie per a un corrent de conduccié . 116
5.4. Corrents estacionaris. Corrents ohmics i estacionaris. Calcul de

TESISIBICIES .. v vttt ettt et et e e 116
5.5. Generadors: Camp electromotor i forga electromotiu ............... 122
5.6. Balang energetic en un Circuit ...............coiiiiiiiiiiiia. 124
5.7. Equacions fonamentals dels corrents estacionaris .................. 129

.MAGNETOSTATICA AL BUIT ................................... 135

6.1. Forca entre corrents filiformes. Llei d’Ampere ..................... 135
6.2. Camp magnetic creat pels corrents filiformes, voldmics, superficials . 137
6.3. Forca magnetica. Forcade Lorentz ........... ... ... ... ... . ... 140
6.4. Divergencia del camp magnetic. Potencial vector magnetic ......... 142
6.5. Teorema d’ Ampere. Rotacional del camp magnetic ............... . 144
6.6. Condicions de continuitat del camp magnetic ...................... 146
6.7. Equacions fonamentals del potencial vector ....................... 148
6.8. Corrent elemental. Potencial vector i camp magnetic. Moment

MAZNCHIC ..ttt ettt et e e e e . 150
6.9. Moviment de particules carregades ............. ..., 153

. MAGNETOSTATICA EN PRESENCIA DE MEDIS MATERIALS .. 161
7.1. Imantacié. Camp B creat per corrents i medis imantats. Densitat de

corrent d’IMantacil .............couuiiiiiiii i 161
7.2. Camp H. Teorema d’AmMpPere ............ooveiiiiienneennneann.. . 166
7.3. Condicions de continuitat ..............c.coiiiiiiiiiiniieann... . 168
7.4. Susceptibilitat magnetica i permeabilitat .......................... 168
7.5. Equacions fonamentals .............. .. i 170
7.6. Imants. Densitats de pols magnetics. Potencial escalar magnetic ... .. 170
7.77. Circuits MagnetiCs ... ..vvveee ittt e e 174

. INDUCCIO ELECTROMAGNETICA. ENERGIA I FORCES
MAGNETIQUES ........oitiiiiii it 181
8.1. Corrents quasi €staCionaris . ...........eeuuuuueeennnniueeennnnn.. 181
8.2. Llei d’induccié de Faraday ........... ..., 182



Index

8.3. Equaci6 de Maxwell-Faraday ............. ... ... ... ...,
8.4. Induccié mitua i autoinduccid ........... ... ...,
8.5. Transitorienun circuit R-L. ............ ... ... ... ........ .
8.6. Energia magnetica d’un sistema de corrents .....................
8.7. Energia magnetica en funcié del camp ................. ... .....
8.8. Forces magnetiques en funcié de I’energia ......................

9. EQUACIONS DEMAXWELL ...... ... .. i
9.1. Corrent de desplacament. Equaci6é d’ Ampere-Maxwell ...........
9.2. Equacions de Maxwell .......... ... ... i
9.3. Equaci6 d’ones. Ones planes en buit .......................... .
9.4. Energia i moment electromagnetic. Teorema de Poynting .........
9.5. Potencials electromagnetics ..............ooiiiiiiiiiiiiaa..

10. CORRENT ALTERN .. ... e .
10.1. Equaci6 fonamental del corrent altern ..........................
10.2. Llei d’Ohm en corrent altern. Impedancia .......................
10.3. Potencia del corrent altern. Factor de poténcia ...................
10.4. RESSONANCIA v vt vttt ettt e e e

BIBLIOGRAFTA ...

184
186
189
191

196
197



PREFACI

En aquest text es presenta un tractament a nivell intermedi de les materies
d’electricitat i magnetisme i en el qual es té com a objectiu final I’establiment de les
equacions fonamentals de 1’electromagnetisme, equacions de Maxwell. Esta adrecat
a estudiants de llicenciatures en ciencies, en particular fisica, i de diverses engi-
nyeries que ja han seguit cursos d’introduccié a la fisica i a I’analisi matematica,
i per als quals Ielectricitat i el magnetisme constitueixen part del seu curriculum
academic. La presentacio es fa de manera que serveixi a I’alumne com a comple-
ment als excel-lents llibres que hi ha sobre la materia tractada i que s’assenyalen en
I’apartat de bibliografia. El contingut presentat parteix d’una experiencia de més de
quinze anys impartint assignatures basades en la materia objecte del text i s’ha adap-
tat, amb els vaivens propis dels canvis en els diversos plans d’estudis inherents a tan
dilatat periode de temps, a la planificaci6 actual de les materies en els descriptors
per a la llicenciatura de Fisica. L’anim en preparar el present text és pal-liar la man-
ca de destresa per prendre notes de classe per part dels estudiants, que en disposar
de forma escrita de les explicacions del professor poden centrar la seva atencié en
la presentaci6 que es realitza durant el desenvolupament de les classes. En aquest
punt cal assenyalar que la presa de notes de classe sembla una practica que tendeix a
desapareixer ja que és dificilment compatible amb les tendencies actuals de presen-
tacié de la materia. Finalment, el text també pretén facilitar un primer estudi de la
materia que caldra completar amb la consulta de la bibliografia pertinent.

El text es pot dividir en quatre grans grups. El primer grup correspon a la
materia que s’anomena electrostatica i se centra en els fenomens electrics estatics.
S’inicia amb I’estudi de les propietats del camp electric en el buit amb 1’objectiu
d’establir-ne les equacions fonamentals, tant per al camp com per al potencial
(Tema 1). A continuaci6é s’apliquen dites propietats als medis materials dielec-
trics (Tema 2) i conductors (Tema 3). Aquesta primera part finalitza establint les
relacions energetiques en sistemes carregats (Tema 4).

La segona part esta dedicada a I’estudi dels corrents electrics. S’inicia amb el
tractament general dels corrents, les magnituds que els caracteritzen i les implica-
cions del principi de conservaci6 de la carrega en el cas d’un corrent, per considerar
a continuacié el cas dels corrents estacionaris. Seguidament se centra ’estudi en
els corrents estacionaris de conduccié i s’estableixen les equacions fonamentals. Fi-
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nalment, s’obtenen les relacions energetiques dels corrents i es considera el balang
energetic en els diferents elements d’un circuit. Com a aplicaci6 dels principis de
conservacié de carrega i d’energia s’estableixen les lleis de Kirchhoff (Tema 5).
L’estudi dels corrents variables amb el temps es posposa per al final del text (Tema
10) i es considera el cas de la variaci6 lenta. Es tracten les caracteristiques més nota-
bles: equacié fonamental en un circuit RLC, potencia del corrent altern i fenomens
de ressonancia.

La magnetostatica es tracta d’'una forma similar a I’electrostatica. S’estudien en
primer lloc els fenomens magnetics en el buit, establint les equacions dels camps (Te-
ma 6), i a continuacié es generalitza per al cas de medis magnetics (Tema 7). En aques-
ta part, ateses les seves importants aplicacions, es dedica un apartat al moviment de
particules carregades en camps estatics i un altre a ’estudi dels circuits magnetics.

Els regims variables amb el temps s’introdueixen considerant en primer lloc el
cas de la variacio lenta i els fenomens relacionats amb la inducci6 electromagnetica
(Tema 8). S’estableix el balang¢ energetic en un circuit en régim variable amb el
temps, fet que permet considerar 1’energia magnetica dels corrents. L’estudi de la
variacié temporal en el cas general s’inicia amb un tema dedicat a les equacions
de Maxwell (Tema 10). En dit tema es considera una primera conseqiiencia de les
equacions fonamentals, I’equacié d’ones. Com a introducci6 a les ones electromag-
netiques, es resol aquesta en el cas més senzill d’ones planes monocromatiques en
el buit. Finalment, es dediquen dos apartats al tema de 1’energia i moment electro-
magnetics i a la formulacié de la teoria en termes dels potencials.

Al final de cada tema es proposen una serie de qiiestions i problemes basics
relacionats amb la teoria presentada.

Finalment, 1’autor vol agrair les nombroses influéncies, comentaris, ajudes i
critiques rebudes al llarg del dilatat periode de doceéncia de la materia abans esmen-
tat i base del present text. De forma general 1’agraiment s’adreca a tots els com-
panys del Departament de Fisica Aplicada i Optica (inicialment en part Departament
d’Electricitat i Electronica) que en nombroses ocasions han mostrat el seu interes per
la publicaci6 dels inicialment “Apunts d’Electromagnetisme”. En particular voldria
agrair al Dr. José Marfa Codina Vidal les seves ensenyances com a professor de la
materia durant el periode d’estudiant i com a company en 1’etapa de formacié com
a professor. Ell em va inculcar I’interes per la materia, juntament amb una excel-lent
visio per a la seva transmissid als alumnes i fomentar 1’interes d’aquests. El meu re-
coneixement, també, envers els diferents professors amb qui he compartit la doceéncia
de la materia, en particular els Drs. José Luis Morenza, Enric Bertran, Jordi Andeu,
Arturo Lousa, Juan Carlos Delgado, José Luis Andujar i Pere Serra. En darrer lloc,
1 de forma especial, el meu agraiment a la Dra. Maria Victoria Garcia-Cuenca, com-
panya de despatx i de doceéncia durant molts anys, per la seva visi6é sempre critica,
pero constructiva, sobre com abordar els continguts del text.

Barcelona, octubre de 2005 Manuel Varela



1. ELECTROSTATICA EN EL BUIT

1.1. Equacions fonamentals del camp eléctric en forma
integral

e Carrega electrica. Distribucions de carrega

La carrega electrica és una propietat intrinseca de la materia que és la cau-
sant de la interaccié electromagnetica. La carrega pren els valors discrets 0, +e
(carrega del protd), —e (carrega de I’electrd) i multiples discrets d’aquests. La dis-
tribucié de carrega en els cossos, a nivell microscopic, és discontinua, la qual co-
sa fa dificil el tractament matematic de les seves interaccions. A la figura 1.1 s’hi
presenta esquematicament I’estructura del Silici en la qual s’hi observa clarament
el caracter discret de la distribucié de massa/carrega. Des d’un punt de vista ma-
croscopic, aquest problema es tracta definint una densitat volumetrica de carrega
p(P) que representa la carrega neta per unitat de volum de la que se n’ha fet la
mitjana per a una regié adequada al voltant del punt caracteritzat pel radi vector 7

Figura 1.1
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Figura 1.2

(Figura 1.2). El concepte regio adequada significa gran a escala microscopica per-
que p no varii de forma erratica, i petita a escala macroscopica perque en la mitja-
na no s’hi amagui variacions en la distribucié de carrega, i pugui ser tractada ma-
tematicament com una regid infinitesimal. Per exemple, si tenim en compte que la
distancia interatomica en la materia és de 1’ordre de decimes de nm, regions de 1’orde
de desenes o centenes de nm contenen milers d’atoms, la qual cosa permetra realitzar
les mitjanes adients, i son suficientment petites per ser considerades infinitesimals.
La densitat volumetrica de carrega p(¥) s’expressara com:

. Ag dq
= 1 _— = —
P Alin»o Av  dv

(1.1)

En un estudi macroscopic de les interaccions entre cossos carregats, aquests estaran
caracteritzats per una densitat volumétrica p(7). No obstant aix0, de vegades i de-
penent de les seves dimensions i/o de la seva distancia als punts on se n’estudien
els efectes, és més convenient tractar-los com distribucions superficials, filiformes
(o lineals) o elements puntuals. El cas més extrem és el de les carregues puntuals,
és adir, aquelles que no ocupen volum. En un sentit estricte només 1’electrd, dins la
teoria quantica, €s considerat com a un punt, encara que, en general, no es limita el
terme de carrega puntual a les carregues elementals, sind que també es tracten com
a carregues puntuals aquelles distribucions de carrega en les quals les seves dimen-
sions son negligibles comparades amb les distancies a les quals se’n consideren els
efectes. Aixi, per exemple, un cos carregat que la seva dimensié major sigui d’1 cm
observat a una distancia d’1 m es comporta com una distribucié volumetrica, mentre
que si s’estudia el seu efecte a una distancia de 10 m es pot tractar com una carrega
puntual.

Una altra situacié que cal considerar €s aquella en que una de les dimensions
del cos carregat és negligible enfront de les altres dues i de la distancia. En aquest cas
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LY,

Figura 1.3

ens trobem davant d’una distribucié superficial de carrega (Figura 1.3). La densitat
de carrega superficial o(7) es defineix com:

_ %

o= (1.2)

Finalment es poden considerar les distribucions filiformes o lineals. Aquest cas corres-
pon a la situacié en que dues de les dimensions del cos carrega siguin molt menors
que I’altra i que la distancia. Per a aquestes distribucions es defineix una densitat
lineal de carrega A(7) de la forma:

dg
AP) = — 1.3
A =" (1.3)
e Llei de Coulomb
ﬁIZ
q>
71
q1
Figura 1.4

La forga entre cossos carregats va ser mesurada directament per Ch. Coulomb
(1785). Per a dues carregues puntuals en el buit (a la practica, per a cossos carregats
de dimensions negligibles enfront de la seva separacid) la forca sobre una deguda a
I’altra és: 1) Proporcional en magnitud al producte de les magnituds de les carregues;
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2) Inversament proporcional al quadrat de la seva distancia; 3) Dirigida al llarg de
la linia que les uneix i 4) Repulsiva si les carregues son del mateix signe i atractiva
si son del signe contrari. En formulacié matematica, i seguint la terminologia de la
Figura 1.4, s’escriura (Llei de Coulomb):

61;2612 dn=K q13q2 P (1.4)

12 AT

ﬁn:K

2 z by by 7 z
on F), és la forca sobre la carrega 2 deguda a la carrega 1, dj, = :}—i és un vector
unitari dirigit de la carrega 1 a la carrega 2, i K és una constant que depen del sis-

tema d’unitats. En el Sistema Internacional SI (MKSA) K s’escriu K = pr amb
g = 8.845 . IO‘IZN_C;HZ, i la unitat de carrega és el Coulomb (C) que és igual a

6.25 x 10'8 e (e és la carrega del protd/electrd, e = 1.6 x 107°C). En el SI la Llei de
Coulomb s’escriura com:

> I qq I qq
Fo=— "2 = 2 7 (1.5)
ey I, drg, iy

Figura 1.5

Les forces entre carregues puntuals compleixen el principi de superposicio,
és a dir, que la forca deguda a un sistema de carregues és la suma de les forces deguda
a cada una d’elles si es trobés sola (Figura 1.5). Es a dir,

N

> 1 qi9q;
Fj Z 3J Tij (1.6)

" dne 3
02 i

<
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e Camp electric

L’origen de la forga entre dues carregues puntuals pot ser considerat des de
dos punts de vista: a) I’acci6 directa a distancia per la qual la forca sobre la carrega
2 €s deguda directament i instantania a la carrega 1; b) el procés d’interaccid entre
les carregues 1 1 2 es divideix en dues etapes. La carrega 1 causa una condicié en
I’espai que I’envolta (camp) de manera que quan la carrega 2 se situa en un punt
determinat de 1’espai, sobre aquesta hi actua una forga (accié del camp). En condi-
cions estatiques ambdds punts de vista son equivalents, encara que en els efectes que
depenen del temps el punt de vista associat al camp és I’adient.

Figura 1.6

La llei de Coulomb representa el punt de vista d’acci6 a distancia, encara que
la podem descompondre en dos termes. Un representa la creaci6 del camp:

Y 1 511
= =7 1.7
12 4ne, ’”?2 Iz (1.7)

iI’altre té en compte 1’acci6 d’aquest:
F)'IZ = EIZ (1.8)
Lexpressio (1.7) té en compte la font del camp (carrega 1), la posicié d’aquesta i

el punt on es calcula el camp. L’expressi6 (1.8) representa 1’accié del camp (Elz)
sobre la carrega 2 (¢,). D’acord amb I’equacio (1.8), I’intensitat del camp es defineix
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com la forca per unitat de carrega sobre una carrega de prova (petita en grandaria i
magnitud) situada en el punt considerat. La unitat de camp electric en el SI és el N/C
o d’una manera equivalent el V/m.

L’expressi6 (1.7) representa el camp electric creat per una carrega puntual.
Per a un sistema de carregues, aplicant el principi de superposicid, tindrem (fi-
gura 1.6):

1 i
E; Ly, (19)

Mitjancant un procediment analeg es poden obtenir les expressions corresponents a
distribucions continues de carrega. Aixi es tindra:

S 1 7
E@) = f% dv

dreg
o 1 7
B = f(’_ ds (1.10)
47T8() Ky r3
> 1 A7
E®) = —dl
@ 4dreg fc r

respectivament per a distribucions volumetriques, superficials i filiformes.
e Propietats del camp electric

El flux del camp eléctric E a través d’una superficie tancada S es relaciona
directament amb la carrega tancada per aquesta superficie mitjangant 1’anomenat
Teorema de Gauss (veure I’ Apendix I per a la seva deduccio):

9§E-d§:9 (1.11)
S

&0

L’expressié anterior, conseqiiencia directa de la dependencia de la interaccid elec-
trostatica amb la inversa del quadrat de la distancia, constitueix una de les equacions
fonamentals del camp electrostatic en forma integral.

La segona propietat important relacionada amb el camp electric esta referida
a la circulaci6 del camp a un cami tancat. Aquesta circulaci6 per al cas electrostatic
sempre és nul-la (veure la deduccié a I’ Apendix II), és a dir,

Sgg.dl*:o (1.12)
C
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Aquest resultat és conseqiiencia directa del caracter central de la forca electrostatica.
Les equacions (1.11) i (1.12) constitueixen les equacions fonamentals, en for-
ma integral, del camp electrostatic.

1.2. Divergencia del camp eléctric. Teorema de Gauss
en forma local

L’equacid6 (1.11) representa una relacié integral entre el camp (flux del camp)
i les fonts d’aquest (carregues). Aquesta expressio té una d’equivalent des del punt
local, €s a dir, relaciona la carrega en un punt (densitat de carrega) amb el camp o
alguna propietat d’aquest. En primer lloc hem de definir la propietat equivalent al flux
del camp quan estem tractant una superficie que tanca un volum molt petit (al limit
infinitesimal). Aixi el quocient entre aquest flux i el volum tancat quan aquest es fa
molt petit, que representa una densitat volumetrica de flux, rep el nom de divergencia
del camp E, és a dir,

= 1 = =
divE = lim - SEE-dS (1.13)
S

v—>0 Vv

Com a conseqiiencia de la definicié de divergeéncia i considerant una superficie S
que tanca un volum finit v s’obté el teorema vectorial conegut com a teorema de la
divergencia (o teorema de la divergencia de Gauss):

fdivﬁdv = 9§E-d§ (1.14)
v S

Aplicant el teorema anterior al Teorema de Gauss (equaci6 1.11) es pot escriure:

5 |
fdivEdv=56E-dS=—fpdv
v S o Jy
. 2 1 .2 p
divEdv=— | pdv = divE—-—|dv=0
v &0 v v &0

La relaci6 anterior es compleix per a qualsevol volum v i, per tant, perque 1’integral
sigui nul-la, també ha de ser-ho I’integrand. Aixo vol dir que tindrem:

o també:

divE=2 (1.15)
&0
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Aquesta expressio constitueix el Teorema de Gauss en forma local, i relaciona, en
cada punt, la densitat de carrega amb la divergencia del camp electric en aquest punt.

Tal com es pot veure a I’ Apendix III, 1a divergencia d’un vector es pot escriure
com el producte escalar de 1’operador nabla (6) i el camp E. Per tant, I’expressio
(1.15) també s’escriu com:

v.E=L (1.16)
=)
on V en coordenades cartesianes s’escriu:
5 0 0 0
VE_—)x+_—)r+_—) 117
ox & dy HT e (117

(En la seccié «Formulari» al final del tema s’hi pot trobar 1’expressi6 de la di-
vergencia en diferents sistemes de coordenades).

1.3. Rotacional del camp electric. Potencial electric.
Gradient de potencial

L’expressio (1.12), que expressa el caracter conservatiu del camp, també ad-
met una representacio des del punt de vista local. Per obtenir aquesta expressié hem
de calcular la circulacié d’E a un cami molt petit. Es defineix el rotacional d’E enun
punt P, com un vector que la seva component en la direccié d’un determinat vector
unitari @ és el quocient entre la circulacié d’E al llarg d’un cami al voltant de P i
I’area tancada per aquest quan aquesta area tendeix a zero, i 1’area €s perpendicular
al vector . Es a dir,

- 1 > -
d-rotE = lim — 9§E-dl (1.18)
§-0 S C

Ja que el camp E ésun camp conservatiu (equacid 1.12) les components del rot £ per
a qualsevol direcci6 seran nul-les i, per tant,

rotE = 0 (1.19)

Aquesta propietat és equivalent a la del camp conservatiu (un camp de rotacional nul
en tots els punts s’anomena camp irrotacional).

En general, la circulacié d’un vector a un cami tancat es relaciona amb el flux
del seu rotacional a través de la superficie que t€ per contorn la superficie en qiiestio.
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Aquesta relaci6 rep el nom de Teorema d’Stokes, i s’escriu com:

SEE-df: f(rotﬁ)-d§ (1.20)
C S

D’una manera semblant a la desenvolupada en el cas de la divergencia (Apendix I1I),
podem escriure el rotacional com el producte vectorial de 1’operador nabla amb el
camp. L’equaci6 (1.19) s’escriu com:

o1

VxE=0 1.21)

En coordenades cartesianes, per exemple, es té:

S
'\<Q'L
S

> a o0 0 5 o
tE=| — — — |=VXE 1.22
o ox 0dy 0z (1.22)
E. E, E

e Potencial electric. Gradient de potencial
El caracter conservatiu del camp electric implica I’existencia d’una funcié po-
tencial. El treball realitzat pel camp en portar una carrega unitat positiva entre dos

punts, sera la diferencia de potencial entre els punts A i B. Es a dir,

Y

B
V(A) — V(B) = f E-di (1.23)
A

En el cas del camp creat per una carrega puntual q, la diferencia de potencial sera:

B
V(A)—V(B)=f Bodl= (i—i) (1.24)
A

drgg \ra  rp

Per definir el potencial en un punt és necessari prendre un cert origen de referencia.
En el cas de distribucions finites de carrega (no existeix carrega a distancia infinita),
I’origen de potencials es pren a I’infinit (és a dir, a distancies suficientment grans
de les distribucions de carrega perque els efecte d’aquestes siguin nuls), mentre que
per al cas de distribucions indefinides de carrega, 1’origen de potencials es pren en
un punt arbitrari de 1’espai, generalment sobre els elements de simetria del sistema
(en cas d’existir). Si considerem el cas normal de distribucions finites de carrega, el
potencial en un punt A és el treball que ha de realitzar el camp electric per portar la
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carrega unitat des del punt A a Iinfinit, és a dir,

-

V(A) = foo E-dl (1.25)
A

Aquest treball també coincideix amb aquell que ha de fer un agent extern per, gua-
nyant al camp electric, portar la carrega unitat des de I’ mﬁmt fins al punt. Per realitzar
aquest procés, I’ agent extern ha d’exercir una forca F o sobre la carrega unitat que
contraresti el camp E, és a dir Fext = —q 'E, pero com ¢’ = 1, Fext = —E. El treball
que ha de realitzar aquesta forca sera:

A A 0o
Wéx‘t—f F”ext-d7=f —E-dfzf E-dl (1.26)
o0 oo A

Veiem que aquest treball coincideix amb el valor del potencial a A. El treball que rea-
litza I’agent extern queda emmagatzemat en forma d’energia potencial de la carrega,
1 per tant, el potencial en un punt representa també 1’energia potencial emmagatze-
mada per unitat de carrega. La unitat de potencial en el SI és el Volt (V) que equival
aunJ/C.

Les expressions del potencial per a sistemes de carregues puntuals i distribu-
cions de carrega son:

N
1 gi 1 P
V(P)= — — 1.27 V(P) = -d 1.28
(P) 4%0;” (1.27) (P) 4ﬂ80fvrv (1.28)
1 1
V(P) = fz ds (1.29) V(P) = f ildl (1.30)
drmy Jg 1 drmg Je v

L’expressio local que fa pales el caracter conservatiu del camp,

-

VxE=0 (1.21)

7 PTEN . . Ny =3 .
té com a conseqiiéncia, des del punt de vista matematic, que el camp E es pot escriure
com el gradient d’una funcié escalar determinada f:

E=Vf (1.31)

Si tenim en compte 1’expressi6 de la diferéncia de potencial,

Y

B B B
V(A)—V(B)=f E-dl:f ﬁf-d7=f df = f(B) - f(A) (1.32)
A A A
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s’observa que la funci6 escalar f és el potencial electrostatic canviat de signe i, per
tant,

-

E=-VV (1.33)

En vista de les propietats considerades als apartats 1.2 i 1.3, perque un camp sigui
electrostatic ha de complir dues condicions. En primer lloc ha de ser conservatiu
(irrotacional), matematicament ha de verificar VxE =0 En segon lloc, s’ha de
relacionar amb les fonts (carregues) mitjancant el Teorema de Gauss. Per tant, les
equacions fonamentals del camp electrostatic en el buit son:

En forma integral (ja vistes a 1’apartat 1.1):

9§E-d§=% (1.11) Sgﬁ-dfzo (1.12)
S C

=)

En forma local:

Il
&0

V.E= (1.16) VxE=0 (1.21)

Ja que en les equacions fonamentals en forma local hi intervenen derivades
parcials, la seva aplicaci6 requereix, des del punt de vista matematic, que el camp
electric sigui continu i, per tant, derivable. En I’apartat segiient, considerarem aquest
problema en el cas d’existéncia de superficies carregades.

1.4. Condicions de continuitat del camp electric

El fet de tractar determinades distribucions de carrega com superficies fa que
puguin apareixer discontinuitats en el camp quan es passa d’un costat a 1’altre de
la superficie carregada. Considerem com es relacionen els camps electrics en dos
punts molt propers a ambdds costats d’una superficie carregada amb densitat o
Per aix0 descompondrem el camp en les seves components tangencials (paral-leles)
(Figura 1.7) a la superficie i en les seves components normals (perpendiculars) (Fi-
gura 1.8).

1. Components tangencials

Considerem la circulacié del camp al cami indicat en la Figura 1.7.
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E,
dl
2 ,ﬂ E*l
22+ ¥ > Z 4,
1 | / L 2 <
. «
n
dl,
%
dl
Figura 1.7

-

56E-d7=0 = E,-dl,+E,-dl+circul (A7) =0; d
C

~,

= dl, = —dl,

que es converteix en:
—E, -dl+ E, - dI + circul (Az) = 0

En fer tendir Az a zero (punts molt propers a ambdds costats de la superficie) la
circulacid als costats Az es fa nul-la i s’obté:

Az—0 = E,=E,
L’expressi6 anterior fa palesa la continuitat de les components tangencials del camp

electric. Aquesta propietat, si es té en compte la definicié6 de producte vectorial,
també es pot escriure com:

ﬁx(Eg—E]):O (1.34)

2. Components normals

Apliquem ara el Teorema de Gauss a la superficie indicada en la Figura 1.8:

5 o ; > = - = das
ﬁEdS:% = EZ'dSZ+E1'dS1+(DlateraI=0-
Ky & )

amés, ja que: d§2 =dSi i d§1 =—dSq



Electrostatica en el buit 25

E,
N
ds,
E,
2 o
1 I Az
L
71
ds,
= dS_ -
Figura 1.8

el fer que els dos punts, a ambdoés costats de la superficie, es trobin molt propers, és
a dir Az — 0, s’obtindra:

i (B -E)=Z (1.35)
&0

En resum, el camp electric és discontinu (ho sén els seus components normals) en
creuar superficies carregades.

1.5. Equacions de Poisson i de Laplace

Les equacions fonamentals del camp es poden escriure en termes del potencial
V. Del fet que E sigui irrotacional tenim que E=-Vv, que podem introduir en el
Teorema de Gauss en forma local (equaci6 1.16) per obtenir:
P P

V.-VV=L = aAv=-L (1.36)
& &

que constitueix 1I’equacié de Poisson. En coordenades cartesianes s’escriu:

PV PV PV p

ox>  0y* 07 &
Si ens trobem en punts de I’espai en que la densitat de carrega es nul-la tindrem:

AV =0 (1.37)
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que €s I’equaci6 de Laplace. En coordenades cartesianes es té:

PV PV PV

s+ =0
8x2+6y2+812

A I’ Apendix III s’hi pot trobar I’expressié de 1’operador laplacia en diferents siste-
mes de coordenades.

1.6. Propietats del potencial

La resolucié de les equacions de Poisson i Laplace requereix el coneixe-
ment de les propietats que ha de complir el potencial electrostatic. A més, algunes
d’aquestes propietats estan relacionades amb el fet que V és una funcié harmonica
(funcié que satisfa I’equacié de Laplace).

1. Finitud

El potencial és finit en tot I’espai (p finita). Aquesta propietat deriva directa-
ment del significat fisic del potencial.

2. Continuitat

a) Potencial. El potencial és continu en tots els punts de 1’espai, en particular en
creuar superficies carregades. Aquesta propietat €s equivalent a la continuitat dels
components tangencials del camp.

VlS = st (138)

b) Derivades del potencial. En creuar una superficie carregada, les derivades del po-
tencial respecte la direccié normal a aquesta superficie son discontinues. Expressa
el fet que les components normals del camp s6n discontinues.

o, 9 n_a (1.39)
&o on on &

3. Absencia de maxims i minims

En una regi6 de I’espai exempta de carregues, el potencial no pot presentar ni
maxims ni minims. Perque el potencial presenti maxims (minims) s’ha de verificar:
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a) Derivades primeres nul-les, vV = 0; b) Derivades segones totes negatives (positi-
ves). La condicié ») no es pot complir ja que en una regié sense carrega el potencial
compleix 1’equacié de Laplace i, per tant, les derivades no poden ser totes positives
0 negatives simultaniament.

4. Superposicié

Si en una regi6 de I’espai sense carrega es tenen diverses solucions de 1’equa-
ci6 de Laplace Vi, V,, ..., la combinaci6 lineal d’aquestes és al seu torn una solucid.

V=C1V1+C2V2+"'; AV=C1AV1+C2AV2+---; AV =0

5. Constancia en punts interiors a superficies equipotencials

En una regi6é de I’espai sense carrega limitada per una superficie equipoten-
cial, el potencial és constant. Suposem que el potencial, en un punt del volum tancat
per la superficie equipotencial pren un valor menor (major) al de la superficie. En
anar per dos camins diferents des d’aquest punt fins a la superficie, el potencial ha
d’augmentar (disminuir) per assolir el valor de la superficie. Aixo implica que en
algun punt interior, el potencial ha de presentar un minim (maxim). Pero tenint en
compte que és un regid sense carrega aquesta situacié no es pot presentar (propietat
3) i, per tant, el potencial ha de ser constant.

6. Unicitat

Dues solucions de 1’equacié de Laplace que satisfan les mateixes condicions
de frontera difereixen pel cap alt en una constant. Sigui una regi6 de I’espai limitada
per una superficie S en la qual el potencial pren valors Vg, i dues solucions V;(P) i
V,(P) de I’equacié de Laplace que prenen els mateixos valors Vs en la superficie. Si
construim una funcié V(P) = V,(P) — V,(P), aquesta complira I’equacié de Laplace
i, a més, el seu valor sobre tots els punts de la superficie S sera nul. Per tant, com a
conseqiiencia de la propietat 5, la funcié V(P) ha de ser nul-la en tot el volum interior
i, per tant, V{(P) = V,(P), 1 només existeix una solucio.

Relacionat amb aquest teorema es planteja el Problema de Dirichlet. El pro-
blema consisteix a obtenir una solucié de 1’equacié de Laplace que prengui uns va-
lors fixats sobre una superficie S tancada. Aquest problema sempre té soluci6 (la
solucié sempre existeix) i, a partir del teorema d’unicitat, aquesta és tnica.





