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Prefaci

Aquest llibre ofereix una introduccié a ’estudi de les corbes de Shimu-
ra definides sobre el cos del racionals i a algunes de les seves apli-
cacions. El seu contingut es basa en les conferencies impartides
en el Seminari de Teoria de Nombres (UB-UAB-UPC), celebrat a
Barcelona, del 29 de gener al 2 de febrer de ’any 2001. Una versié
preliminar d’aquelles conferéncies fou publicada en el volum Corbes
de Shimura [AABO1]. La dificultat intrinseca del tema, unida a la
manca general de textos introductoris, ha fet aconsellable preparar
una edicié ampliada d’aquelles notes.

El llibre consta d’una introduccid, a carrec de Ron Livné, de 10
capitols i d'una llista actualitzada de referencies. Les paraules del
professor Livné permeten copsar la importancia historica de les corbes
i les varietats de Shimura i situar el contingut de cada capitol en el seu
context historic. En particular, 'alumnat de tercer cicle hi trobara
una guia per iniciar-se en temes de recerca. Agraim al professor Livné
la seva valuosa aportacié.

M. Alsina, A. Arenas, P. Bayer
Barcelona, 31 d’octubre de 2005
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Introduccio

R. LIVNE

The Shimura curves are Riemann surfaces uniformized by arithmetic
groups. The first examples, the modular curves, go back in special
cases at least to Gauss. These examples are atypical since the Rie-
mann surfaces are not compact there, while they are compact in all
other cases.

Historically, the next examples to appear were those coming from
triangle groups (see e.g. [FK97]). Up to commensurability there are,
however, only finitely arithmetic triangle groups ([Tak77a, Tak77b].

The theory of Shimura curves is currently viewed as a special
case of the general theory of higher-dimensional arithmetic congru-
ence quotients. This general theory was developed by several people,
starting with Siegel, and including Baily, Piateskii-Shapiro and Sha-
farevich, and Shimura. Deligne’s reformulation of Shimura’s work
[Del71] had become the standard reference for the general theory of
what is now called “Shimura varieties” (the terminology was first used
by Ihara for curves and by Langlands in general). The most striking
result is that there exist canonical models for these varieties. These
are uniquely determined varieties over a specific number field, the re-
flex field, which underlie the given complex manifolds, and they have
canonical, defining properties. For example, a “symplectic” embed-
ding of a Shimura variety into Siegel space, which is the parameter
space for principally polarized abelian varieties, gives the canonical
model through the theory of moduli ([Del71]). The general case is
due to Kazhdan, Borovoi, and others. See Chapter 10 for an example

vii



viii Introduccid

where the higher dimensional theory is discussed (in a special case)
and then applied to counting points on certain Shimura curves over
totally real fields. A good place to learn the general theory is Mil-
ne’s homepage (http://www.jmilne.org/math/) which contains a lot
of material on Shimura varieties, much of it unpublished.

Shimura curves were first studied by Shimura ([Shi61, Shi67]) and
then by Thara ([Tha68b, Tha69]). One takes a quaternion algebra B
over a totally real number field F', which is split at one infinite prime
and ramified at all the others. This case is difficult if F' # Q, since the
reflex field, which is F, is smaller than what the moduli theory can
yield. In fact the curve case is most important since the existence
of canonical models is by induction on dimension, with the curve
case being the starting point (together with the even more important
0-dimensional case of special points).

The main subject of interest regarding Shimura varieties had been
their Hasse-Weil L-functions over the reflex field or its extensions.
These can frequently be proved to be automorphic, hence to have
analytic continuation and functional equation. The first results, for
modular curves, were obtained by Eichler (see Chapter 6), and there
is currently a lot of work on more general cases. The Langlands phi-
losophy in fact predicts that the L-functions thus obtained should be
automorphic in all cases, and that they should cover a very large and
important class of the good (=algebraic automorphic) L-functions.
Following Deligne and Langlands, Carayol had used Shimura curves
over totally real fields to prove the Langlands correspondence for
Hilbert modular forms at the bad primes [Car86a, Car86b].

To compute the L-functions one needs to compute the reduction
modulo primes of the canonical models. Then one counts the points
on these reductions via the Lefschetz trace formula for étale coho-
mology, and one compares them to the automorphic trace formula.
The good reduction of Shimura curves was studied by Morita (see
the reference in Chapter 6). The bad reduction (see Chapters 3 and
4) was studied by Carayol ([Car86a]) and by Cerednik and Drinfel’d
(see [BCI1]). The reduction of Shimura varieties is a topic of much
current interest (see e. g. [Var98a, Var98b, Rap90, RZ96]...).

The present book studies mainly Shimura curves over Q. The
theory is very close to the case of modular curves, but the absence
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of cusps makes certain things easier to prove. On the other hand the
very convenient tool of expanding a modular form around a cusp dis-
appears, and hence explicit examples are harder to construct. Thara
was the first to write an equation of a Shimura curve, and his method
has been generalized (see Chapter 8). Other ways have been devised
by Elkies (see the reference in Chapter 8) and by Kurihara ([Kur94]).
Another method is to intersect Hilbert modular surfaces in Siegel
space (see e. g. [Run99]). This method permits to get the universal
families of Kummer surfaces (the quotient of the universal family of
abelian surfaces by +1), and even families of genus 2 fibrations whose
jacobians give the abelian surfaces ([HM95]). Another method to give
the universal Kummer families through special elliptic fibrations was
developed jointly with Besser [Bes93, Bes95, Bes98, BL]. A closely
related subject is the Picard-Fuchs equations of Shimura curves (see
[BL)).

The real points of Shimura curves had been studied by Shimura
(and also by Kudla), and the local points over p-adic fields jointly
with Jordan and later by others. These local results have global
applications to the Cassels-Tate pairing; see Chapter 7, [Bab01], and
also [JLVO03] for results for more general levels and fields. The global
points were studied first by Jordan (see Chapter 7) and recently also
by Skorobogatov and Yafaev (see [SY04]) using the local results.

To date, the most spectacular application of Shimura curves is
in the proof of the Taniyama-Shimura-Weil modularity conjecture.
This involves an interesting technical point: in the applications to
L-functions, the cohomology of the Shimura varieties is taken with
rational coefficients. Recently it has become more and more impor-
tant to study finer invariants, coming from integral cohomology. In
this regard a prominent role is played by the structure of the bad re-
duction of semistable type of Shimura varieties, especially of Shimura
curves (see Chapters 3 and 4). This had first appeared in joint work
with Jordan [JL86], and was further developed and applied by Ribet
to prove that Fermat’s Last Theorem follows from the modularity of
elliptic curves over Q (see Chapter 9). It was also used in the proof
of this modularity conjecture. Higher dimensional applications are as
spectacular. Among several such are the proof of the local Langlands
conjecture for GL,, by Harris and Taylor [HT01], and their forthcom-
ing work.
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Capitol 1

Aritmetica d’algebres de
quaternions

A. RIO

En aquest capitol s’inclouen les definicions i els resultats basics re-
latius a algebres de quaternions que permeten arribar a la definicié de
X (D, N), que sera l'objecte d’estudi dels capitols posteriors. La re-
fereéncia basica per a aquest tema és [Vig80], on es troba desenvolupat
de manera sistematica i extensa.

1.1 Definicions i exemples

1.1.1 Definicions. Sigui K un cos commutatiu.

Una K —algebra és una quaterna (A, +,-,A), on (A, +,-) és un anell
unitari 1 A és una aplicacié K x A — A tal que (A,+,A) és un
K —espai vectorial i es compleix A(k,a-b) =a- A(k,b) = A(k,a)b.

Una K—algebra de divisié és una K —algebra (no commutativa)
on tot element diferent de zero és invertible.

Una K —algebra A és simple si no té altres ideals bilaters que 01 A.
Les algebres de divisié sén, doncs, algebres simples.

1



2 Cap. 1 Aritmetica d’algebres de quaternions

Si A és una K—algebra i Z(A) indica el seu centre, es compleix
K ~ A(K,14) € A. Amb aquesta identificacié es té K C Z(A).
Observem que si l'algebra és de divisid, llavors el seu centre és un cos
(extensi6 de K).
Una K—algebra A és central si K = Z(A).
1.1.2 Exemple. A = M(2, K) és una K —algebra central simple.

El cos K s’identifica amb el conjunt de les matrius (8 2) .

. (a b
Si <c d> € Z(A), aleshores

0o — (@ b\ (0 1\ (0 1\ (fa b\ _ (-c a—d
o d) \0 0 0 0/\c d) \O c )’
0o - (¢ b\ (0 0\ (0 0\ (fa bY\ _ b 0
~ \e d)\1 0 1 0)\ec d) \—-a+d -b)’
Per tant, a = d, b =c = 0. Aixi doncs,

Z(A):{(S 2) |a€K}:K.

b
d

o

Sigui J # 0 és un ideal bilater de A i <Z ) € J—{0}. Suposem

que a # 0, aleshores

= L) (Do) = (o)
DG D6 D-( Y

a+ B € J = J conté una unitat = J = A.

1.1.3 Definicié. Una K —algebra de quaternions és una K —alge-
bra central i simple, de dimensié 4 sobre K.

1.1.4 Exemple. M(2, K) és una K —algebra de quaternions.



1.1. Definicions i exemples 3

La teoria de K —algebres centrals i simples permet donar una altra
definici6 (cf. [Pie82]), potser més operativa, d’algebra de quaternions.

Denotem S(K) el conjunt de les K —algebres centrals i simples,
de dimensié finita sobre K.

El teorema de Wedderburn-Artin, que s’obté combinant el lema de
Schur amb la forma matricial dels endomorfismes, déna ’estructura
general de les algebres semisimples. En particular, aquest teorema
prova que una K —algebra simple és isomorfa a una algebra de ma-
trius M, (D), on D és una K —algebra de divisi6, determinada modul
isomorfisme.

Els dos teoremes que citem a continuacié son els considerats com
a resultats fonamentals de la teoria de les algebres centrals i simples.

El primer teorema generalitza el fet que els inics automorfismes
de M, (K) s6n els automorfismes interns (és a dir, els de “conjugacié
per una matriu”).

1.1.5 Teorema. (Skolem-Noether) Si A € S(K), aleshores ten-
im Aut(A) = {v, () = uzu~!, u € A*} = Inn(A) ~ A*/K*.

1.1.6 Definicié. Si A és una K —algebra i X és un subconjunt de
A, llavors el centralitzador de X en A es defineix com

Ca(X)={a€Alar=zaVre X}
En particular, C4(A) = Z(A). Si lalgebra és central, aleshores

Ca(C4(A)) = C4(K) = A. El teorema segiient generalitza aixo a
les subalgebres simples.

1.1.7 Teorema. (del doble centralitzador) Si A € S(K), B és
una subalgebra simple i C5(B) és el centralitzador de B en A, llavors:

1. Cx(B) és simple.
2. dimg (B) dimg (Cx(B)) = dimg (A).
3. Cx4(Ca(B)) = B.

1.1.8 Corollari. Si A € S(K) i F n’és un subcos mazximal, llavors
CA(F) ~ M,(F) i dimg(A) = n?[F : K]°.



4 Cap. 1 Aritmética d’algebres de quaternions

DEMOSTRACIO: Prenent B = F en el teorema anterior obtenim que
A" = Cy(F) és simple. A més, F' C A’ n’és un subcods maximal.

El teorema d’estructura (per a F'—algebres simples) ens diu que
A" ~ M, (D), on D és una F—algebra de divisié. Si no fés D = F
podriem prendre x € D — F' i L = F[z] (polinomis a coeficients en F'
avaluats en x) seria un subcos de D que contindria F' estrictament.
Identificant L amb les corresponents matrius escalars de M, (D) es
contradiu la maximalitat de I en A’. Per tant, tindrem D = F i

Ca(F) ~ My (F).

La igualtat de dimensions es dedueix immediatament del segon
apartat del teorema del doble centralitzador. O

Considerem el cas dimg (A) = 4 i fem s d’aquest darrer resultat.
Per a un subcos maximal F' tenim només dues possibilitats:

1. F = K. Aleshores, A ~ M(2, K).

2. F = K (i) és una extensi6 quadratica de K.

En aquest cas, ates que 'automorfisme ¢ — —1i és intern, existira
un element j € A tal que j71ij = —i.

Seguint aquesta linia de treball, s’arriba a la definicié classica: si
car(K) # 2, una K —algebra de quaternions és una K —algebra de
dimensi6 4 sobre K amb una K—base {1,1,j, k} tal que

i’=a¢ecK*, 2 =be K*, ij = —ji=k.

Aixi doncs, I'operacié d’elements de ’algebra de quaternions queda
definida estenent per linealitat la multiplicacié dels elements de la
base, que es descriu a la taula segiient:

xy | 1 T g k
1|1 & 3§ k
| % a k —j
i lg -k b i
k| k j —i —ab



1.1. Definicions i exemples )

Per designar aquesta algebra es fa servir la notacié
H = (a, b) K

tot i que no és independent de la base:

base {1,j,i,k} = H = (ba)g,
base {1,i,k,7} = H = (a,—ab)x,
base {1,7,k,i} = H = (b,—ab)k,
base {1,ci,j,k} = H = (ac?b)k.

1.1.9 Observaci6. Si el cos fos de caracteristica 2, es tindria una
base {1,4,7,ij}, amb i +i = a, j2 = b, ij = j(1 +i). Perd aquest
cas no el tractarem.

Tot seguit comprovem que, efectivament, H = (a,b)x és una
K —algebra central i simple, fent servir 'operador de Lie

[z,y] = 2y — ya.

e H = (a,b)k és central: si x =xo+x1i+x2j +2x3k € Z(H),
aleshores

0 = [i,z]= 2ax3j +2x2k,
0 = [j,z]= —2baxsi —2x1k.

Ates que 1,1, j, k sén una K—base de H, es dedueix x1 = x9 =
x3 = 0. Aleshores, r = zg € K.

e H = (a,b)x éssimple: sigui J # 0 un ideal bilater i z € J—{0}.
Sixz=ux9€ K* lavors t € H* i J = H. Si z # z¢, alguna
altra coordenada sera # 0. Ates que

[7,[¢,z]] = —4bxzei € J,
[k,[j,2]] = 4dabazj € J,
[i,[k,x]] = —4daxik €J,

J conté algun element invertible i, per tant, J = H.
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1.1.10 Exemples. Prenent la base
. (1 0 . (0 1 k:—"—01
“lo 1) 771 o A NS T

M(2,K) = (1,1)k.

es té

De la igualtat

Z(Z Z) =(a+d)+(a—d)i+ (b+c)j+ (b—0o)k

s’obtenen les coordenades quaternioniques d’una matriu.

Si el cos K és algebraicament tancat, aleshores no té extensions
quadratiques i M(2, K) és 'tinica algebra de quaternions sobre K.

Quaternions de Hamilton: H = (—1,—1)r

Sobre R, el subcos maximal ha d’ésser R o C i les uiniques algebres
de quaternions sén M(2,R) i H.

1.1.11 Definicions. Considerem 1’algebra de quaternions
H = (a,b)k
i escrivim els seus elements x = zg + x1¢ + 9 j + x3 k.

El conjunt dels quaternions purs és H™ = {z € H | 2o = 0}. Es
té la descomposicié en suma directa

H=K®&H",

o sigui, tot element de H s’escriu de manera tinica com z = xg + 2,
ambxg € Kiz € HT;ésadir, com asuma d’un escalar i un quaternié
pur. Els quaternions purs es caracteritzen de forma invariant per
isomorfismes mitjancant la condicié segiient:

reH—{0}éspur e KirgK.

La conjugaci6é és x — T = xg — 211 — 212j —x3k = x9g — 2. Es
tracta d’un antiisomorfisme involutiu de H. La conjugacié opera
sobre els escalars com la identitat i sobre els quaternions purs com la
multiplicacié per —1.
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La traca reduida de = és t(x) = x + T = 2z € K.
(x,y) — t(zy) és una forma bilineal simétrica no degenerada.

La norma reduida de x és n(z) = 27 = 22 — ax? — ba3 + abz? € K.

x — n(x) és un forma quadratica. De fet, és la forma quadratica
associada a la forma bilineal $t(z7).

Els elements invertibles de l'algebra sén H* = {z | n(x) # 0}.
L’invers d’un element z € H* és

el =zn(x)"L

La restricciéo n : H* — K* és un morfisme de grups. El seu nucli el
denotem H'.

1.1.12 Exemple. Considerem H = M(2, K). La descomposicié de

a b
x(c d)GH

com a suma d’un escalar i un quaternié pur és
x—x—i—z—l a+d 0 +1 a—d b
-0 2 0 a+d 2 ¢c d—a)’
Els quaternions purs sén les matrius de traga nulla.

d _ab> , és a dir, la matriu d’adjunts.

El conjugat de x és & = (—c

La traga de z és t(x) = a + d. La norma de z és n(x) = det(z).

1.2 Formes quadratiques

Segons el teorema d’estructura de Wedderburn-Artin, una K —algebra
de quaternions, o bé és una K —algebra de divisié o bé és isomorfa a
lalgebra de matrius M(2, K). La distinci6é de casos pot expressar-se
en termes de representabilitat de zero per una forma quadratica de
K (cf. [O’M00)).
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1.2.1 Proposicié. Sigui H = (a,b)g. Les condicions segiients son
equivalents:

1. H és una K—algebra de divisio.
2. Six € H—{0}, aleshores n(x) # 0.
3. La forma quadratica Xg —aX?-bX2+ ang €s anisotropa.

4. La forma quadratica X% — aY? — bZ? és anisotropa.

Observem que la forma quadratica ternaria que apareix al darrer
apartat de la proposicié anterior prové de restringir la norma al
subspai dels quaternions purs.

1.2.2 Exemple. Els quaternions de Hamilton H = (—1,—1)g sén
una algebra de divisié.

D’una banda, ja sabem que H i M(2,R) sén les tiniques algebres
de quaternions sobre R. D’altra banda, la forma quadratica real
X2 +Y? + Z? és anisotropa.

1.2.3 Proposicié. L’isomorfisme de K—algebres de quaternions es
pot expressar com a equivaléncia de formes quadratiques ternaries:

(a,b) g ~ (d,V)g
)
aX?+bX2 —abX? ~ dXZP+VXI-dVX2
1.2.4 Exemple. Sia,b € Z sén no nuls i lliures de quadrats, aleshores

a,b mo sén tots dos < 0
(a,b)g ~M(2,Q) & ¢ a  és quadrat mod b
b és quadrat mod a

1.3 Grup de Brauer

Donades dues algebres A, A" € S(K), sabem que A ~ M, (D) i A’ ~
M,:(D"), on D i D" indiquen K—algebres de divisié. Es defineix la
similaritat entre algebres de la manera segiient:

A~ A" si D~ D (isomorfisme de K — algebres).
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Aix0 és una relaci6é d’equivalencia a S(K) i el conjunt de classes
Br(K) = S(K)/ ~
s’anomena grup de Brauer de K. L’operacié entre classes,
Cl(A)Cl(B) = Cl(A®k B),

és associativa, té element neutre CI(K)(= Cl(My,(K)) Vn) i I'invers
de Cl(A) és Cl(A*), on A* és'algebra oposada de A, és a dir, I'obtin-
guda en considerar en A la mateixa estructura d’espai vectorial pero
una nova estructura d’anell: la definida per axb=1>- a.

El grup de Brauer actua com a classificador de les algebres de
divisié centrals, ja que cadascun dels seus elements esta represen-
tat per una algebra de divisid, inica modul isomorfisme. Per aixo,
la classe de Brauer també serveix per caracteritzar 'isomorfisme de
K —algebres.

1.3.1 Proposicié. Si A, B € S(K),

Cl(A) = CI(B)
A~B & 1
dimK(A) = dimK(B).

1.3.2 Corollari. En el cas particular d’algebres de quaternions,

H~H' & CI(H) = CI(H').

Per tal que 'operacié del grup de Brauer es pugui restringir bé al
conjunt d’algebres de quaternions cal una hipotesi addicional.

1.3.3 Proposicié. Siguin H i H' dues K—algebres de quaternions.
Si tenen un subcos maximal isomorf, aleshores

HeH ~ H @M(2,K),
on H" és una K—algebra de quaternions, inica modul isomorfisme.
Si K és un cos local o global, l'existéncia de subcos maximal
isomorf és una condicié que sempre es satisfa.

Alguns exemples d’algebres H, H', H” que satisfan les condicions
de la proposicié sén
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o (a,0)g @ (a,c)kx =~ (a,bc) gk @ M(2, K),

o H®H~M(2 K)®M(_2,K).

Aquest darrer exemple ens mostra que si H és una K —algebra de
quaternions, aleshores la seva classe de Brauer o bé és trivial o bé té
ordre 2, és a dir, es troba en la 2—component del grup de Brauer:

Cl(H) € BI‘Q(K).

1.4 Extensio d’escalars

Si F/K és una extensié de cossos i H és una K —algebra de quater-
nions, llavors

Hp = H®g F

és una algebra de quaternions sobre F'.

1.4.1 Exemple.

(0,, b)K QK F = (a, b)F

Donat un cos F, extensié de K, tenim una immersié

H ‘—>HF
r —ax®l.

En particular, si prenem F' = K, la clausura separable de K, llavors
H — Hg, = M(2, Kj).

1.4.2 Definicions.

Un cos F, extensié de K, és cos neutralitzador de ’algebra de
quaternions H si Hp ~ M(2, F').

Si F' és un cos, una F—representacié de I'algebra de quaternions H
és una representacié matricial H < M(2, F').
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1.4.3 Exemple.

(a7 b)K — My (K(\/av \/E))

N ( :L'0—|—$1\/a \/5(5172+$3\/a))
Vb (2 —x3v/a) w0 — 114

Si ens restringim a extensions de grau 2, podem caracteritzar els
cossos neutralitzadors de les algebres de quaternions.

1.4.4 Proposicié. Siguin F/K una extensio quadratica i H una
K—algebra de quaternions.

F' és cos neutralitzador de H si, © només si, F €s isomorf a un
subcos maximal de H.

1.4.5 Exemple. L’aplicacié

(a,b)x — Ms(K(Va))

. zo + T1v/a :v2+:63\/5>
b(xg—.fg\/a) Q?o*ﬁl\/a

defineix una K (y/a )—representaci6 de 'algebra (a,b) k.

1.5 Cas aritmetic. Ideals 1 ordres.

Siguin R un domini de Dedekind, K el cos de fraccions de R i H un
algebra de quaternions sobre K.

1.5.1 Definicions.

Una R—xarxa de H és un R—submodul finitament generat.

Un element z € H és R—enter si R[x| és una R—xarxa de H.

1.5.2 Proposicié. Un element x és R—enter si, i només si, t(x) € R

in(x) € R. Per tant, atés que x> — t(x)x + n(z) = 0, un element
R—enter és arrel d’un polinomi monic a coeficients en R.
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1.5.3 Remarca. Els elements enters de H no formen un anell.

1.5.4 Definicions.

Un ideal és una R—xarxa completa: K ®p [ ~ H. Es a dir, una
R—xarxa que conté una K —base.

Un ordre de H és un ideal que té estructura d’anell. Equivalentment,
O D R un anell d’enters tal que KO = H. En particular, un ordre
és un R—modul lliure de rang 4.

Un ordre maximal és un ordre maximal per la relacié d’inclusié.
Un ordre d’Eichler és O; N Oy, amb els ordres O; maximals.

Les unitats d’un ordre O formen un grup, que designem per O*. Es
compleix
zr € 0" & n(x) € R,

jaquex € O, t(r) e RC O =z € Oixzx=n(x). Les unitats de
norma reduida 1 formen un subgrup, designat per O'.

En el conjunt dels ideals tenim les operacions
I—l
1J

{(reH|IzIC I}
{Z:ﬂy, xel, yeJ}.

D’altra banda, a cada ideal I s’associen dos ordres:

Ol) = {weH|zICT}
OuI) = {geH|IzCI).

Un ideal I és bilater si O, = Oy.
Un ideal I és normal si O, i Oy sén maximals.
Un ideal I és enter si I C O,. Equivalentment, I C Oy.

Un ideal I és principal si I = O.h = hOy.
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La norma reduida d’un ideal I és lideal fraccionari de R generat
per les normes reduides dels seus elements. El denotem per n(I).

Com hem dit a la primera seccid, si H és una K —algebra de
quaternions i t designa la traca reduida, aleshores

HxH — K
(z,y) +— t(zy) =2(zoyo + ax1y1 + brays — abxsys)

és una forma bilineal simétrica no degenerada. Si O és un ordre, el
seu dual és l'ideal bilater enter

O ={z € H|t(zO) C R}.

La diferent d’un ordre és Iideal O~!.

El discriminant reduit d’un ordre és la norma de la seva diferent:
d(0) = n(O7M).

Fixada una base, el quadrat del discriminant s’obté del determinant
de la matriu de les traces, és a dir, si {¢;} és una R—base de O i
M = (t(ese;)), aleshores

d(0)* = Rdet M.

1.5.5 Proposicié. Si O i O sén ordres d’una dlgebra de quater-
nions, aleshores

O'CO=d0) CdO)

amb igualtat si, i només si, O' = O.

1.6 Cas local

Tractem en aquesta seccié el cas que K sigui un cos local. De fet, els
casos arquimedians ja han estat completament descrits anteriorment:

e K=C= H=M(2,C),

e K =R = H = H (quaternions de Hamilton) o H = M(2,R).
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1.6.1 Teorema. Si K és un cos local no arquimedia, aleshores hi ha
una tunica (modul isomorfisme) K—algebra de quaternions diferent
de M(2, K).

Si R és lanell d’enters de K, m és un uniformitzant, F/K és
[inica extensid quadratica no ramificada i o € Gal(F/K) és lele-
ment no trivial, aleshores la K—algebra de quaternions no trivial és

1 {( i) eeer}

S’obté H ~ (a, 7))k escrivint FF' = K(y/a) i prenent

i va 0 . (0 1
~\0 —Va 7=\x o)
1.6.2 Exemples. L’tnica Q2—algebra de quaternions no trivial és
(—3,2)2 i Iinica Q3—algebra de quaternions no trivial és (—1,3)s

Pel que hem vist abans sobre la relacié entre algebres de quater-
nions i formes quadratiques, per a un cos local no arquimedia tenim
dues maneres diferents de definir un mateix caracter quadratic del
grup K*/K*? x K*/K*2;

Invariant de Hasse

(a,) 1 si(a,b)g ~M(2,K),
e(a, =
—1 altrament.

Simbol de Hilbert
1 siaX?40bY? — Z? representa 0,
(av b) =

—1 altrament.

En aquest cas local també es tenen perfectament caracteritzats
els cossos neutralitzadors.

1.6.3 Proposicié. Siguin K un cos local no arquimedia, H una
K—algebra de quaternions ¢ F' un cos extensio de K.

1. F és cos neutralitzador de H si, i només si, [F : K| és parell.
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2. H té F—representacid si, i només si, [F: K] és parell.

Pel que fa als ordres, tractem aqui dnicament el cas K = Q,. Per
tenir els resultats sobre un altre cos local només cal substituir Z, per
I’anell d’enters i p per un uniformitzant.

1.6.4 Teorema. Els ordres mazimals de M(2,Q,) son M(2,Z,) i
tots els seus conjugats.

O, = M(2,Z,) N <p0n ?) M(2,Zy) (ﬁ? (1)> R = {<pgc 2)}

s’anomena ordre d’Eichler de nivell p" Z,.

Per a un ordre O de l'algebra M(2,Q,), les condicions segiients
son equivalents:

1. O és ordre d’Eichler.

2. O s’escriu de manera unica com a interseccid d’ordres maxi-
mals.

3. Ezisteiz un unic n tal que O ¢ Opn son conjugats

4. O conté un subanell conjugat de

[ ) meen}

En les condicions anteriors, el discriminant reduit és d(O) = p"Zy,.

En el cas de les Q,—algebres de quaternions no trivials, I’estruc-
tura és molt més senzilla.

1.6.5 Teorema. Si H és una Q,—adlgebra de quaternions tal que
H % M(2,Qp), aleshores v(x) = vy(n(x)) és una valoracid discre-
ta de H, l’anell de la qual és

O={zx e H|n(x) €Ly}
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Tenim que:

1. pO = @? (p ramifica).
2. O és lunic ordre maximal de H.

3. O és l'unic ordre d’Fichler. S’anomena ordre d’Eichler de
nivell Z,.

4. d(O) = pZy.

1.7 Cas global

Suposem ara que K = Q (o un cos global). Sigui, doncs, H una
algebra de quaternions sobre Q.

1.7.1 Definicions.

H és ramificada a linfinit si Hr = H ®g R = H, 'algebra dels
quaternions de Hamilton. Es a dir,

H = (a,b)g, amba <0ib<0.
H és ramificada a un primer p si H, = H ®g Q, és Q,-algebra de
divisié. Es a dir, H = (a, b)q i el simbol de Hilbert en p és
(a,b), = —1.
Per a qualsevol Q—algebra de quaternions H hi ha un nombre finit
de places ramificades, el conjunt de les quals denotem per Ram(H).

La llei de reciprocitat del simbol de Hilbert ens diu que [],(a,b), =1
i d’aqui es dedueix que el conjunt Ram(H) té cardinal parell.

Direm que H és definida si co € Ram(H).
1.7.2 Exemple. Si H = (-1, —1)q, llavors Ram(H) = {0, 2}.

1.7.3 Proposicio. Sigui H una Q—algebra de quaternions.

H és indefinida si, 1 només si, R és cos neutralitzador de H.
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En aquest cas, existeix una R—representacio de H que es realitza
en un cos quadratic:

H < M (2,Q(va)) < M(2,R)
1.7.4 Definicié. El discriminant reduit d’'una Q—algebra de quater-

nions H és
du= [ »
p€Ram(H)
Si substituim Q per un cos de nombres K, els discriminants reduits

son ideals enters de 'anell d’enters de K.

En el cas global, els discriminants classifiquen les algebres de
quaternions.

1.7.5 Teorema. Siguin Hi, Ho dalgebres de quaternions sobre Q.

1. HH~ Hy & Ram(Hl) = Ram(Hg).

2. HH~ Hy & dH1 = de'
1.7.6 Teorema. Sigui H una Q—algebra de quaternions.

1. H~M(2,Q) < Hy~M(2,Q,) Vp< dy = 1.

2. Sigui S un conjunt finit de places de Q (si K és un cos de
nombres, cal excloure les places complexes), de cardinal parell.

Modul isomorfisme, existeix una unica Q—algebra de quater-
nions H tal que Ram(H) = S.

Donat d € Z* lliure de quadrats, es pot trobar explicitament

H/Q tal que dg = d.

3. Sigui L un cos de nombres. Aleshores, L és cos neutralitzador
de H < Ly, és cos neutralitzador de H, per a tot o | p de L.

Aixi, per tractar el cas global cal tenir en compte que hi ha tota
una serie de propietats locals:
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ésser ordre

ésser ordre maximal

ésser ordre d’Eichler

ésser ideal

ésser ideal enter

ésser ideal bilater

norma reduida d’un ideal
discriminant reduit d’un ordre

que fan molt 1til la técnica de la adelitzacio.

Si per a cada placa v del cos es té un grup G, i un subgrup C,,
en fixar un conjunt de places S es defineix el grup adeélic

{(zy) € H Gy | xy € Cy per a tot v ¢ S llevat d’un nombre finit}.

1.7.7 Definicions. Suposem que K és un cos global i R és el seu
anell d’enters.

Les adeles de K son el grup adelic corresponent a
G,=K, C,=R, S5=o00,
és a dir,

A ={(z,) € HK” | z, € R, gpt v finita}.

Les ideles de K sén el grup adelic corresponent a
G,=K;, C,=R, S=o0,
és a dir, les unitats de les adeles:

A" = {(z,) € HKZf | z, € R}, qpt v finita}.

Considerem H/K una algebra de quaternions. Per a cada plaga v
de K posem H, = H @k K,. Fixem S # () un conjunt finit de places
de K tal que S D oo.

L’anell

Rg = ((R,NK)
vgS
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és un anell de Dedekind. Si O és un Rg—ordre de H, posem
0,=0 PRg R,.

Considerem els grups adelics corresponents a

e G,=H, C, =0, (Adeles Hy),
G, = H* C, =0} (Unitats H} ),
G, =H! C, =0} (Grup H}&),

i definim

e la tracareduida tp : Ha — A,
e la norma reduida na : Hy — A™.

Els resultats segiients s’obtenen utilitzant aquest técnica d’adelit-
zacid, que permet aprofitar I’estudi del cas local fet anteriorment.

1.7.8 Proposicié. Sigui H una algebra de quaternions sobre Q.

1. Un Z—ordre O és maximal si, i només si, d(O) = dy.

2. Elnivell d’un ordre d’Eichler O és

N=][M= TI N=1]] N

p ¢Ram(H) pldy

1.7.9 Notacié. O(D, N) indica un ordre d’Eichler de nivell N d’una
algebra de quaternions de discriminant D i O(D, 1) un ordre maximal.

1.7.10 Teorema. Sigui O = O(D, N). Aleshores,
1. pf ND = O), ~ M(2,Zy,).
2. p| D= O, ~ dnic ordre mazimal de Hy, ( que és % M(2,Qp)).
5’.p|N:>(’)p:{<A? b>|a,b,c,d€Zp}.
c d
4. d(O)=DN.

1.7.11 Proposicié. Sigui H una Q—algebra de quaternions de dis-
criminant D. Aleshores
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1. Un Z—ordre d’FEichler és de nivell N < d(O) = D N.

2. Per a tot N tal que (N, D) = 1, existeizen ordres d’Fichler de
nivell N.

3. [0(D,1): O(D,N)] = N.

1.8 Tipus i classes

De T’estudis fet pel cas local, sabem que tots els ordres d’Eichler
O(D, N) sén localment conjugats. Diem que sén del mateix tipus si
ho sén globalment.

1.8.1 Notacié. t(D, N) indica el nombre de tipus d’ordres d’Eichler
de nivell N en una algebra de quaternions de discriminant D.

Si O és un ordre d’una algebra de quaternions H, considerem els
ideals I tals que OI = I (és a dir, O C O.(I)) i en aquest conjunt
definim la relacié d’equivalencia

I ~ J si existeix x € H* tal que I = Jz.

1.8.2 Notacié. h(O) indica el nombre de classes (laterals) d’aquesta
relacié i h'(O) el nombre de classes de la relaci restringida al conjunt
dels ideals bilaters.

Si O1 1 Oy sén ordres d’Eichler de nivell IV, la conjugacié local
implica que estan “lligats” per un ideal principal (012 = 203). En
aquest cas, els nombres de classes esmentats només depenen del parell
(D, N) i es designen per h(D, N) i h'(D, N), respectivament.

1.8.3 Proposicié. Amb les notacions anteriors, es té h'(D,N) <

WD, N) i t(D,N) < h(D, N).

Per obtenir resultats relatius a tipus i classes novament entra
en joc l'adelitzacid, ja que es tenen les correspondencies bijectives
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segiients:
Ideals < O3 \Hj,
Ideals bilaters «— O3 \N(Oa),
Classes d’ideals < OR\HA/Hj,
Classes d’ideals bilaters «— OR\N(Oa)/(H} N N(O4)),
Tipus d’ordres «— Hj\HA/N(Oa).
on N(O4) és el normalitzador de Op en Hj .

1.8.4 Proposicié. El nombre de classes h(D,N) és finit i s’obté
sumant els nombres de classes d’ideals bilaters sobre un sistema de
representants dels tipus:

#(D,N)
h(D,N) = Z h.(D,N).
1.8.5 Corollari. Si h'(D,N) no depén del tipus, aleshores

h(D,N) = t(D,N)h'(D, N).

Aquesta situacié és la que es déna quan H és indefinida.

1.8.6 Proposicié. Si K = Q, llavors h(D,N) =1 ¢ t(D,N) = 1.
En general, h(D, N) = h, el nombre de classes (restringit) del cos K .

1.9 Interpretaciéo modular

Sigui H una Q—algebra de quaternions indefinida, és a dir, tal que
H — H®qgR~M(2,R),

i de discriminant dg = D.

Ates que hi ha un sol tipus, tots els O(D, N) sén conjugats.
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1.9.1 Notacio.

I'(D,N)={y € O(D,N) |n(y) =1} = O(D,N)..

Tenim
I'(D,N) — H — M(2,R)

i, ates que la norma es correspon amb el determinant,
Im(I'(D, N)) C SLa(R).

Fent la identificacié
SLa(R)/{+1} = Aut(H),

resulta que I'(D, N) opera sobre el semipla superior.

Denotem per X (D, N) la corba tal que

I'(D,N)\'H ~ X(D, N)(C)

Un teorema degut a Shimura garanteix que les corbes X (D, N)
tenen models definits sobre Q.
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