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PREAMBUL

Aquestes pagines pretenen ser una primera aproximacio als metodes de I’ analisi
funcional, que es caracteritza per la seva naturalesa abstracta, amb la substitu-
cio de I'estudi de funcions individuals que satisfan determinades equacions de
I’andlisi, per la consideracio de classes de funcions i d’ operadors entre elles, de-
terminats per la naturalesa de cada problema.

Sorgeix com a branca autonoma de I’ analisi matematica a partir de la consi-
deraci6, de manera sistematica, d’ operadors en espais de Hilbert i de Banach, a
llarg del primer terc del segle passat.

Es va desenvolupar inicialment per tractar problemes classics, especialment
els relacionats amb les equacions diferencials, ordinaries i en derivades parcials,
les equacions integralsi el calcul de variacions.

Malgrat que el's seus metodes, per si sols, no solen resoldre aquests problemes,
sbn molt Utils per aclarir els seus aspectes essencials i, a més, els progressos en
analisi funcional han estimulat i motivat nous problemes de |’ analisi.

Els seus objectes, operadors i espais entre els que actuen, i els seus teoremes
resulten de recollir situacions i arguments que apareixen reiteradament de mane-
ra més o menys explicita en construccions i teoremes diversos de I’andlisi, on
s observa que sobre les classes de funcions sovint se superposen estructures al-
gebraiques i topologiques o metriques. Nosaltres ens fixarem especialment en la
combinacio de les propietats d’ espai vectorial i d’ espai topologic que donen lloc
al’analis funcional lineal.

Més concretament, els espais funcional's que ens interessaran seran espais nor-
mats, espais vectorialsreals o complexos (en general de dimensi6 infinita) provis-
tos d’una distancia que prové d’ una norma semblant a la dels espais euclidians,
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12 Preambul

amb laqual son continues les operacions d’ espai vectorial. Els operadors normal-
ment seran aplicacions lineals continues entre espais normats.

Hem triat les equacions integrals associades a problemes de valors inicias i
de contorn per a equacions diferencials de segon ordre com aexemple del’ analis
gue pot servir de motivacio dels teoremes del cursi on s apliquen les seves con-
clusions.

En el proleg es mostracom aguests problemes de valorsinicialsi de contorn es
transformen en I’ estudi d’ operadors integrals, aplicacionslinealsdel’ espai C|a, b]
de les funcions continues sobre [a, b] (que es dotara de la convergéncia uniforme),
odel’espai L?(a,b) delesfuncions de quadrat integrable (amb la convergénciaen
mitjana quadratica). Aquests espaisi operadors podran servir a lector com amo-
dels de referenciai € problema de contorn es repren al’ epileg com ail-lustracio
delsresultats de I’ tltim capitol.

A més d’ aquests proleg i epileg, € text consta de quatre capitols.

El capitol 1 conté fets fonamentals referents a espais de Banach generalsi as
operadors lineal s acotats entre aquests espais, amb els exemples basics dels espais
L? i C(K) delesfuncions continues sobre un compacte.

El capitol 2 esta destinat al's espais de Hilbert, |a classe dels espais de Banach
amb una norma que prové d’un producte escalar, com succeeix amb €els espais
euclidiansi els espais L? de funcions de quadrat integrable. A partir del resultat
fonamental que és €l teorema de la projeccio, estudiem la dualitat i €ls desenvo-
lupaments en series de Fourier respecte de bases ortonormals. Les onetes de la
teoria del senyal serveixen per mostrar la convenienciai utilitat de la construccio
de sistemes ortonormals diferents del trigonometric.

El capitol 3 esrefereix aladualitat d espais normats generals, amb el teorema
de Hahn-Banach, que estableix |’ abundancia de formes lineals continues, com a
resultat central. S'hi inclou la descripcio dels duals de Cla, b] i dels espais L?
(1<p< ).

El capitol 4 se centra en lateoria espectral dels operadors compactes d’ espais
de Banach i d' operadors compactes autoadjunts d espais de Hilbert, que permet
estendre a dimensio infinita la teoria espectral d’espais euclidians i la diagona-
litzacio d’ endomorfismes simetrics. En aguest capitol es mostra |’ efectivitat dels
metodes i resultats dels capitols anteriors, i €ls seus teoremes s apliquen a's ope-
radorsintegrals com elsdel preambul i del’ epileg. Del’analisi funcional no lineal
S hi inclou el teorema del punt fix.

Cal dir que aguest text no és més que unaintroduccio breu al’ analisi funcional
en el context dels espais de Banach que preténiniciar e lector en aguesta materia.
Els tres llibres sobre aguesta branca de I’analisi esmentats en la bibliografia en
poden ser una bona continuacio.

Essencialment hi heinclos €l contingut d'un curstrimestral que he estat expli-
cant alaUniversitat de Barcelona aquests Ultims anys, a llarg dels quals he tingut
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I’ oportunitat de recollir punts de vista de diversos companys del Departament de
Matematica Aplicadai Analisi que també han participat en €l curs esmentat. Amb
tots tinc un deute, ja que les seves opinions han estat, sens dubte, un gjut inesti-
mable en la preparacio del text. De manera més concreta, la revisio de diferents
parts del text feta per H. Fontich, D. Pascuas, M. Serrahimai J. Soria ha permes
localitzar-ne diverses deficiencies i millorar-ne sensiblement la redaccio final.

Barcelona, gener de 2004



PROLEG

Considerem funcions amb valorsrealsi d’unavariable real, definides en un inter-
val [a, b] delarecta

Esfacil escriure qualsevol equacio diferencial lineal de segon ordre sobre [a, 3]
amb coeficients continus, u” + a1 (x)u’ + ag(z)u = c¢(x), enI’anomenada forma
autoadjunta (vegeu I’ exercici 1):

() —qu=f  (0<peC'a,b]; g f €Cla,b]),
i per abreujar usem la notacio
Lu := (pu') — qu. (1)

Una soluci6 d' aquesta equacio és unafuncio u € C?[a, b] (és adir, dues vegades
continuament diferenciable) que satisfa Lu(z) = f(x) per atot = € [a, b].

Problema de Cauchy
Estractadel problemadevalorsinicials
Lu=f, u(a)=qa, u'(a)=070, (2

perac, € Ri f € Cla,b] donats.
Integrant dues vegades, aquest problema es pot transformar en e de resoldre
una sola equacio integral. Comencem amb un exemple senzill.

Exemple 1. El problema de valors inicials

u'+u=0, u0)=0, «(0)=1,

15



16 Proleg

equival al de la resolud de I'equacd

/ny y)dy—u(e) = =z, (K(z,y):=y—a)).

En efecte, en aguest cas |’ equacio diferencial ja esta en forma autoadjuntai, inte-
grant entre 0 i s, tenint present la condici6 «'(0) = 1, resulta que necessariament

u'(s)— 1+ /Osu(y) dy = 0.

Observeu que €l reciproc és cert, s u € C'|0, 1] satisfa aquesta equacio i la con-
dicio u(0) = 0, també resol el problema de Cauchy.

Tornem a integrar, araentre 0 i z, i apliquem la condicid «(0) = 0, i resulta
gue e problemade valorsinicials equiva aresoldre I’ equaci6 integral

—m+/ / y)dyds =0 (u € C[0,1]).

La integral doble se simplifica aplicant el teorema de Fubini sobre €l triangle
{(s,9); 0 <y < s <z}, jaqueaixi tenim

/ / dde—/OIU(y) /ymdsdyz/om(x—y)u(y)dy,

i I’equacio integral estransformaen

u(x)—:l}+/ (x —y)u(y)dy =0 (u € C[0,1)),
0
equivalent aladel’ enunciat.

Tornem al problema de Cauchy més general (2) procedint de la mateixa ma-
nera.
Integrem entre a i y. Delacondicio v'(a) = i de (1) obtenim

p(y)u ﬁ/' 1) di = /f

i u éssolucio del problemasi i noméssi u € C'{a, b], u(a)

oy p@p 1Y
“@‘p@+mml“ Ddt+ ) /f
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Integrant araentre a i z, i imposant la condici6 u(a) = «, observem que aixo
equival que u sigui unafunci6 continua sobre [a, b],

u(r) = /j ]% /a q(y)uly) dy ds — g(x),

on hem denotat

gle) = —a—p(a)s | ]% - 5 | twayas )

b, totes les funcions involucrades son continues sobre € triangle

Sia<
;a <y < s < zx} i, per aun producte v(s)w(y) de funcions

T
A = {(s
continues, el teorema de Fubini permet escriure

[ rwtdsdr= [ ots) [Cwtavas = [“ow) [ty asan.

Per tant, . .
U(l’)z/ q(y)U(y)/ ]Ti)dy—g(ﬂﬂ)-

En resum,
Proposicio 1. Sig &és com en (3) i denotem

<
Y

1
W ], 50
u € C?[a, b] &s soluadd del problema (2) sii no#s siu € Cla, b] i satisk I'equacd
integral
| K dy - ut) = g(o)

Donada K (z,y), funcid continua sobre e triangle A := {(z,y); a < y <
x < b}, de T definit per

Tu(e) = [ " K (e, y)uly) dy

esdiu que és operador de Volterra de nucli integra continu K (z,y). En aquesta
situacio cal observar que, sl u € Cla, b], lafuncio Tu(z) = [ K(z,y)u(y) dy
també és continuai obtenim una aplicacio lineal

T :Cla,b] — Cla, b].



18 Proleg

L’ equacio integral de laProposicio 1 &s (1" — I)u = g i elsmétodes del curs
proporcionaran |’ operador invers de T — I, amb la qual cosa (7' — I)'g sera
I”tnica soluci6 del problema de Cauchy (teorema d’existencia i unicitat per a
aquest problema). Aquest resultat esta contingut en € Corol-lari 1.3.4 1 la seva
demostracio dependratant de lalinealitat de 7" : Cla, b] — C|a, b] com del valor
delanorma||T’|| d aquest operador, definida per

1T} := sup{ | Tull g lulliasy < 1}-
on, pera f € Cla, b], s entén que

[/ llap) := max [£(2)],

a<t<b
la“normauniforme”.

Observem també que L : C?[a,b] — Cla, b] &slinea i anem a veure que
el teoremad’ existenciai unicitat esmentat permet demostrar que les solucions de
I equacio homogenia Lu = 0 formen un subespai vectorial, Nuc L. C C?[a, ], de
dimensio 2.

Previament convé definir el deter minant wronskia

W(&) = 11(E)ya(&) — 11(£)2(8)

de dues funcions 1, y» derivables.

Lema 1. El wronska I/ de dues soluciong, i y, de Lu = 0 s’anulla en un punt
si i nones siy; i y» sOn linealment dependents. Aleshords(¢) = 0 en tot punt
€ € [a,b].

Demostracio. Si y; i i, son linealment dependents, de les relacions

c1y1 + coys =0, clyi + CQyé =0 (Cl 7& 00cy 7& O),

valides en tot punt &, en resultatrivialment W (¢) = 0 (reglade Cramer).
SIW () =0perauné € [a,b], & sistema

ayi(§) +caya(8) =0, ey (§) + cayp(§) =0

tésolucio (c1,c2) # (0,0) i v := cry1 +eoyo SAisfaLo = 0,v(§) =01 0'(€) =0,
per tant v = 0 sobre [¢, b] (unicitat en el problema de Cauchy). Per raons similars,
v = 0 sobre [a, ], ésadir, 0 = v = c1y; + coy @Mb (c1, ¢2) # (0,0) i yy, yo SON
linealment dependents. ]
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Proposicio 2. Siy; és I'unica solucd deLu = 0 que satisd les condicions inicials
yi(a) =1iyj(a) =0,iys laquesatihy,(a) = 0iys(a) = 1, aleshoreqy;, y2 }
és una base de Nuc
Demostraci6. Del lemalresultalaindependencialineal dey; i y», jaque W (a) =
1.

A meés, tota atrasolucio v de Lu = 0 és combinacio6 lineal de y; i ., jaque
v = u(a)y; + u'(a)y, éslasolucid que satisfav(a) = u(a) i v'(a) = u'(a); per
tant u = v = u(a)y; + v'(a)ys. ]

Problema de contorn

Una condici6 de contorn per au € Cla, b] derivableen a i en b seraunacondicid
del tipus

Bi(u) := Aju(a) + Asu'(a) =0 (|A1| + |A2| #0)
0 del tipus
Bs(u) := Byu(b) 4+ Bau'(b) =0 (|B1| + | Bs| #0).
Donada g € Cla, b], considerarem el problema de contorn
Lu=g, uweD 4

per a L amb domini D := {u € C?[a,b]; Bi(u) = 0, Ba(u) = 0}.

Si éspossible, estracta de transformar aguest nou problematambé en una sola
equacio integral, integrant dues vegades. Comencem per un exemple senzill.

Exemple 2. El problema de contorn
u'=g, u(0)=0, w(l)=0  (ueC?0,1]),

ong € C[0, 1] és una fund donada, & com alnica solucd
1
ulw) =~ [ Gla)gty) dy
0
on (G és la funcd contnua sobre0, 1)

_ z(l—y) siz<
G(z,y) ':{y(l—i) Sie o
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De moment ens limitem a fer una comprovacio observant que laformula integral
s escriu

—u(r) = /Owy(l —z)g(y) dy +/ z(1 —y)g(y) dy,

onu ésdeclasseCt, u(0) = u(l) =0i

() = - / " ya(y) dy+(1—2)ag(a) + / (1= y)gly) dy— (1 —)g(x).

Després de simplificar, podem tornar a derivar. Resulta u de classe C?, u(0) =
u(l) =0i
—u(x) = —zg(z) — (1 - z)g(x),
de manera que u €s solucio del problema de contorn.
Aquesta és |’ tnica solucio, ja que la solucid general de I’ equacid homogenia
v =08&su(r) = Az + B, ladeu” = g sera

1
ule) = Az + B~ [ Glay)gly)dy
0
i les condicions de contorn impliquen A = B = 0.

Vegem unaforma constructivad’ obtenir G per a problemes de contorn (4) més
generals.

Si existeixen dues solucions linealment independents, v, i vy, de Lu = 0, de
maneraque By (y1) = 01 Bs(y2) = 0, I’anomenada funcid de Green associada a
L i ales condicions de contorn esta definida sobre el quadrat [a, b]* per

= Ly(©pe(z) Sz >¢
Clw,8) = { @) So<é,

on C := pV ésuna constant no nul-la. En efecte, si u,v € C*[a, b, unasimple
substituci6 proporcionalaidentitat de L agrange

ulv —vLu = [p(uwv’ — u'v)] = (pW)".

D’aquestai de les condicions Ly, = Ly, = 0 S obté, derivant, que pIV és cons-
tant. No pot ser nul-laja que y; i 1, SOn solucions linealment independents de
Lu=0isaplicael Lemal.

Lafunci6 de Green satisfales propietats seguents:

Proposicio 3. () G(z,&) = G(&, z) i és coninua sobrga, b]2.

(b) Fixata < £ < b, G(+, &) satish L(G(+,&)) = 0sobre[a, b]\{{}, Bi(G(+,€)) =
0i By(G(-,€)) = 0.
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(c) Fixata < £ < b, existeixen les derivades laterals d&-,¢) en el punt¢ i
satisfan

9] 0 1

Demostraci6. Comprovem (c), per exemple. De la definicié obtenim

Co-G(E+,6) = (O, C-GlE—E) = hEWE)
i resulta
O GlET,6) — 5-G(E-8)) =W,
equivalent a (d). ]

Teorema 1. Siguinf € C[a,b] i G la funcido de Green anterior. & equivalents:
(i) u és soludd del problemalu = f, By(u) = 0, By(u) =0, i
(i) u(z) = — [} G(w, &) f(€) dE.

Es a dir, 'aplicacib lineal L : D — C|a, b] és bijectiva, d’'inversa I'aplicad
T :Cla,b] — D C C|a,b], on

(Tf)(z) = / G €) () de,

de manera qué&'f és lI'lnica solucd del problema de contorn (i).
Demostracid. Suposem (i). De la identitat de Lagrange, integrant, deduim la
formula de Green

/:(uLv —vlu) = [p(uv’ - vu’)K,

que, aplicada ala solucio u del problemade contorni aG(-, £) sobre elsintervals
[a,& —¢]i [+ ¢,b], fente — 0, dona

/as (uL(G(,€) = G L)) = [p(u%a.’g) - Gton)]

5_

a

b

/gb <uL(G(,f)) - G(,ﬁ)L(u)) = [P(u%G(,g) B G(',é)u'ﬂ

+ e

Perdo L(u) = fi L(G(+,£)) = 0 en els dominis d'integraci6, de manera que la
suma dels primers membres ésigual a — f;’ G(z, &) f(z) dx.



22 Proleg

Per altrabanda, de (c) i (b) de la Proposici6 3 resulta que la suma dels segons
membres és

1 0 , b
pu+ [plug G ~ G O] =
i obtenim (ii) sl a < £ < b. Esprovaper als extrems per pas al limit.
Per al reciproc, si (ii) és cert, de ladefinicid de G obtenim
B 1
C’y2

i derivant hi ha una cancel-laci6 que proporciona

u(z) =

@ [ (@1t g [ miorea

(@) [ (€16 d — Goh(lintlun()7(€) de

u'(z) = —

- [ Zewoi@ic [ 2owored

T+

Amb un raonament similar es calcula (p(z)u/(x))" i, utilitzant les propietats
de G, s obté

zm@>=/‘MG«@»@rf@wm—fuaz—fu» 0

Observacio 1. Hi ha funcb de Green si i noés si I'operadorL : D — Cla, b
és injectiu, o siguiLu = 0 nonés € enD la solucb trivial.

De teorema 1 resulta la bijectivitat de L. Inversament, s L és injectivai y,
Y2 SON solucions no nul-les de Lu = 0 que satisfan B;(y;) = 0 (per exemple,
solucio del problemade valorsiniciasy,(a) = As, y'(a) = —A1) i Ba(y2) = 0,
necessariament y1, 1. son linealment independents i tenen una funcio de Green
associada. En efecte, de W = yyy5 — yoyy = 0 resulta By (y2) = Ba(y;) = 0 en
contradiccio amb lainjectivitat de L.

Observaci6 2. La funcib de Green de

és la funcd
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de I'exemple 2.

En efecte, lasolucio general dew” = 0 ésu(z) = Az + Bilessolucionsy, (z) =
z,y2(z) = x—1devdorsiniciasy; (0) = 0,4, (0) = 1iys(1) = 0, y5(0) = 1 sdn
linealment independents (W = 1). En aquest cas, C' = —1/W = —1 i obtenim
G(z,8) = —pi(Qupa(z) = —flz —1) Sz = 16,8 = —p(Qulr) =
—(—-lzsz <.

Les relacions anteriors permeten considerar €l problema de contorn per a una
equacid homogenia amb un parametre A

(pu') —qu = Aru, Bi(u) =0, By(u)=0,

on r és unafunci6 continua positivaen tot punt de [a, b]. El problema de Sturm-
Liouville consisteix en la determinaci6 de les solucions no identicament nul-les
d’ aguest nou problema, i delsvalorsde A\ (anomenats autovalor s) pelsquals exis-
teixen aguestes solucions no trivials o autofuncions del problema.

Aplicant € Teoremala f = ru obtenim unaaltra descripcio d’ aquest proble-
ma de contorn a partir de lafunci6 de Green G.

Corol-lari 1. La funcb v € C?a,b] €s una autofundi d'autovalor \ per al
problema de Sturm-Liouville anterior si i n@s siu € Cla, ] i

u(z) = — / G, €)r(€)ulé) de.

Si\ # 0, aquesta condiéisignifica que: és funcd propia de valor propj. = 1/
per a I'operadorT : Cla,b] — C[a, ], Tu(z) := — [} Gz, )r(&)u(€) dé.

Exemple 3. Els autovalors\ del problema de Sturm-Liouville
u'=Xu, u(0)=0, u(l)=0

son els termes de la succeBgi—m2n?}> ;.

A |'exemple 2 hem descrit la funci6 de Green d’ aquest problema. Si hi ha soluci6é
no trivial, necessariament A < 0 (en e cas A = 0 aix0 ésevidenti, s A > 0,
la solucio general de v’ — Au = 0 & u(x) = Ae¥V* + Be=V>* i non'hi ha
cap que satisfaci les condicions de contorn). Per tant A < 0, la solucid genera
ésu(xr) = Acos(v/—\z) + Bsin(v/—\z), lacondicio u(0) = 0 implicaA = 0,
deu(l) = 0amb B # 0 resulta\ = —7*n? i u,(x) := sin(7nx) &s autofuncid
d autovalor — 72n?.
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Es interessant observar que Cla, b], amb la norma del suprem, que descriu la
convergencia uniforme, es pot substituir per qualsevol dels espaisde |’ analisi real
LP(a,b) (1 < p < o0), format per les funcions de poténcia p-eésima integrable i
proveit de la distancia associada a lanorma || /||, := (fab |f(z)| dz)'/? (conside-
rant equivalents dues funcions que coincideixen g.p.t.).

El casp = 2 és especiament interessant. De manera semblant al que succeeix
amb les normes euclidianes, en aguest cas || - || procedeix d’un “producte escalar
de funcions’

umya/ﬂmmmm

jaque||f]l2 = (f, f)3'* fet que resulta ser molt (til en els calculs.

Observem que, s ff|f(a:)\2dg: < oo, també fab|Tf(x)]2dx < o0, €s pot
definir

(ﬂ%w:—/G@ﬂNQ%

i Sobté un operador T : L*(a,b) — L*(a,b). S |G| < M, aquests fets son
consequiencia, per exemple, de la desiguatat de Cauchy-Schwarz del producte
escalar,?

[(F29)2 < [If1l2llgll2,

similar ala que satisfa el producte escalar euclidia

En efecte, s [G| < M, [)|G(x.&)f(€)dE < M(b— a)”|f]> < oc, de
maneraque G(z, ) f ésintegrable, (T f)(z) estaben definiti |Tf (x)|*> < M?(b—
a)|lf]3. Per tant,

/ﬂTﬂmWMSAﬁw—@wﬂ@<w

i Tf € L2(a,b).

Aquesta similitud amb els espais euclidians motiva sovint la conveniencia de
treballar amb funcions de L?(a, b), jaque estractad’ un espai més gran que Cla, b
i ric en propietats, i les solucions que es troben resulten ser funcions continues. En
efecte, s f és continua sobre [a, b, també ésde L?(a,b) i, S u € L*(a,b) satisfa
unaequaci6 integral com les de laProposicié 1 o del Teorema 1, laidentitat dela
mateixa equacio integral prova que automaticament « és continua.

117 (a,b) conté Cla, b, jaque si dues funcions de C[a, b] sbn equivalents, son identiquesi, si
f € Cla,b], | f|P també és continuai, per tant, integrable.
2Vegeu la proposicio 2.6.1.
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Exercicis

1. L’ equacio diferencial lineal amb coeficients continus v” + a v’ + agu = ¢ €s
transforma en forma autoadjunta,

) —qu=f  (0<peCla,bl;q,feClab]),
multiplicant el's dos membres per |’ exponencia d’ una primitivade a;.

Solucio. En efecte, si p(z) = exp([ a1), p’ = pai, de maneraque pu” + paju’ + pagu = pc
equival a(py')’ — p'y' + pary’ + paoy = pcinomésca prendreq = —pag i f = pe.

2. Escriviu en forma autoadjuntai descriviu com a equacions integrals els proble-
mes de valorsinicias sobre [0, 1]

@u" +u=cosz, u(0)=0, u(0)=1.

() v + a1u’ + apu =0, u(0)=a, ¥'(0)=p0F (ap,a1 €R).

©@u"+2u +u=0, u0)=1, «'(0)=0.

Solucié. Usem I’ exercici anterior aplicat ala proposicio 1:

Estractade (pu')’ —qu = fi [ K(z,y)u(y) dy —u(z) = g(x) amb els segiients valors de p, ¢,
«a, 8,9, fi K (semprea=0,b=1):

@p=1,9g=-1,a=0,=1,9(z) = —x +cos(z) — 1,f(x) = cosz i K(z,y) =y — .

(b) p(x) = exp(a1z), ¢(x) = —ag exp(a1z), a, B, g(x) = —a+(B/a1)(exp(—a1z) —1), f =0,
K(z,y) = (ap/a1)(exp(ary — a1x) — 1).

(© p(x) = wexp(e?/2), qlz) = —wexp(a?/2),a = 1, 8= 0,g = 1, f = 0i K(x,y) =
2(1 - exp(z?/2 — y?/2)).

3. Sobre [a, b], la solucid general d’ una equaci6 diferencial lineal de segon ordre
amb coeficients constants,

f"+af' +5f=0,

esdel tipus f = Ap; + Bys i @1, 2 €S determinen a partir dels zeros A\, i A\, de
A2 + a) + 8 = 0 delamanera segilent:

S A1 i Ao son reals i diferents, @1(1’) =M% QDQ(.@) = 6/\2z; S Al = A =
A=—a/2 € R,p1(z) = eMipy(z) =29\ =7 +isi\y =1 —isamb
s # 0, p1(z) = € cos(sx) i pa(x) = €™ sin(sx).

Soluci6. Les solucions constitueixen un subespai vectoria bidimensional de Cla, b] (Proposicid
2). Una comprovacio directa, o I’ s del Wronskia, mostra que o1 i @2 son solucions linealment
independents.

4. Si existeixen, trobeu les funcions de Green dels exemples segiients:
@ Lu=u", wu(0)=0, u(1)=0.
(b) Lu=u", w(0)=14'(0), wu(l)+u(1)=0.
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(©) Lu=u"+7%u, u(0)=0, wu(l)=0.

Soluci6. (8) D = {u = Az+ B; u(0) =0, v/(0) = 0} = {0} i existeix funcio de Green. Trobem
y1(z) = z imposant 1 (0) = 0 ay1(x) = Az + B (prenem A = 1). Andlogament, yo(z) = 1
satisfays(l) = 0. ResultaW = —1 = —C,i G(z,§) =€sia > i Gz, ) =rsiz <&

(b) Demanerasimilar, G(z,£) = (E+ 1)(x+2)sx > i G(x,&) = (E+2)(z+1)sz <&
(¢) D = {u = Bsin(nz); B € R} i no hi hafunci6 de Green.

5. Determineu elsautovalorsi lafunci6 de Green del problemade Sturm-Liouville
v = =0, ¥(0)=0, u(1)=0.

Soluci6. Lafunci6 de Green ésladel’ exercici 4-(a).

Si A > 0, lasolucio general dew” — Au = 0 &su = AeVA® + Be~ VA7 j |es condicions de
contorn només se satisfansi A = B = 0.

Si A < 0, lasolucio general é&su = Acos(v/—Ax) + Bsin(v/—Ax), i deles condicions de
contornsobté B = 01 sin(v/—\) = 1, ésadir A = k.





