PROBABILITATS:
PROBLEMES
| MES PROBLEMES




PROBABILITATS:
PROBLEMES
| MES PROBLEMES

Olga Julia de Ferran
David Marquez-Carreras
Carles Rovira Escofet
Monica Sarra Rovira

Publicacionsi Edicions



UNIVERSITAT DE BARCELONA. Dades catal ografiques

Probabilitats: problemesi més problemes

Bibliografia
ISBN 84-475-2906-1

I. Juliade Ferran, Olga II. Titol
1. Probabilitats 2. Problemesi exercicis

© PUBLICACIONS | EDICIONS DE LA UNIVERSITAT DE BARCELONA, 2005
Adolf Florensa, §/n; 08028 Barcelona; Tel. 934 035 442; Fax 934 035 446;
lcuenca@ub.edu; http://www.publicacions.ub.es

Impressio: Gréficas Rey, S.L.

Diposit legal:

ISBN: 84-475-2906-1

Impres a Espafia/ Printed in Spain

Aquesta publicacié ha comptat amb I’ ajut de la Generalitat de Catalunya.

Queda rigorosament prohibida la reproducci6 total o parcia d aquesta obra. Cap part d aquesta publicacio,
inclos el disseny de la coberta, pot ser reproduida, emmagatzemada, transmesa o utilitzada per cap tipus de
mitja o sistema, sense |’ autoritzacio prévia per escrit de |’ editor.




Index

Introduccio

Probabilitats
2.1 Espais de probabilitat . . . .. ... ... 0 0L L
2.1.1 Esdeveniments o successos . . . . . . . . . . ... ..
2.1.2  Definici6é de probabilitat . . . . . . . .. ... ... ...
2.1.3 Espais de probabilitats finits . . . . .. ... ... ... ..
2.1.4 Propietats de la probabilitat . . . . . ... ... ... ...
2.2 Probabilitat condicionada . . . . . .. ... ... ... ... ..
2.3 Esdeveniments independents . . . . . .. ... ... oL
2.4 Foérmulade Bayes . . ... .. ... ... ... .
2.5 Problemes . . . . . . ..
2.6 Problemes amb indicacié . . . . . ... ...
2.6.1 Indicacions . . . . . . .. . .. ... ...

Variables aleatories unidimensionals
3.1 Variable aleatoria . . . . . . . . ... ...
3.2 Lleii funcié de distribucié . . . . . . .. ...
3.3 Tipus de variables aleatories . . . . . . . ... ... ... ... ...
3.4 Transformacions de variables aleatories . . . . . . . ... . ... ..
3.5 Esperanca matematica . . . . . .. ... oL
3.6 Variables aleatories més usuals . . . . ... ... ... ... .. ..
3.7 Problemes . . . . . . ... e
3.8 Problemes amb indicacié . . . . . . . ... ..
3.8.1 Indicacions . . . . . . ... ... .. ...

Vectors aleatoris

4.1 Funcions de distribucié conjunta i marginals . . . . . . . . ... ..
4.2 Independencia. . . . . . . . . .. ..
4.3 Vectors aleatoris discrets . . . . . . . ... ... ... ..
4.4 Vectors aleatoris absolutament continus . . . .. ... ... .. ..
4.5 Transformacié de vectors aleatoris . . . . . ... ... ... ....

0~ ~1

©

10
11
11
12
42
46



4.6 Moments . . . . ... e s 125

4.7 Vectors aleatorismés usuals . . . . . ... ... ... ... ... 127
4.8 Suma de distribucions . . . ... ... L 128
4.9 Problemes . . . . . . ... e 128
4.10 Problemes amb indicacié . . . . . . . . ... ... 182

4.10.1 Indicacions . . . . . . . . . . ... ... .. 186
Successions de variables aleatories 195
5.1 Lemes de Borel-Cantelli . . . ... .. ... ... .......... 195
5.2 Convergencies de variables aleatories . . . . . . . . ... ... ... 196

5.2.1 Convergencia quasi segura . . . . . . . . . .. ... 196

5.2.2 Convergencia en probabilitat . . . . . . ... .. ... ... 197

5.2.3 Convergencia en LP o mitjana d’ordrep . . . . .. ... .. 198

5.2.4 Convergenciaenllei . . . ... ... ... ... ... 198
5.3 Relacions entre les convergencies . . . . . .. ... ... ... .. 199
5.4 Llei forta dels grans nombres . . . . . . ... ... ... ... 200
5.5 Teorema del limit central . . . . . . . .. ... ... .. ...... 201
5.6 Problemes . . . . . . . . . 201
5.7 Problemes amb indicacié . . . . . . ... ... L. 236

5.7.1 Indicacions . . . . . . . . . . . ... ... ... . 240
Apendix 251
6.1 Combinatoria . . . . . . . . . ... 251

6.2 Llistadesimbols . . . . . . . . . .. ... 254



Capitol 1

Introduccio

La teoria de la probabilitat és possiblement una de les arees de la matematica
amb un desenvolupament més intens des de la segona meitat del segle XX. Aix0
es deu a diverses raons: d’una banda, la probabilitat forma el cos metodologic
basic necessari per a l'estadistica i, d’altra banda, les seves aplicacions sén molt
diverses i en camps de gran actualitat com les finances o la genetica. Per tant,
la probabilitat ha esdevingut una de les arees més rellevants de la matematica i
una part fonamental del seu estudi, aixi com també d’altres com la informatica o
enginyeries superiors.

L’objectiu d’aquest llibre és omplir un buit dins el mén editorial en el camp de
les probabilitats. Els estudiants universitaris que cursen assignatures que tracten
probabilitats a un nivell elemental, poden trobar facilment un bon grapat de
llibres per consultar, tant teorics com practics. En canvi, quan una assignatura
no té aquest caracter tan basic, I'estudiant no disposa d’aquesta oferta: malgrat
que pot trobar forga llibres de consulta teorics, hi ha una manca bastant gran de
referéncies dedicades a la resolucié de problemes. El llibre que teniu a les mans
vol solucionar aquesta mancanca.

Aquest és, per tant, un llibre de problemes de probabilitats resolts destinat a
estudiants d’un primer cicle d’enginyeries o de llicenciatures en matematiques o
estadistica.

El llibre tracta els temes fonamentals de les probabilitats com sén els espais de
probabilitat, les probabilitats condicionades, les variables i els vectors aleatoris,
els moments, les successions de variables aleatories i les seves convergencies i els
teoremes limit. Hem agrupat aquests temes en quatre capitols que hem titulat
com segueix: probabilitats, variables aleatories unidimensionals, vectors aleatoris
i successions de variables aleatories.

Cadascun d’aquests capitols consta de tres parts ben diferenciades. A la
primera, per tal d’ajudar a la comprensié dels problemes i facilitar la feina dels
lectors, hem inclos un resum dels aspectes teorics més destacats associats al tema,



6 CAPITOL 1. INTRODUCCIO

obviant les demostracions dels resultats enunciats. Si el lector esta interessat en un
estudi més exhaustiu d’aquests aspectes teorics o en la demostracié dels resultats
presentats, li recomanem la consulta d’algun dels llibres citats a la bibliografia. A
la segona part del capitol es plantegen entre vint-i-cinc i trenta-cinc problemes i
se’n déna la resolucié detallada, fent tots els passos per comprendre’ls. Finalment,
en I'dltima seccié es proposen els enunciats de deu a vint problemes, esmentant
després unes indicacions per solucionar-los.

Voldriem destacar la diferéncia entre els problemes resolts i els indicats. La
resolucié dels problemes resolts esta pensada per ensenyar com s’han d’aplicar
les diverses tecniques del calcul probabilistic, intentant presentar el raonament
abstracte i logic que és necessari per resoldre qualsevol problema matematic. Es-
tarfem particularment contents, a més, si el lector hi troba també el plus d’in-
tuicié o imaginacié que cal per posar-se davant d’un problema matematic i que
hem intentat reflectir a la nostra presentacié. Els problemes indicats estan menys
desenvolupats i es proposen més aviat com un complement per tal que ’alumne
pugui practicar i comprovar el seu nivell.

Esperem, per tant, que aquest llibre sigui d’utilitat al lector, i que I'ajudi en
la comprensié de les probabilitats.
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Probabilitats

En aquest capitol, el nostre objecte d’estudi sén els anomenats experiments
aleatoris, aquells experiments que tenen diferents resultats possibles i pels quals
no podem saber quin es produira.

2.1 Espais de probabilitat

El primer pas per definir un espai de probabilitat és considerar el conjunt dels
resultats possibles de cada experiment, conjunt que anomenarem espai mostral.

L’ espai mostral Q es defineix com el conjunt de tots els resultats possibles
d’un experiment aleatorsi.

L’espai mostral pot ser de molts tipus, no ha de ser sempre numeric i tant pot
ser finit com infinit.

Associat a tot experiment aleatori tenim una familia F de subconjunts de €2,
que anomenarem esdeveniments o successos, i que té estructura de o-algebra,
és a dir,

e O eF,
e si A € F, aleshores A° € F,
e si {A;,i > 1} C F, aleshores |J;o; 4; € F.

Observeu que si en la darrera condicié canviem les unions numerables per
unions finites, obtenim 'estructura d’algebra.

2.1.1 Esdeveniments o successos

Alguns casos particulars:
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e ¢l succés segur, és el format per tots els resultats possibles, és a dir, el
mateix Q.
e cl succés impossible és el que no es déna mai, és a dir, (.
e els successos elementals son aquells formats per un tnic element de €.

Donats dos esdeveniments A i B podem definir diverses operacions i relacions
entre ells:

e l'esdeveniment format per tots els resultats de A i tots els resultats de B
(incloent els que estan a A i B alhora) s’anomena A unié B i s’escriu com

AUB,

e l'esdeveniment format pels resultats de A1 B alhora s’anomena A inter-
seccié B i s’escriu com AN B,

e l'esdeveniment format pels resultats que no sén de A s’anomena comple-
mentari de A i s’escriu com A°.

Tenim també les definicions segiients:

e dos esdeveniments A i B sén disjunts si no tenen resultats en comd, és a

dir, si AN B =),
e si tot resultat de B també és un resultat de A es diu que B esta inclos en
A 1s’escriu B C A.
2.1.2 Definicié de probabilitat

La definicié axiomatica segiient d’espai de probabilitat la va donar Kolmogorov
Pany 1933.

Definicié 2.1.1 Un espai de probabilitat és una terna (U, F,P) tal que:  és
el conjut de resultats possibles o espai mostral, F és la familia d’esdeveniments
amb estructura de o-dalgebra i P és una aplicacio

pP: F—10,1]
A — P(A)

de manera que
e P(2) =1,
o si{A;,;i>1} CF, tals que A;NAj =0 per a tot i # j, aleshores

P ( Ai> = ZP(Ai) (o — additivitat).
‘ i=1

2

(NG
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2.1.3 Espais de probabilitats finits

Quan V'espai mostral és finit, Q = {wy,wo, ...,wr}, parlarem d’espai de proba-
bilitat finit. En aquests casos considerem com a o-algebra F la formada per
tots els subconjunts de €2, denotada per P ().

En aquest cas una probabilitat P queda definida assignant a cada resultat
w; una probabilitat p;, o dit d’una altra manera, P(w;) = p;, 1 < i < k. Hem
d’imposar certes restriccions: p; € [0,1], 1 < i < ki Zlepi = 1. Aleshores,
donat qualsevol esdeveniment A, podem calcular la seva probabilitat com

> pi
w; €A
Un cas particular important és 'equiprobable. En aquesta situaci6 els re-
sultats elementals tenen tots la mateixa probabilitat,
1
bP1=p2=..=Dk = 7

on recordem que k és el cardinal de Q2. Aleshores per calcular la probabilitat de
qualsevol esdeveniment A hem de fer

Z _ card(A)
W k card(2)’

Moltes vegades es diu que la probabilitat es calcula com casos favorables dividit
per casos possibles (definici6 donada per Laplace 'any 1812) .

Observacio: La idea de 'equiprobabilitat es pot estendre a espais de pro-
babilitats no finits, on 2 sigui un conjunt no numerable i poguem relacionar la
definicié de probabilitat d’un conjunt amb alguna mesura fisica (longitud, area
o volum) d’aquest conjunt. Per exemple si agafem com a Q un interval podem
definir la probabilitat de qualsevol subconjunt A de 2 com

longitut de A

P(A)= —————.
(4) longitut de 2

2.1.4 Propietats de la probabilitat

A partir de la definicié axiomatica de la probabilitat es poden demostrar tot un
seguit de propietats basiques.

1. P(#) =0
2. Additivitat: si {B;,1 <i<n} C F, tals que B; N Bj = ) per a tot i # j,

aleshores
(Yn) 5

=1
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En particular, per a A, B € F disjunts, aleshores
P(AUB) = P(A)+ P(B).
3. Si A € F, aleshores P(A°) =1 — P(A).
4. Monotonia: si A, B € F, amb A C B aleshores

P(A) < P(B).

5. Si {4;,1 <i<n}CF, aleshores

P(O&) = iP(Ai)* Y P(AiNA))
i=1 =1

1<i<j<n
+ > PANA;NA)
1<i<j<I<n
Fo (D) TP(A N AN N AY).
En particular, per a A, B € F, aleshores

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

6. Si A, B € F, aleshores
P(AUB) < P(A)+ P(B).

2.2 Probabilitat condicionada

Definici6 2.2.1 Donats dos esdeveniments A,B € F, tal que P(B) > 0, es
defineiz la probabilitat de A condictonada per B com

P(A|B)P(If(;)3)

Fixat un esdeveniment B amb P(B) > 0, l'aplicacié

Pg: F—0,1]
A — P(A|B)

defineix una probabilitat de manera que (2, F, Pg) és un nou espai de probabilitat.

A partir de la definicié de probabilitat condicionada s’obté 1’anomenada
férmula de les probabilitats compostes: siguin {4;,1 < ¢ < n} C F tals
que P(A1N...NA,_1) > 0, aleshores

PA1Nn...NA,)=P(A)P(Az|A41)...P(A JA1N...NA,_1).



2.3. ESDEVENIMENTS INDEPENDENTS 11

2.3 Esdeveniments independents

Definicié 2.3.1 Donats dos esdeveniments A i B de F direm que sén indepen-

dents si
P(ANB)= P(A)P(B).

Proposicié 2.3.2 Siguin A i B dos esdeveniments de F amb P(A) > 0 i P(B) >
0. Aleshores les afirmacions segiients son equivalents:

1. A i B son independents,

2. P(A|B)=P(A),

3. P(B|A) = P(B).

Propietats dels esdeveniments independents:

1. Els esdeveniments 2 i () sén independents de tot altre esdeveniment A.
2. Sén equivalents:

(
(

a) A1i B sén independents,

)

b) A¢1i B sén independents,

(¢) A1i B¢ s6n independents,
)

(d) A°1i B¢ s6n independents.

Podem estendre també la definicié d’independeéncia a una familia d’esdeveni-
ments.

Definicié 2.3.3 Donada una familia d’esdeveniments {A;,i € I} C F direm que
son independents si Vr > 1 i V{i1,...,i,} C 1,

P(A;, N...NA;) = P(A;)P(Ay,) ... P(A; ).

2.4 Férmula de Bayes

Considerem ara que tenim una particié finita del nostre espai mostral, és a dir,
tenim una familia d’esdeveniments {A1, As, ..., A, } disjunts dos a dos i tals que
Q2 =UP | A;. Suposem a més que P(A;) > 0 per a tot 4. Donat aleshores qualsevol
altre esdeveniment B € F tenim la igualtat segiient:

P(B) = P(BNA)+PBNAs)+..+P(BNA,)
= P(B|A;)P(A)) + P(B|A3)P(As) + ...+ P(B|A,)P(A,).
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Aquest resultat es coneix com la férmula de les probabilitats totals. Recal-
quem que el resultat s’estén quan la particié és numerable.
Si a més tenim un esdeveniment B amb P(B) > 0, llavors

P(B|Ai)P(Ai)
(B|A1)P(A1) + ...+ P(B|A,)P(A,)’

P(4|B) = 5

Aquesta férmula es coneix com a férmula de Bayes i ens permet invertir
I’ordre del condicionament.

2.5 Problemes

1. En cadascun dels experiments segiients indiqueu quin és 1’espai mostral. En
cada apartat digueu si estem en una situacié d’equiprobabilitat.

(a) Es tria una familia de dos fills i s’anoten els sexes del fills ordenats per
edats (suposem que la probabilitat dels dos sexes és la mateixa).

(b
(c
(d
(e

El mateix que 'apartat anterior pero ara sense tenir en compte l'ordre.

)
) S’agafa un llibre qualsevol i es compta el nombre d’errors d’impremta.
) D’una baralla de 48 cartes se n’extrauen dues amb reemplagament.

)

El mateix que I'apartat anterior pero sense reemplacament.
Solucié:

(a)
) = {(nen, nen) , (nen, nena) , (nena, nen) , (nena, nena) } .

Tots els esdeveniments elementals tenen probabilitat 1/4, per tant sén
equiprobables.

(b) Ara tindrem una possibilitat menys ja que (nen,nena) i (nena,nen)
seran el mateix resultat. Aleshores 1’espai mostral estara format pels
elements seglients:

Q = {{nen,nen}, {nen,nena}, {nena, nena}}

P ({nen,nen}) = P ({nena,nena}) = i i P ({nen,nena}) = %

Per tant, ’espai mostral no és equiprobable.



2.5. PROBLEMES 13

()

El nombre d’errors d’impremta sera un nombre natural. Com que no
podem posar-hi una fita superior haurem d’agafar com a espai mostral

Q=NU{0}.

No estem en un cas d’equiprobabilitat, perque I’espai mostral té infinits
esdeveniments elementals.

Per designar les cartes utilitzarem la notacié w; ,1 < ¢ < 48. Consi-
derarem aleshores les parelles (w;,w;) on w; indicara la primera carta
que hem tret i w;, la segona. Aix{

Q) = {(wi,w;),1<i <48, 1<j<48}.

Estem en un cas equiprobable perque tots els esdeveniments elementals

tenen probabilitat iz

Considerem 1’espai mostral
Qg = {{wi,wi}, 1 <1<k <48},

on no es té en compte l'ordre, els resultats ja no sén equiprobables.

Utilitzant la mateixa notacié que en ’apartat anterior tenim
Q= {(wi,wy), 1 < <48, 1< j <48, i #j},

on la probabilitat de cada esdeveniment elemental és ﬁ i els resul-
tats sén equiprobables. Si en aquest cas no considerem ’ordre, alesho-
res

92:{{Wl,u)k}71 §l<k’§48}

i els resultats continuen sent equiprobables.

2. Sigui F la classe dels subconjunts finits o amb complementari finit de €.
Demostreu que és una algebra. Sigui G la classe dels conjunts finits o nu-
merables o amb complementari finit o numerable. Demostreu que G és una
o- algebra.

Solucié: Donem primer la definicié d’algebra. Direm que una familia F de
Q té estructura d’algebra quan compleixi les tres condicions segiients:

(a)
(b)
()

eF,
si A € F aleshores A° € F,
si A, B C F aleshores AUB € F.
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Observeu que la diferencia entre les estructures d’algebra i de o—algebra
esta només en la darrera condicié, on canviem les unions finites per unions
numerables. Evidentment tota oc—algebra és una algebra.

Veurem que F és una algebra. Hem de comprovar les tres condicions:

(a) Qe F. Es evident ja que © té complementari finit.

(b) Si A € F aleshores A® € F. Surt de la definicié de F, que A sigui
finit o amb complementari finit equival a dir que A€ sigui finit o amb
complementari (és A) finit.

(c) Si A,B € F, aleshores AUB € F. En efecte, si A i B sén els dos finits,
aleshores A U B també és finit i per tant AU B € F. Altrament, A o
B tenen complementari finit i per tant (AU B)¢ = A°N B¢ és finit, de
manera que AU B € F.

Veurem ara que G és una o—algebra. Hem de comprovar les tres condicions
descrites en la seccié 2.1.

(a) Qegq. Es evident ja que © té complementari finit.

(b) Si A € G, aleshores A¢ € G. Surt de la definici6 de G, que A sigui finit o
numerable o amb complementari finit o0 numerable equival a dir que A°
sigui finit o numerable o amb complementari (és A) finit o numerable.

(c) Si{An},~; C G aleshores U,>1 A, € G. En efecte, si tots els A,, n > 1
sén finits o numerables, aleshores U,,>1 A, és finit o numerable (la unié
numerable de conjunts numerables és numerable) i per tant U,>14,, €
F. Altrament, existeix algun ng tal que Ay és finit o numerable, de

manera que .
( U An> = () A C A5,

n>1 n>1

i (Un21 A,,) sera finit o numerable i per tant Ups1 4n € F.

3. Estudieu si les aplicacions segiients defineixen probabilitats a (2,F) :

(a) Sigui @ = NU {0}, F =P(Q) i fixat A > 0,

)\k
PA)=>" R

keA

(b) Sigui @ ={0,1,2,...,n}, F =P(Q) ifixat p € (0,1),

P({k}) = <Z>p"—’f(1 —p)* sike{0,1,...,n}.
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(c) Sigui Q@ =NU{0},F =P(Q) i

P(A) = { 0, si A té un nombre finit d’elements,

1, altrament.
Solucio:

(a) No pot ser una probabilitat perque per a A > 0

o0

Z%—exp ) # 1.

k=0

(b) € és un espai mostral finit de manera que només cal comprovar que les
probabilitats dels esdeveniments elementals sén nombres positius més
petits o iguals que 1 i que sumen 1. En efecte, tenim que

Py = () -t

és sempre un valor entre 01 1. A més

S P =3 ()= p = o =) = 1
k=0 k=0

Per tant, si que defineix una probabilitat.

(¢) No és una probabilitat, perque no és additiva. Veiem-ho: si definim
Ay = {parells} i Ay = {senars},
sén disjunts i P (A1) = P (A2) = 1, perd en canvi

= P(A1 U Ay) # P (A)) + P (4g) =

4. Dos estudiants de probabilitats es troben per casualitat fent cua al cinema
per anar a veure la mateixa pel-licula. A la cua hi ha m persones. Calculeu
les probabilitats segilients:

(a) que estiguin un darrere Paltre,
(b) que estiguin separats exactament per k persones, k < m — 2,

(¢c) que estiguin separats com a minim per k persones, k < m — 2.
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Solucié: Ens interessa només la posicié dels dos estudiants. Considerarem
aixi com a casos possibles totes les posicions possibles a la cua dels dos
estudiants, és a dir,

casos possibles : m(m — 1)

(el primer estudiant pot estar en qualsevol de les m posicions i al segon ja
només li queden m — 1 possibilitats). Estem en una situacié d’equiprobabi-
litat. Calcularem les probabilitats comptant els casos favorables i dividint
pel nombre de casos possibles.

(a) Que estiguin un darrere altre: els estudiants poden estar en les posi-
cions (1,2),(2,3),...,(m—1,m). Hi ha, per tant, m — 1 posicions possi-
bles per a la parella d’estudiants i com que els estudiants poden estar
en dos ordres diferents, en total

casos favorables : 2(m —1).

Per tant,

2(m —1 2
P ({estan un darrere l’altre}) = ((ml)) = —.
m(m — m

(b) Que estiguin separats exactament per k persones: ara la parella pot
estar en les posicions (1,k + 2),(2,k + 3),...,(m — k — 1,m). Hi ha
m — k — 1 posicions possibles per a la parella i considerant de nou els
dos ordres, tenim

casos favorables : 2(m—k—1).

Per tant,

2(m—k—1)

P t t t k =
({separats exactament per k persones}) m(m —1)

(¢) Que estiguin separats com a minim per k persones: observeu

P ({separats com a minim per k persones})

3
|
N

n

P ({separats exactament per i persones})

=

1=

[ V)

—2m—i—1) 2
prd m(m—1)  m(m—1) ‘

mi = (m—k—l)(m—k).

k—1
— m(m — 1)

1



