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Introduccio

La teoria de la probabilitat ha estat, des de 'inici del seu desenvolupament,
molt relacionada amb aplicacions de la matematica. Citem, per exemple,
problemes d’assegurances que apareixen a partir del segle XIV amb ’esta-
bliment de companyies d’assegurances navals a Italia i Holanda, dissenys de
loteries, particularment popularitzades al segle XVIII, taules de mortalitat i
altres elements per a l'estudi de qliestions demografiques, etc. Més recent-
ment la probabilitat és utilitzada com a ingredient valués de la modelitzacié
matematica en problemes de la fisica, '’economia financera, l’'evolucié de po-
blacions, entre d’altres. Actualment, en el public no especialitzat, la popula-
ritat de la probabilitat prové de la seva gran incidencia en 'estadistica. De
fet, els models de I'estadistica matematica sén models probabilistics i bona
part de les tecniques emprades en estadistica provenen de la probabilitat.

Es per aixo que la teoria de la probabilitat pot resultar atractiva a un public
amb interessos ben diversos. El cientific, o futur cientific, motivat per la ma-
tematica, hi pot trobar ’allicient de la modelitzacié de ’atzar amb tecniques
propies i d’altres branques de la matematica que van des d’un nivell elemen-
tal a un de molt sofisticat. Al tecnoleg I’ajudara en 'eleccid i la comprensié
de models i marcs d’estudi que responen de manera forca acurada a la reali-
tat. L’usuari de 'estadistica podra entendre quins sén els mecanismes que el
porten a prendre decisions davant de la incertesa. I, en fi, qualsevol persona
amb curiositat intellectual podra intentar resoldre problemes atractius de
jocs 1 d’estrategia. «

Aquest llibre va adrecat de manera prioritaria a estudiants de la llicenciatura
en matematiques. Els temes que s’hi desenvolupen abasten uns continguts
basics en teoria de la probabilitat que haurien de ser adquirits per ’estudiant
en el primer cicle de la llicenciatura. Per coherencia amb aquest objectiu, he
defugit conscientment utilitzar elements avancats de la teoria de la mesura,
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tot ubicant aquest text en un nivell no especialitzat. Séc plenament consci-
ent dels riscs que aixo comporta, especialment pel que fa al rigor, concepte
que, en el collectiu dels matematics, forma part d’una ética irrenunciable.
He intentat, doncs, un equilibri entre la necessitat de comunicar ingredients
rellevants 1 ampliament utilitzats de la matematica als joves estudiants i la
de contribuir a la formacié en 'ofici del matematic amb les caracteristiques
que tal aprenentatge porta implicites.

La presentacié es fa seguint un nivell de dificultat progressiu, la qual cosa
permet una lectura en dues etapes i estén sensiblement el piblic destinatari.
Per a un curs marcadament elemental es recomana incidir en els capitols 1-3.

L’elaboracié d’aquest llibre ha estat possible gracies a I’ajut concedit per la
Universitat de Barcelona a Projectes de formacid del professorat, innovacid
docent i avaluacio de la convocatoria de 1996. El Dr. José Manuel Corcu-
era, amb la seva acurada lectura de versions prévies a aquest manual, m’ha
transmes moltes idees i comentaris que han contribuit a millorar-ne el resul-
tat. En Roger Trias Sanz ha tingut cura eficient de la composicié del text i
els grafics, suportant amb paciéncia tants de canvis i noves versions. A tots
ells, el meu agraiment.



Capitol 1

El model probabilistic

En aquest capitol comencem introduint I’axiomatica de Kolmogorov, que
proporciona un model matematic per al tractament de latzar. En el cas
particular del model finit, expliquem la relacié entre combinatoria i calcul
de probabilitats. Introduim també els conceptes basics de la independencia
i el condicionament des d’una perspectiva elemental. En capitols posteriors
aquests conceptes seran tractats amb més profunditat.

La creacié d’un model matematic per al tractament de ’atzar no ha estat
un problema senzill. Com en altres arees de la matematica, la seva fona-
mentacié rigorosa s’ha produit quan, a nivell de resultats, la probabilitat ja
havia adquirit un desenvolupament notable, encara que no exempt de certs
traumatismes (vegeu més endavant les paradoxes de Bertrand).

L’axiomatica de Kolmogorov, concretada en la nocié d’espai de probabilitat,
fou introduida per aquest autor en una monografia publicada I'any 1933.
Els conceptes matematics que s’utilitzen provenen de la teoria de la mesura,
desenvolupada a partir de I'any 1900 per H. Lebesgue, M. Fréchet, E. Borel,
J. Radon, C. Carathéodory, entre d’altres.

1.1 Fenomens aleatoris

La teoria de la probabilitat analitza fenomens dels quals, tot i coneixer les
condicions de la seva realitzacié, no és possible deduir-ne exactament el re-
sultat. S’anomenen fenomens aleatoris, en contraposicié als deterministes,
per als quals hi ha una relacié clara causa-efecte. Els jocs d’atzar ens en pro-
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porcionen exemples tipics: el llancament d’una moneda, U'extraccié de boles
d’una urna, etc. Altres problemes més lligats a la realitat, com un procés de
produccié o el pas d’automobils per un peatge, tenen també un component
de fenomen aleatori a causa de la manca de control sobre totes les causes
possibles que poden afectar el resultat.

En els fenomens aleatoris suposem, pero, conegut el conjunt dels resultats
H 3

possibles,; aixi com també 'assignacié d’una versemblanc¢a a cadascun d’a-

quests resultats. Vegem-ne uns quants exemples.

Exemple 1.1 Llancem una moneda tres vegades seguides. El conjunt de
resultats possibles és Q = {(-+++), (++C), (+C+),(C++), (+CC), (CC+),
(C+C),(CCC)}, on + indica creu i C indica cara. Podem fer una assignaci6
de é a cadascun dels resultats, ja que res fa pensar que hi hagi resultats
privilegiats.

Exemple 1.2 Llancem dues monedes idéntiques i observem el nombre de
cares que surten. El conjunt de resultats possibles és Q = {0,1,2}. Aqui és
raonable assignar als resultats 01 2 un pes de i, mentre que al 1 li assignem
un pes de %

Exemple 1.3 En el joc de cara o creu, ens pot interessar tenir informacio
sobre la primera vegada que sortira cara. Aqui ens convindra considerar un
conjunt  que, a diferencia dels exemples anteriors, no és finit. En efecte, €2
és P'espai de les successions {(an)n>1,an € {C,+}}.

1.2 Espais de probabilitat

Un espai de probabilitat és un tern (2, A, P).

0 és un conjunt que correspon al dels resultats possibles de l'experiencia
aleatoria. S’anomena espai mostral.

A és una familia de parts d’QQ que té estructura de o-algebra; és a dir,

1. e A
2. A és estable per pas al complementari: Si A € A, també A° € A.

3. A és estable per unions numerables: Si {A,,n > 1} C A, es compleix
UnZlAn € A.
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La o-algebra A serveix per descriure tots els esdeveniments possibles relaci-
onats amb l'experiencia aleatoria.

El darrer element de I'espai de probabilitat, P, s’anomena probabilitat i de-
termina ’assignacié de versemblanca als esdeveniments. Es una aplicacio

P:A—[0,1]
que té les propietats segiients:
1. P(Q) = 1.

2. (o-additivitat) Si{A,,n > 1} és una successi6 de conjunts de A disjunts
dos a dos, aleshores

PUZLA) = 3 P(A,).

En el llenguatge de la teoria de la mesura, un espai de probabilitat és un
espai de mesura finita, amb mesura total igual a 1.

Donem, tot seguit, una breu llista d’algunes de les equivaléncies més impor-
tants entre el llenguatge conjuntista i probabilista, basades en el model que
acabem d’introduir.

Notacions ’ Conjunts l Probabilitats

w element de €2 resultat possible

A element de A esdeveniment

AUB A reunié amb B Ao B

ANB A interseccié amb B | Ai B

A° complementaride A | no A

0 conjunt buit esdeveniment impossible
Q conjunt total esdeveniment segur

Observacié 1.1 57 el conjunt Q és finit, que A sigui una o-algebra és equi-
valent a dir que sigui una algebra(co és, Q € A, és estable per pas al comple-
mentari t© per reunions finites). En aquest cas, la o-additivitat (propietat (2)
de la probabilitat) és equivalent a l’additivitat finita: si A ¢ B son conjunts
de A, 1t AN B =1, aleshores

P(AUB) = P(A) + P(B).
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1.2.1 Propietats de la probabilitat

Les propietats que demostrem a continuacié sén una conseqiiéncia més o
menys evident dels axiomes (1) i (2) de la probabilitat. Totes sén molt 1tils
en el calcul de probabilitats d’esdeveniments.

1. P(0) = 0.
En efecte, fixem A € A i apliquem la propietat de o-additivitat a la
successiéo A, 0,0, .... Tindrem que

P(A)=P(A)+ > P(D).

En consequiéncia, P(0) = 0.

2. La propietat de o-additivitat implica ’additivitat finita.

En efecte, sigui {A;,7 = 1,...,n} una colleccié finita de conjunts
disjunts de A. Clarament {A;,---,A,,0, - ,} és una successié de
conjunts disjunts de A. Per la o-additivitat de P i la propietat 1 que
acabem de demostrar, tenim que

P (O Aj) = P((U;‘Zzl Aj) U (U®)>
S IERES ST W)

J=1

3. Peratot Ac A, P(A°) =1— P(A).

Aquesta igualtat és conseqiiencia de la descomposicié Q2 = AU A° i la
propietat d’additivitat finita.

4. Si A,B € A, AC B, aleshores P(A) < P(B).

Es una conseqiiéncia de la desigualtat segiient:

P(B) = P(AU (BN A%) = P(A) + P(B N A°) > P(A).
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5. Siguin A i B de A, aleshores,

P(AUB)+ P(ANB)=P(A)+ P(B).

En efecte, considerem la descomposicié A = (AN B) U (AN B¢). Per
la propietat d’additivitat finita,

P(A)+ P(B) = P(AN B) + P(AN B°) + P(B)
=P(ANB)+ P(AUB).

~~

6. Tota probabilitat P és subadditiva; és a dir,

PULA) < 3 P(AY),

i=1

per a qualsevol familia de conjunts {A;,i =1,... ,n} de A.

La demostracié d’aquesta propietat es fa per induccié sobre n. Per a
n = 2 és una conseqiiéncia immediata de la propietat anterior. Su-
posem la propietat certa per a qualsevol colleccié de conjunts de A,
{A1,...,A;}, amb 1 < j < n—1. Sigui A4, € A. Aleshores, si
A = U A, tenim que

P(Up, A) = P(AUA,) < P(A) + P(A,) < i P(A,).

i=1

7. Una generalitzacié de 'argument de la demostracié de la propietat 5
permet de donar una expressié exacta de P(U!_;A;) per a qualsevol
familia de conjunts {4;,i =1,... ,n} de A. Més precisament, es com-
pleix que
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P(ULA) = iP(Az‘) - Z P(A; N Ay)

i<g
1<ij<n (1.1)
+ D> PAINANAL) — e+ (1) P(NE A,
i<j<k
1<i,j,k<n

La demostraci6é de (1.1) es fa per induccid sobre el nombre de conjunts n.
Per an = 2 és la propietat 5. Suposem (1.1) certa per a n— 1 esdeveniments,
és a dir,

n—1
PUZMA) =Y P(A)— > PANA)
i=1

i<j
1<i,j<n—1 (1.2)
+ > P(ANANAL) -+ (D) PP(ES A,
1<j<k
1<, jk<n—1

Descomponem U}_; A; en la reunié dels conjunts B := U?_' A; i A,,. Aplicant
primer la férmula (1.1) per a n = 2 i després la férmula (1.2), hom obté que

P(UP,Ay) = P(UIT)A) + P(A,) — P(UZ]! (AN Ay))

=> PA)— D PANA)
=1 o i<g
i,7=1,... n—1 (13)
+ ) P(AN AN A)

i<j<k
i k=1,.. n—1

o ()PP AL — (U (AN Ay)).

El primer terme del segon membre de la segona desigualtat de (1.3) és un
dels que hem d’obtenir. Apliquem novament la férmula (1.2) als conjunts

Bi:AiﬂAn, ’1,:1,,71—1
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Resulta
n—1
P(US (AN A)) =D PANA) - Y PANANA)
= i,j:if?:n—l
+ > PANANANA) =+ (1) PP((NI5 A) N Ay).
i<j<k

i k=1, n—1

En substituir aquesta expressié en (1.3) obtenim la formula desitjada.

El resultat segiient s’anomena propietat de continuitat seqiiencial de la pro-
babilitat.

Proposicié 1.1 Sigui {A,,n > 1} una successid de conjunts de A. Alesho-
res,

1. Sila successio és creizent © denotem per A el conjunt U;2 Ay, es com-
pleix que

P(A) = lim P(A,).

n-—o0

2. Si la successio €s decreizent © denotem per A el conjunt M52 A, es té
també que

P(A) = lim P(4,).

n—0o0

Demostracié:  Comencem per Papartat (1); 'apartat (2) es dedueix facil-
ment d’aquest per pas al complementari.

Com que la successié {A,,n > 1} és creixent, els conjunts de la successié
{B, = A, A% |,n > 1}, que sén també de A, sén disjunts dos a dos i

U A, = U2, B

n=1+n;
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on hem fet el conveni Ag = 0. Aleshores, per la propietat de o-additivitat de
P, tenim que

P(A) = P(UzZ1An) = P(URL, Br) = i P(B,)

= JL%ZIP(BJ = lim P(A,).

n—00

Considerem ara la situacié de (2). La successié {AS,n > 1} és creixent i
U A¢ = A aleshores, per apartat (1),

P(A%) =1— P(A) = lim P(A°) =1 — lim P(A,).

n—oo n—o0

1.2.2 Espais de probabilitat finits

Si el conjunt  és finit, ’espai de probabilitat (2, .4, P) s’anomena espai de
probabilitat finit. Els exemples 1.1 1 1.2 corresponen a aquesta situacié. En
aquest cas 'algebra A és necessariament finita i es pot donar una descripcié
dels seus elements.

Definicié 1.1 Una familia de conjunts de A, {A1, ..., A,}, és una particié
del conjunt €1, st son disjunts dos a dos 1

Ur, A= Q.

Definicié 1.2 L’algebra (respectivament, o-algebra) generada per una clas-
se de congunts és la minima dalgebra (respectivament o-algebra) que conté els
conjunts de la classe.

Teorema 1.1 Tota algebra finita A de parts de Q és l'dlgebra generada per
una particid finita.

Demostracié: Suposem que A = {By,..., B, }. Els conjunts

Bin---NB,, BN---NBy, .., BSN---NBS

m?
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obtinguts a partir del By N ---N B,, posant de dos fins a m signes de com-
plementari de totes les maneres possibles, formen una particié del conjunt
Q. En efecte, és clar, per la seva construccié, que sén conjunts disjunts i
és facil comprovar que la seva reuni6 és §2. L’algebra generada per aquests
conjunts, que denotarem per B, coincideix amb A. En efecte, cadascun dels
conjunts anteriors ha estat obtingut a partir dels conjunts de A mitjangant
operacions compatibles amb Pestructura d’algebra. En conseqiiéncia, B C A.
Reciprocament, tot element de A s’obté fent una reunié de conjunts genera-
dors de B dels que hem descrit més amunt. Per tant, A C B. O

Sigui P una particio finita de Q com la descrita en la definicié 1.1. L’algebra
generada per P té 2" elements i admet la descripcid seglient:

A={0, 4,0 - UA;,, {ir,..., i} C{1,... ,n}}.

En efecte, denotem per B el conjunt del segon membre de la igualtat anterior.
El nombre de conjunts que sén reunié de 7 conjunts de la particié és (7;)
D’on, card B =" (’:) = 2". Clarament, B C A, car els conjunts de B han
estat formats a partir d’una operacié compatible amb ’estructura d’algebra.
D’altra banda, B és una algebra que conté els generadors de A; per tant,
conté A.

El problema més delicat en la determinacié d’un model probabilistic associat
a una experiencia aleatoria és, en general, I'assignacié de probabilitat, és
a dir, la definicié de 'aplicacié P. Aquest problema, pero, no es planteja
en el cas finit. Si suposem que el cardinal del conjunt  és r, Vassignacié
d’'una probabilitat P queda fixada per r nombres p,... ,p, € [0,1] tals que
> _.pi = 1. En efecte, per a tot A € A, A# 0, definim

P = 3 b, (1.4)

Juw; €A
i posem P(() = 0. Aixo déna una aplicacié P : A — [0, 1] que compleix els
axiomes de la probabilitat.
Un cas particular important s’obté en prendre
1
p1:~--:pT:—_
-
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[’espai de probabilitat obtingut aixi s’anomena espai de probabilitat finit
© uniforme. La probabilitat d’un esdeveniment A es calcula mitjancant la
férmula

_ 4

(1.5)

on la notacié A indica el cardinal del conjunt A.

Aquest model té una importancia historica. Abans que la teoria de la pro-
babilitat es presentés amb el formalisme que hem introduit, s’estudiaven
experiencies aleatories amb resultats igualment probables. La definicié de
probabilitat donada per Laplace (1812) en la seva obra Théorie analytique
des Probabilités correspon a aquesta situacio.

1.3 La combinatoria en el calcul de probabi-
litats

En els espais de probabilitat finits i uniformes, el calcul de probabilitats
d’esdeveniments es redueix al calcul del cardinal de conjunts, a causa de la
féormula (1.5). L’eina matematica per abordar aquest problema és la Combi-
natoria. En aquesta seccid introduim alguns elements relacionats amb aquest
tema, basant-nos en problemes d’obtencié de mostres o en problemes d’ocu-
pacid.

Suposem que tenim una urna amb n boles diferents, numerades des de 1 fins
a n, i que fem k extraccions sota condicions que seran especificades en cada
cas. Volem determinar el nombre de resultats possibles.

De vegades resulta també tutil considerar el model consistent en n caselles
numerades en les quals volem collocar k& boles.

Donat un conjunt A, indicarem amb la lletra minuscula a el seu cardinal.

1. Mostreig ordenat amb reposicio. Extraiem successivament k boles, i
les tornem a l'urna després de cada extraccié. Es tracta de comptar
el nombre de k-tuples ordenades (nq,... ,n),onn; € {1,... ,n},j =
1,..., k. El resultat és n®.

Aquest nombre és també el cardinal del conjunt de les aplicacions f :
K — N.
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2. Mostreig ordenat sense reposicid. Suposem k < n. En aquest cas, les
boles extretes no es tornen a !’urna, de manera que les k-tuples obtin-
gudes estan formades per elements diferents. El nombre de resultats
possibles és

n!

n(n—-l)(n—2)---(n~—k+1):(—n_—k>!.

Aquest nombre coincideix amb el cardinal del conjunt de les aplicacions
injectives f : K — N.

Observeu també que, quan k = n, obtenim n! (permutacions d’un con-
junt de n elements).

3. Mostreig sense ordre i sense reposicid. Suposem també k < n. No
tornem les boles extretes a l'urna, ni ens importa 'ordre en que han
aparegut. Es, doncs, com si haguéssim tret les k boles en una tnica
extraccié. Es tracta de comptar els subconjunts de N amb cardinal k.

N’hi ha
n\ n!
k) kl(n—k)

Relacionat amb aquest exemple, podem plantejar el calcul del nombre
de particions del conjunt NV en r subconjunts K7, ... , K, amb cardinals
ki,..., k., respectivament. Obviament k; + - - - + k, = n. Una manera
d’enfocar el problema és comptar primer els subconjunts de N de k;
elements; ja sabem que n’hi ha (;‘1 ) Tot seguit, comptar els subcon-

junts de N — K de ko elements: (”;fl), ... Finalment, els subconjunts
de N — Ky — Ky~ —K,_y de k, elements: (""" "1} El resultat

que busquem és

()

que coincideix amb Panomenat coeficient multinomual

n!

kel - kol oo Rl
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4. Mostreig sense ordre i amb reposicid. Tornem la bola a 'urna després

de cada extraccid; per tant, després de les k extraccions hi haura pos-
siblement repeticions en el resultat.

El problema consisteix a trobar el nombre de conjunts no ordenats,
{i1,... yixy,on¢; € {1,...,n}, j =1,... ,k, no necessariament dife-
rents. Una manera analoga d’enfocar el problema és comptar el nombre
de solucions (ry,... ,7r,) d’enters no negatius de 'equacié

rit =k

Aquir;,j =1,...,n, denota el nombre de vegades que ha sortit la bola
j en les k extraccions. L'equivalencia entre ambdés plantejaments s’ex-
plica de la manera segiient: De les boles extretes ens interessa el tipus
(7=1,...,n) iel nombre obtingut de cada tipus (r;,7 =1,... ,n).

Alternativament, el problema consisteix a comptar el nombre de ma-
neres possible de collocar £ boles en n urnes, per la qual cosa cal fixar
el nombre de boles que va a cada urna. Aquest nombre és

n+k—1
k )
n+k—1

que coincideix amb ( ol ) En efecte, escollim els & llocs on van les
boles entre k£ +n — 1 possibilitats, on n — 1 és el nombre de separacions
entre les n urnes.

SRS

Urna 1 Urna 2 Urna n

Figura 1.1: Una possible disposicié de k boles en n urnes

En la terminologia de la combinatoria, el cas (1) correspon a les variacions
amb repeticié i el cas (2), a les variacions. Les dues possibilitats presentades
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en el cas (3) corresponen a les combinacions i les permutacions amb repeticid,
respectivament, i, finalment el cas (4) a les combinacions amb repeticid.

Podriem estudiar altres situacions, pero ens aturem aqui. Els exemples que
hem presentat, ultra un interes didactic, sén utils com a models per a la fisica
i I’enginyeria. Com a illustracié presentem un exemple classic de la mecanica
estadistica.

Considerem un sistema mecanic format per k particules indistingibles. En la
mecanica estadistica és usual subdividir ’espai de fases en un nombre gran n
de subregions o celles, corresponents a diversos estats d’energia, de manera
que cada particula estigui assignada a una cella. L’estat del sistema queda,
dones, descrit (utilitzant el llenguatge d’un problema d’ocupacié) en termes
d’una distribucié aleatoria de k boles en n caselles. Historicament s’han
proposat diversos models d’ocupacié que el fisic anomena estadistiques.

L’estadistica de Mazwell-Boltzmann es basa en el model (1) d’un mostreig or-
denat amb reposicié. Suposa que les n* disposicions possibles de les particules
tenen la mateixa probabilitat. Noves teories de la fisica demostren que cap
de les particules conegudes es distribueix segons aquest model.

L’estadistica de Bose-Finstein proposa el model (4) d’un mostreig no ordenat
i amb reposicié. Designem per Ay, el nombre combinatori ("+:_1). Ales-
hores se suposa que hi ha Ay, maneres diferents de disposar les particules
i cadascuna d’aquestes disposicions és equiprobable. Es demostra que els

fotons segueixen aquest model d’ocupacio.

Finalment, ’estadistica de Fermi-Dirac proposa el model (3) de mostreig no
ordenat i sense reposicid, que atribueix a cadascuna de les (Z) distribucions

n

k) - Aquest model s’aplica als electrons,

la mateixa probabilitat, és a dir, (
els neutrons i els protons.

1.4 Alguns exemples de models probabilistics

El primer exemple que presentem en aquest apartat pretén illustrar la neces-
sitat d'una certa dosi d’imaginacié per a descriure el model probabilistic, de
manera que sigui facil calcular determinades probabilitats. El segon exemple,
un classic en el calcul de probabilitats, s’ha triat amb la intencié de posar en
evidéncia com 1’eleccié del model condiciona els resultats dels calculs i també
I’ambigiiitat que es presenta en abordar tota modelitzacio.





